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ÀÍÎÒÀÖIß

Ãîëóá÷àê Î. Ì. Îïåðàòîðè â ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði ç ñèìåòðè÷íîþ ñòðóêòóðîþ. Êâàëiôiêàöiéíà

íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiëîñîôi¨ çà ñïåöiàëü-

íiñòþ 111 � Ìàòåìàòèêà. � Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi

Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà, Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2021. Iíñòèòóò ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìå-

õàíiêè i ìàòåìàòèêè iì. ß.Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè, Ëüâiâ, 2021.

Àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà íåñêií÷åííîâèìiðíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ¹ âàæëè-

âèì îá'¹êòîì ñó÷àñíîãî íåëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó. Áàãàòî öiêàâèõ

ïèòàíü òåîði¨ îïåðàòîðiâ òà òåîði¨ ôóíêöié âäà¹òüñÿ äîñëiäèòè ïðè âèâ÷åííi

ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ êîìïëåêñíèõ

çìiííèõ. Ó ðîáîòàõ Á. Êîóëà, Ò. Ãàìåëiíà, I. Çàóëüäåíäî, À. Äåôàíäà, Î.Â. Ëî-

ïóøàíñüêîãî, À.Â. Çàãîðîäíþêà òà iíøèõ äîñëiäæåíî ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè àíà-

ëiòè÷íèõ ôóíêöié íà òàêèõ ïiäìíîæèíàõ â ℓ2 ÿê êóëÿ, íàïiâïðîñòið, ïîëiäèñê,

íåñêií÷åííèé äîáóòîê ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïîëiäèñêiâ, òîùî. Ó áàãàòüîõ âèïàä-

êàõ òàêèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi ïðîñòîðó ëiíiéíèõ íå-

ïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà ñèìåòðè÷íîìó ïðîñòîði Ôîêà ç ïåâíîþ çâàæåíîþ

íîðìîþ.

Ñåðåä ïîëiíîìiàëüíèõ âiäîáðàæåíü ÷àñòî âèðiçíÿþòü ïîëiíîìè ç ïåâíèìè

äîäàòêîâèìè âëàñòèâîñòÿìè. Ó ðîáîòàõ À.Ñ. Íiìåðîâñüêîãî, Ñ.Ì. Ñåìåíîâà, Ì.

Ãîíçàëåçà, Ð. Ãîíçàëî, Õ. Õàðàìiëî, Ð. Àëåíêàðà, Ð. Àðîíà, Ï. Ãàëiíäî, I. ×åðíå-

ãè, À.Â. Çàãîðîäíþêà òà iíøèõ äîñëiäæóâàëèñü ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà ïðîñòî-

ðàõ ç ïåâíîþ ñèìåòðè÷íîþ ñòðóêòóðîþ òà àëãåáðè, ïîðîäæåíi öèìè ïîëiíîìà-

ìè. Ñëiä âiäçíà÷èòè, ùî ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ

¹ êëàñè÷íèì îá'¹êòîì àëãåáðè òà êîìáiíàòîðèêè. Âîíè âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü

â òåîði¨ Ãàëóà, òåîði¨ iíâàðiàíòiâ, çà äîïîìîãîþ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ìîæíà

ìîäåëþâàòè êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ îïåðàòîðàìè íàðîäæåííÿ i çíè-

ùåííÿ ó êâàíòîâié ìåõàíiöi.

Ó ôóíêöiîíàëüíîìó àíàëiçi ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè äîñëiäæóâàëèñü â çàäà-
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÷àõ àïðîêñèìàöi¨ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà äiéñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ. Ñèìå-

òðè÷íi ïîëiíîìè íà ℓ1 äàþòü ïðèêëàäè äëÿ êîæíîãî n ïîëiíîìiâ n−òîãî ñòåïåíÿ,

ÿêi íå ëåæàòü â çàìèêàííi àëãåáðè, ïîðîäæåíié ïîëiíîìàìè ñòåïåíÿ íå áiëüøîãî

çà n−1. Òàêi ïîëiíîìè, äëÿ n > 1, íå ¹ àïðîêñèìîâíèìè. Òàêîæ, áóëî äîñëiäæåíî

òîïîëîãi÷íi àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ïîðîäæåíèõ ñèìåòðè÷íèìè ïîëiíî-

ìàìè íà ïðîñòîðàõ ℓp, 1 ≤ p < ∞, Lp[0, 1], 1 ≤ p ≤ ∞, äëÿ áàãàòüîõ âèïàäêiâ

îïèñàíî ñïåêòð òàêèõ àëãåáð.

Ó äàíié äèñåðòàöiéíié ðîáîòi äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi ãiëüáåðòîâîãî

ïðîñòîðó Hb
s(ℓ1), ïîðîäæåíîãî ïðîñòîðîì ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ℓ1, ïîïîâ-

íåíèì ó äåÿêié åâêëiäîâié íîðìi ç ïåâíîþ âàãîþ b = bλ. Çîêðåìà, äîñëiäæåíî

óìîâè íåïåðåðâíîñòi ôóíêöiîíàëiâ íà Hb
s(ℓ1), ÿêi âèçíà÷åíi ÿê çíà÷åííÿ åëåìåí-

òiâ ç Hb
s(ℓ1) ó ôiêñîâàíèõ òî÷êàõ ïðîñòîðó ℓ1. Ðîçãëÿíóòî îïåðàòîðè ç Hb

s(ℓ1)

â ñåáå, ïîðîäæåíi ÿê êîìïîçèöiÿ ç ñèìåòðè÷íèìè âiäîáðàæåííÿìè íà ℓ1, äîñëi-

äæåíî ïðèðîäíi áàçèñè íà Hb
s(ℓ1), ðîçãëÿíóòî îïåðàòîðè äèôåðåíöiþâàííÿ íà

ïðîñòîði Hb
s(ℓ1).

Ó âñòóïi îáãðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äîñëiäæåííÿ, âñòàíîâëåíî

çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè òåìàìè. Ñôîðìóëüîâàíî ìåòó òà çàâäàííÿ äîñëi-

äæåííÿ, îïèñàíî íàóêîâó íîâèçíó îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ïîäàíî ñïèñîê ïóáëi-

êàöié òà iíôîðìàöiþ ïðî àïðîáàöi¨ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi çäiéñíåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöiéíî¨

ðîáîòè òà ïîäàíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi íàâåäåíî îñíîâíi îçíà÷åííÿ òà ñôîðìóëüîâàíî âiäîìi

ðåçóëüòàòè, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â îñíîâíèõ ðîçäiëàõ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.

Çîêðåìà, ó ïiäðîçäiëi 2.1 íàâåäåíî îçíà÷åííÿ ïîëiíîìiàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ íà

áàíàõîâîìó ïðîñòîði òà ñôîðìóëüîâàíî îñíîâíi âëàñòèâîñòi, òàêi ÿê ïîëÿðèçà-

öiéíà ôîðìóëà, îïèñàíî ñòàíäàðòíi àëãåáðà¨÷íi áàçèñè â àëãåáði ñèìåòðè÷íèõ

ïîëiíîìiâ íà Cn. Çâ'ÿçîê ìiæ öèìè áàçèñàìè âèçíà÷à¹òüñÿ âiäîìèìè ðåêóðåí-

òíèìè ôîðìóëàìè Íüþòîíà. Òàêîæ, ðîçãëÿíóòî ñèìåòðè÷íi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨

íà ïðîñòîði ℓp, ãåíåðóþ÷i ôóíêöi¨ P (t), G(t), H(t) òà ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ íèìè.

Êðiì òîãî, ðîçãëÿíóòî àáñòðàêòíi (çâàæåíi) ñèìåòðè÷íi ïðîñòîðè Ôîêà Fη íàä
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äåÿêèì ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì E, ñïðÿæåíi äî öèõ ïðîñòîðiâ Hη. , íàâåäåíî

îçíà÷åííÿ âiäòâîðþþ÷îãî ÿäðà.

Ó ðîçäiëi 3 äîñëiäæåíî ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié íà ℓ1.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 îïèñàíî àëãåáðà¨÷íi áàçèñè â ïðîñòîði ñèìåòðè÷íèõ ïîëi-

íîìiâ Ps(ℓ1), çîêðåìà, áàçèñè ïîðîäæåíi ñòåïåíåâèìè, åëåìåíòàðíèìè òà ïîâíè-

ìè ñèìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè. Îá ðóíòîâàíî ðîçøèðåííÿ ôîðìóë Íüþòîíà òà

ôîðìóë Âàðiíãà íà íåñêií÷åííîâèìiðíèé âèïàäîê.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 ââåäåíî ñêàëÿðíèé äîáóòîê íà ïðîñòîði ñèìåòðè÷íèõ ïî-

ëiíîìiâ Ps(ℓ1) i ðîçãëÿíóòî ïîïîâíåííÿ Hb
s(ℓ1) öüîãî ïðîñòîðó âiäíîñíî äàíîãî

ñêàëÿðíîãî äîáóòêó. Îá÷èñëåíî ðàäióñ çáiæíîñòi åëåìåíòiâ Hb
s(ℓ1) ÿê àíàëiòè-

÷íèõ ôóíêöié íà ℓ1. Çðîáëåíî ïîðiâíÿííÿ öüîãî ïðîñòîðó ç ðiâíîìiðíîþ àëãå-

áðîþ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ℓ1.

Ó ïiäðîçäiëi 3.3 äîñëiäæåíî çîáðàæåííÿ ìíîæèíè ñêií÷åííèõ ìóëüòèìíî-

æèí M0 ó ïðîñòîði ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ. Ââåäåíî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíî-

ñòi ∼ íà ïðîñòîði ñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé c00 : x ∼ y òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

y = σ(x) = (xσ(1), . . . , xσ(n), . . .) äëÿ äåÿêî¨ ïiäñòàíîâêè σ : N → N.

Çíàéäåíî äåÿêó ïðèðîäíó ìåòðèêó ρ íà çîáðàæåííi P ìíîæèíè c00/∼ ó

ïðîñòîði ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ.

Ó ïiäðîçäiëi 3.4 ðîçãëÿíóòî ïðîñòið ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié HP

íà c00, ÿêi ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ äåÿêîãî àëãåáðà¨÷íîãî áàçèñó ñèìåòðè÷íèõ

ïîëiíîìiâ {Qn}. Âñòàíîâëåíî içîìîðôiçì öüîãî ïðîñòîðó äî ïðîñòîðó âñiõ öiëèõ

ôóíêöié H(C) íà C.

Ó ïiäðîçäiëi 3.5 âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ïðîñòîðó Hb
s(ℓ1) ç àáñòðàêòíèì ïðî-

ñòîðîì Ôîêà. Îïèñàíî ìíîæèíó Ωb ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ òî÷îê x ∈ ℓ1, ùî

ôóíêöiîíàëè δx : f 7→ f(x) ¹ íåïåðåðâíèìè íà Hb
s(ℓ1). Òàêîæ, ïîáóäîâàíî ïðè-

ðîäíèé içîìåòðè÷íèé içîìîðôiçì ñèìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó Ôîêà F0 i ïðîñòiðó

Hz
s (ℓ1). ßê íàñëiäîê, îòðèìàíî íåîäíîðiäíi ñèñòåìè îðòîíîðìîâàíèõ âåêòîðiâ ó

ñèìåòðè÷íîìó ïðîñòîði Ôîêà òà ïåðåíåñåíî âiäîìi êîìáiíàòîðíi ñïiââiäíîøåííÿ

íà âèïàäîê òåíçîðíèõ ïîëiíîìiâ.
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Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî ìóëüòèïëiêàòèâíi îïåðàòîðè íà ãiëüáåð-

òîâèõ ïðîñòîðàõ ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié.

Ó ïiäðîçäiëi 4.1 äîñëiäæåíî ìóëüòèïëiêàòèâíi ôóíêöiîíàëè íà ãiëüáåð-

òîâèõ ïðîñòîðàõ ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Ïîêàçàíî, ùî ÿêùî íà

Hb
s(ℓ1) çàäàíî ìóëüòèïëiêàòèâíó íîðìó, òî ëiíiéíèé ìóëüòèïëiêàòèâíèé ôóí-

êöiîíàë φ íà Ps(ℓ1) áóäå íåïåðåðâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïîñëiäîâíiñòü

a = {ak = φ(Pk)} íàëåæèòü çâàæåíîìó ïîëiäèñêó Db
2.

Òàêîæ, ïîáóäîâàíî çîáðàæåííÿ ïðîñòîðó Hb
s(ℓ1) ó âèãëÿäi ïðîñòîðó àíà-

ëiòè÷íèõ ôóíêöié íà ìíîæèíi ìóëüòèïëiêàòèâíèõ ôóíêöiîíàëiâ.

Ó ïiäðîçäiëi 4.2 ðîçãëÿíóòî îïåðàòîðè êîìïîçèöi¨ íà Hs(ℓ1). Ïîêàçàíî, ùî

äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ h ∈W òàêî¨, ùî ‖h‖ = r < 1 i h(0) = 0 îïåðàòîð êîìïîçèöi¨

CFh
: f → f ◦ Fh ¹ íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì ç Hs(ℓ1) â Hs(ℓ1).

Êðiì òîãî, ó öüîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäæåíî îïåðàòîð êîìîçèöi¨ ç ñèìåòðè-

÷íèì ìíîæåííÿì, óìîâè éîãî íåïåðåðâíîñòi òà ñàìîñïðÿæåííîñòi. Âñòàíîâëíî

ôîðìóëè äi¨ öüîãî îïåðàòîðà íà àëãåáðà¨÷íèõ áàçèñàõ.

Ó ïiäðîçäiëi 4.3 ðîçãëÿíóòî áiîðòîãîíàëüíi áàçèñè â Hz
s (ℓ1). Ïîêàçàíî,

ùî â ïðîñòîði Hz
s (ℓ1) ëiíiéíi áàçèñè {Hλ} i {Mλ} ¹ áiîðòîãîíàëüíèìè, òîáòî

〈Hλ,Mµ〉 = δλ,µ äëÿ äîâiëüíèõ ðîçáèòòiâ λ, µ.

Ó ïiäðîçäiëi 4.4 äîñëiäæåíî ñèìåòðè÷íi äðîáîâi âiäîáðàæåííÿ i ñèìåòðè-

÷íå ôóíêöiîíàëüíå ÷èñëåííÿ.

Ó ïiäðîçäiëi 4.5 ðîçãëÿíóòî âiäòâîðþþ÷å ÿäðî ó ïðîñòîði Hs(ℓ1), îïèñàíî

éîãî âëàñòèâîñòi.

Ó ïiäðîçäiëi 4.6 äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà ñèìåòðè÷íîãî çñóâó

Λy : Ps(ℓ1) → Ps(ℓ1) äëÿ êîæíîãî y ∈ ℓ1. Λy(P ) � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà ïðîñòîði

Ps(ℓ1). Ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè òèì ñàìèì ñèìâîëîì Λy � îïåðàòîð íà Hb
s(ℓ1) ç

ìàêñèìàëüíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ. Ïîêàçàíî, ùî Λy � ùiëüíî âèçíà÷åíèé â

ïðîñòîði Hb
s(ℓ1) îïåðàòîð, y ∈ ℓ1. ßêùî ìíîæèíà Ωb ìiñòèòü âiäêðèòó ïiäìíî-

æèíó i x • y ∈ Ωb äëÿ êîæíîãî x ∈ Ωb, òî Λy � çàìêíåíèé (òîáòî ìà¹ çàìêíåíèé

ãðàôiê). ßêùî iñíó¹ x0 ∈ Ωb òàêèé, ùî x0 • y /∈ Ωb, òî îïåðàòîð Λb � íåîáìåæå-

íèé.
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Òàêîæ, ïîêàçàíî, ùî ÿêùî Ωb ìiñòèòü âiäêðèòó ïiäìíîæèíó, òî îïåðàòîð

Λy áóäå îáìåæåíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií âèçíà÷åíèé íà âñüîìó ïðîñòîði

Hb
s(ℓ1) (i ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â öüîìó ïðîñòîði).

Ó ïiäðîçäiëi 4.7 ðîçãëÿíóòî îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ íà ïðîñòîðiHb
s(ℓ1).

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ Θt(Pn) = tPn t ∈ C, i Θt(c) = c, äå c = const.

Ïðîäîâæèìî éîãî çà ëiíiéíiñòþ i ìóëüòèïëiêàòèâíiñòþ íà ïðîñòið ïîëiíîìiâ

Ps(ℓ1).

Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð òèïó äèôåðåíöiþâàííÿ:

Dhf = lim
t→0

Θt(Λh(f(x)))− f(x)

t
, h ∈ Ω, h 6= 0.

Äîâåäåíî, ùî Dh, h ∈ Ω, h 6= 0 � ùiëüíîâèçíà÷åíèé îïåðàòîð â ïðîñòîði Hb
s(ℓ1),

äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ïðàâèëî Ëåéáíiöà Dh(fg) = Dh(f)g + fDh(g) äëÿ âñiõ

f, g ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ Dh. Êðiì òîãî, ïîêàçàíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî h ∈ Ω,

h 6= 0 îïåðàòîðè Dh òà D∗
h â ïðîñòîði Hs(ℓ1) çàäîâîëüíÿþòü òàê çâàíå êàíîíi÷íå

êîìóòàöiéíå ñïiââiäíîøåííÿ íà ïðîñòîði Hs(ℓ1).

Êëþ÷îâi ñëîâà: ñèìåòðè÷íà àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ íà áàíàõîâîìó ïðîñòî-

ði, ãiëüáåðòîâèé ïðîñòið àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ñèìåòðè÷íèé ïðîñòið Ôîêà,

îïåðàòîð êîìïîçèöi¨ â ïðîñòîði àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, îïåðàòîð äèôåðåíöiþ-

âàííÿ.

ABSTRACT

Holubchak O. M. Operators on Hilbert spaces of symmetric analytic functions on a

Banach space with a symmetric structure. Qualifying scienti�c work as a manuscript.

A Thesis for a Philosophy Doctor Degree in Mathematics, speciality 111

Mathematics. � Vasyl Stefanyk Precarpathian National University, Ivano-Frankivsk,

2021. Pidstryhach Institute for Applied Problems of Mechanics and Mathematics,

Lviv, 2021.

Analytical functions on in�nite-dimensional Banach spaces are an important

object of modern nonlinear functional analysis. Many interesting issues of operator

theory and function theory can be explored in the study of Hilbert spaces of analytic

functions from one and many complex variables. In the works of B. Cole, T. Gamelin,
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I. Zauldendo, A. Defand, O.V. Lopushansky, A.V. Zagorodnyuk and others, were

studied Hilbert spaces of analytic functions on subsets of ℓ2 like a sphere, a half-

space, a polydisk, an in�nite product of �nite-dimensional polydisks, etc. In many

cases, such a Hilbert space can be represented as a space of linear continuous functi-

onals on a symmetric Fock space with a certain weighted norm.

Among polynomial mappings, polynomials with certain additional properti-

es are often distinguished. In the works of A.S. Nimerovsky, S.M. Semenov, M.

Gonzalez, R. Gonzalo, H. Haramilo, R. Alencar, R. Aron, P. Galindo, I. Chernega,

A.V. Zagorodnyuk and others were studied symmetric polynomials in spaces wi-

th a certain symmetric structures and algebras generated by these polynomials.

It should be noted that symmetric polynomials on �nite-dimensional spaces are a

classical object of algebra and combinatorics. They play an important role in Galois

theory, the theory of invariants, using symmetric polynomials can be modeled relati-

ons between the operators of birth and annihilation in quantum mechanics.

In functional analysis, symmetric polynomials were investigated in the

problems of approximation of continuous functions on real Banach spaces. Symmetric

polynomials on ℓ1 give us examples of n-homogeneous polynomials that do not

belong to the closure of the algebra generated by polynomials of degree not greater

than n − 1. Also, it was investigated topological algebras of analytic functions

generated by symmetric polynomials on the spaces ℓp, 1 ≤ p < ∞, Lp[0, 1],

1 ≤ p ≤ ∞, and for many cases, the spectra of such algebras were described.

In this dissertation work, the properties of the Hilbert space Hb
s(ℓ1), generated

by the space of symmetric polynomials on ℓ1, endowed with some Euclidean norm

with a certain weight b = bλ are investigated. In particular, conditions of continuity

of point-evaluation functionals on Hb
s(ℓ1), at points of the space ℓ1 are obtained.

Operators of composition with symmetric mappings on ℓ1 on Hb
s(ℓ1) are considered,

natural bases on Hb
s(ℓ1) are studied, di�erentiation operators on space Hb

s(ℓ1) are

investigated.

In the introduction the relevance of the research topic is substantiated, the

connection of work with scienti�c topics is established. The purpose and tasks of the
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research are formulated, the scienti�c novelty of the obtained results is described.

The list of publications and information on approbation of results of dissertation

work is given.

The �rst section reviews the literature on the topic of the dissertation and

presents the main results of the dissertation.

The second section presents the main de�nitions and formulates the known

results that are used in the main sections of the dissertation. In particular, Section

2.1 gives the de�nition of polynomial maps in Banach spaces and formulates basic

properties, such as the polarization formula, describes standard algebraic bases in

the algebra of symmetric polynomials on Cn. The relationship between these bases is

determined by Newton's known recurrent formulas. Also, symmetric analytic functi-

ons on space ℓp, generating functions P (t), G(t), H(t) and the relationship between

them are considered. In addition, the abstract (weighted) symmetric Fock spaces Fη

over some Hilbert space E, conjugate to these spaces Hη are considered, and the

de�nition of the reproducing nucleus is given.

In Section 3, Hilbert spaces are symmetric analytical functions on ℓ1 are investi-

gated.

In Section 3.1 algebraic bases in the space of symmetric polynomials Ps(ℓ1)

are described. In particular, bases are generated by power, elementary and complete

symmetric polynomials are considered. The extension of Newton's formulas and

Waring's formulas to an in�nite-dimensional case is substantiated are given.

In Section 3.2, we introduce a scalar product on the space of symmetric

polynomials Ps(ℓ1) and consider the replenishment Hb
s(ℓ1) of this space with respect

to this scalar product. The convergence radius of the elements Hb
s(ℓ1) as analytic

functions on ℓ1 is calculated. This space is compared with a uniform algebra of

integer analytic functions of bounded type on ℓ1.

In Section 3.3 the representation of the set of �nite multisetsM0 in the space of

symmetric polynomials is studied. The equivalence relation ∼ on the space of �nite

sequences c00 is introduced: x ∼ y if and only if y = σ(x) = (xσ(1), . . . , xσ(n), . . .)

for some substitution σ : N → N.
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Some natural metric ρ was found in the range P of the set c00/ ∼ in the space

of symmetric polynomials.

In Section 3.4 the space of symmetric analytic functions HP on c00, which

are linear a combination of some algebraic basis of symmetric polynomials {Qn}

considered. The isomorphism of this space to the space of all entire functions H(C)

to C is established.

Section 3.5 is devoted to connections between the space Hb
s(ℓ1) and the

abstract Fock space. It is Described the set Ωb which consisting of all points x ∈ ℓ1

such that the functionals δx : f 7→ f(x) are continuous on Hb
s(ℓ1). Also, a natural

isometric isomorphism is constructed between the symmetric Fock space F0 and

the space Hz
s (ℓ1). As a result, nonhomogeneous systems of orthonormal vectors in

the symmetric Fock space are obtained and the known combinatorial relations are

transferred to the case of tensor polynomials.

In the fourth section, we consider multiplicative operators on Hilbert spaces

of symmetric analytic functions.

In Section 4.1, the multiplicative functionals on Hilbert spaces of symmetric

analytic functions are considered. It is shown that if the norm on Hb
s(ℓ1) is multipli-

cative, then the linear multiplicative the functional φ on Ps(ℓ1) will be continuous

if and only if the sequence a = {ak = φ(Pk)} belongs to the weighted poly-disk Db
2.

Also, it is constructed a representation of the space Hb
s(ℓ1) in the form of a

space of analytical functions on a set of multiplicative functionals.

In subsection 4.2 the operators of composition on Hs(ℓ1) are considered. It

is shown that for each function h ∈ W such that that ‖h‖ = r < 1 and h(0) = 0

the composition operator CFh
: f → f ◦ Fh is a continuous operator from Hs(ℓ1) to

Hs(ℓ1).

In addition, in this section investigates the composition operator with

symmetric multiplication, the conditions of its continuity and self-conjugation. The

formulas of action of this operator on algebraic bases are established.
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Section 4.3 considers biorthogonal bases inHz
s (ℓ1). It is shown that in the space

Hz
s (ℓ1) the linear the bases {Hλ} and {Mλ} are biorthogonal, i. e. 〈Hλ,Mµ〉 = δλ,µ

for arbitrary partitions λ, µ.

In Section 4.4, symmetric fractional mappings and symmetric functional

calculus are investigated.

In Section 4.5 it is discussed the reproducing kernel in the space Hs(ℓ1) and is

described its properties.

In Section 4.6 it is investigates the properties of the symmetric shift operator

Λy : Ps(ℓ1) → Ps(ℓ1) for each y ∈ ℓ1. Λy(P ) � a linear operator on the space Ps(ℓ1).

We will denote it by the same symbol Λy the operator on Hb
s(ℓ1) with the maximal

domain. It is shown that Λy is a densely de�ned operator in Hb
s(ℓ1), y ∈ ℓ1. If the

set Ωb contains an open subset and x • y ∈ Ωb for each x ∈ Ωb, then Λy is closed. If

there exists x0 ∈ Ωb such that x0 • y /∈ Ωb, then the operator Λb is unbounded.

Also, it is shown that if Ωb contains an open subset, then the operator Λy will

be bounded if and only if it is de�ned on the whole space Hb
s(ℓ1).

In Section 4.7 a di�erentiation operator on the space Hb
s( ell1) is introduced.

Let us consider the mapping Θt(Pn) = tPn t ∈ C, and Θt(c) = c, where c =

const. We extend it by the linearity and the multiplicity to the space of polynomials

Ps(ℓ1). Let us consider Consider the following di�erentiation type operator:

Dhf = lim
t→0

Θt(Λh(f(x)))− f(x)

t
, h ∈ Ω, h 6= 0.

It is proved that Dh, h ∈ Ω, h 6= 0 is a densely de�ned operator in the space Hb
s(ℓ1),

for which the Leibniz rule holds Dh(fg) = Dh(f)g + fDh(g) for all f, g from the

domain Dh. In addition, it is shown that for an arbitrary h ∈ Ω, h 6= 0 operators Dh

and D∗
h in the spaces Hs(ℓ1) satisfy the so-called canonical commutation relations

on the space Hs(ℓ1).

Key words: symmetric analytic functions on a Banach space, Hilbert spaces

of analytic functions, symmetric Fock space, composition operators in the space of

analytic functions, di�erentiation operators.
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ÑÏÈÑÎÊ ÏÎÇÍÀ×ÅÍÜ

H(X) � àëãåáðà öiëèõ ôóíêöié íà X

Hb(X) � àëãåáðà öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó

(îáìåæåíèõ íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ) íà X

Hbs(X) � àëãåáðà ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ ôóíêöié îáìåæå-

íîãî òèïó íà X

Hb
s(ℓ1) � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié ç âàãîþ b = bλ

Dh � äèôåðåíöiþâàííÿ â ïðîñòîði Hb
s(ℓ1)

Ps(ℓ1) � ïðîñòið ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ℓ1

Fη � çâàæåíèé ñèìåòðè÷íèé ïðîñòið Ôîêà

Hη � ñïðÿæåíèé ïðîñòið äî çâàæåíîãî ñèìåòðè÷íî-

ãî ïðîñòîðó Ôîêà

δx � ôóíêöiîíàë çíà÷åííÿ â òî÷öi x

λ � ðîçáèòòÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n = |λ|

Ωb � îáëàñòü â ïðîñòîði ℓ1 äëÿ ÿêî¨ âñi ôóíêöiîíà-

ëè δx ¹ íåïåðåðâíèìè â ïðîñòîði Hb
s(ℓ1)

D2 � ïîëiäèñê â ïðîñòîði ℓ2

I � içîìîðôiçì ó ïðîñòið Hb
s(ℓ1) ç âiäïîâiäíîãî

ïðîñòîðó Ôîêà
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Íà ñüîãîäíi iñíó¹ âåëèêà êiëüêiñòü íàïðÿ-

ìiâ òà øëÿõiâ ðîçâèòêó ñó÷àñíîãî íåëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó,

çîêðåìà, òåîðiÿ äèôåðåíöiàëüíèõ âiäîáðàæåíü íà áàíàõîâèõ ìíîãîâèäàõ,

òåîðiÿ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü, òåîðiÿ ïðî íåðóõîìó òî÷êó, òåîðiÿ ìiðè íà

áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ òà ií. Âàæëèâå ìiñöå ó öüîìó ñïèñêó çàéìà¹ òåîðiÿ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ. Àíàëiòè÷íi

ôóíêöi¨ íà àáñòðàêòíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ, ÿê i ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó,

ïîäàþòüñÿ ó âèãëÿäi ëîêàëüíî çáiæíèõ ðÿäiâ, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç ïîëiíî-

ìiàëüíèõ âiäîáðàæåíü (ïîëiíîìiâ). Ïîëiíîìè íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ¹, ó

ïåâíîìó ñåíñi, íàéïðîñòiøèìè íåëiíiéíèìè âiäîáðàæåííÿìè. Äëÿ íèõ ìî-

æíà ïåðåíåñòè çíà÷íó êiëüêiñòü ðåçóëüòàòiâ ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî

àíàëiçó. Íàïðèêëàä, äëÿ ïîëiíîìiâ íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ âèêîíó¹òüñÿ

òåîðåìà ïðî åêâiâàëåíòíiñòü íåïåðåðâíîñòi òà îáìåæåíîñòi íà îáìåæå-

íèõ ìíîæèíàõ, òåîðåìà ïðî çàìêíåíèé ãðàôiê (äëÿ ñåïàðàáåëüíèõ áà-

íàõîâèõ ïðîñòîðiâ), àíàëîã òåîðåìè Ãàíà-Áàíàõà, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ òå-

îðåìîþ ïðî ïðîäîâæåííÿ Àðîíà-Áåðíåðà ïîëiíîìiàëüíèõ ôóíêöiîíàëiâ

ó äðóãèé ñïðÿæåíèé ïðîñòið, ïðèíöèï ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi Áàíàõà-

Øòåéíãàóñà, ïðîòå, íå âèêîíó¹òüñÿ ïîâíèé àíàëîã òåîðåìè Ãàíà-Áàíàõà,

òåîðåìà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð.

Àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà íåñêií÷åííîâèìiðíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ¹

âàæëèâèì îá'¹êòîì ñó÷àñíîãî íåëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó. Áà-

ãàòî öiêàâèõ ïèòàíü òåîði¨ îïåðàòîðiâ òà òåîði¨ ôóíêöié âäà¹òüñÿ äîñëiäè-

òè ïðè âèâ÷åííi ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨

òà áàãàòüîõ êîìïëåêñíèõ çìiííèõ. Çîêðåìà, âàæëèâèìè ¹ ïðîñòîðè Ãàðäi

H2 àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà êóëi, ïîëiäèñêó òà íàïiâïëîùèíi â Cn. Òàêîæ,
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äîáðå âiäîìi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà Cn. Ó

ðîáîòàõ Á. Êîóëà, Ò. Ãàìåëiíà, I. Çàóëüäåíäî, À. Äåôàíäà, Î.Â. Ëîïó-

øàíñüêîãî, À.Â. Çàãîðîäíþêà òà iíøèõ äîñëiäæåíî ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà òàêèõ ïiäìíîæèíàõ â ℓ2 ÿê êóëÿ, íàïiâïðîñòið,

ïîëiäèñê, íåñêií÷åííèé äîáóòîê ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïîëiäèñêiâ, òîùî. Ðå-

çóëüòàòè öèõ äîñëiäæåíü ìàþòü âiäíîøåííÿ äî îïèñó ìîäåëåé ïîâåäií-

êè iäåàëüíîãî ãàçó áîçîíiâ ó êâàíòîâié ìåõàíiöi. Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ

òàêèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi ïðîñòîðó ëiíiéíèõ

íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà ñèìåòðè÷íîìó ïðîñòîði Ôîêà ç ïåâíîþ çâà-

æåíîþ íîðìîþ. Ó êâàíòîâié ìåõàíiöi ñèìåòðè÷íèé ïðîñòið Ôîêà îïèñó¹

ïðîñòið ñòàíiâ ñèñòåìè áîçîíiâ.

Ñåðåä ïîëiíîìiàëüíèõ âiäîáðàæåíü ÷àñòî âèðiçíÿþòü ïîëiíîìè ç

ïåâíèìè äîäàòêîâèìè âëàñòèâîñòÿìè. Íàïðèêëàä, ïîëiíîìiàëüíi ôóí-

êöiîíàëè ñêií÷åííîãî òèïó (ñêií÷åííi ñóìè ñêií÷åííèõ äîáóòêiâ ëiíiéíèõ

ôóíêöiîíàëiâ), àïðîêñèìîâàíi ïîëiíîìè (òi, ÿêi íàáëèæàþòüñÿ ïîëiíîìà-

ìè ñêií÷åííîãî òèïó), ñëàáêî íåïåðåðâíi ïîëiíîìè òà ií.

Ó ðîáîòàõ À.Ñ. Íiìåðîâñüêîãî, Ñ.Ì. Ñåìåíîâà, Ì. Ãîíçàëåçà, Ð. Ãîí-

çàëî, Õ. Õàðàìiëî, Ð. Àëåíêàðà, Ð. Àðîíà, Ï. Ãàëiíäî, I. ×åðíåãè, À.Â.

Çàãîðîäíþêà òà iíøèõ äîñëiäæóâàëèñü ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà ïðîñòî-

ðàõ ç ïåâíîþ ñèìåòðè÷íîþ ñòðóêòóðîþ òà àëãåáðè, ïîðîäæåíi öèìè ïîëi-

íîìàìè. Ñëiä âiäçíà÷èòè, ùî ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà ñêií÷åííîâèìiðíèõ

ïðîñòîðàõ ¹ êëàñè÷íèì îá'¹êòîì àëãåáðè òà êîìáiíàòîðèêè. Âîíè âiäi-

ãðàþòü âàæëèâó ðîëü â òåîði¨ Ãàëóà, òåîði¨ iíâàðiàíòiâ, çà äîïîìîãîþ

ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ìîæíà ìîäåëþâàòè êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ

ìiæ îïåðàòîðàìè íàðîäæåííÿ i çíèùåííÿ ó êâàíòîâié ìåõàíiöi.

Ó ôóíêöiîíàëüíîìó àíàëiçi ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè äîñëiäæóâàëèñü â

çàäà÷àõ àïðîêñèìàöi¨ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà äiéñíèõ áàíàõîâèõ ïðî-

ñòîðàõ. Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà ℓ1 äàþòü ïðèêëàäè äëÿ êîæíîãî n ïî-
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ëiíîìiâ n−òîãî ñòåïåíÿ, ÿêi íå ëåæàòü â çàìèêàííi àëãåáðè, ïîðîäæåíié

ïîëiíîìàìè ñòåïåíÿ íå áiëüøîãî çà n − 1. Òàêi ïîëiíîìè, äëÿ n > 1, íå

¹ àïðîêñèìîâíèìè. Òàêîæ, áóëî äîñëiäæåíî òîïîëîãi÷íi àëãåáðè àíàëi-

òè÷íèõ ôóíêöié, ïîðîäæåíèõ ñèìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè íà ïðîñòîðàõ

ℓp, 1 ≤ p < ∞, Lp[0, 1], 1 ≤ p ≤ ∞, äëÿ áàãàòüîõ âèïàäêiâ îïèñàíî ñïåêòð

òàêèõ àëãåáð.

Ó äàíié äèñåðòàöiéíié ðîáîòi äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi ãiëüáåðòîâîãî

ïðîñòîðó Hb
s(ℓ1), ïîðîäæåíîãî ïðîñòîðîì ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ℓ1,

ïîïîâíåíèì ó äåÿêié åâêëiäîâié íîðìi ç ïåâíîþ âàãîþ b = bλ. Çîêðåìà,

äîñëiäæåíî óìîâè íåïåðåðâíîñòi ôóíêöiîíàëiâ íà Hb
s(ℓ1), ÿêi âèçíà÷åíi

ÿê çíà÷åííÿ åëåìåíòiâ ç Hb
s(ℓ1) ó ôiêñîâàíèõ òî÷êàõ ïðîñòîðó ℓ1. Ðîçãëÿ-

íóòî îïåðàòîðè ç Hb
s(ℓ1) â ñåáå, ïîðîäæåíi ÿê êîìïîçèöiÿ ç ñèìåòðè÷íèìè

âiäîáðàæåííÿìè íà ℓ1, äîñëiäæåíî ïðèðîäíi áàçèñè íà H
b
s(ℓ1), ðîçãëÿíóòî

îïåðàòîðè äèôåðåíöiþâàííÿ íà ïðîñòîði Hb
s(ℓ1).

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äîñëiäæåííÿ ïðîâîäèëèñü â ðàìêàõ íàóêîâîäîñëiäíî¨ òåìè �Ãîìîìîðôi-

çìè i äèôåðåíöiþâàííÿ â àëãåáðàõ ãëàäêèõ òà àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà

áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0212U004183) òà �Ãî-

ìîìîðôiçìè òà ôóíêöiîíàëüíå ÷èñëåííÿ â àëãåáðàõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0115U002305).

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ.

Ìåòîþ ðîáîòè ¹ äîñëiäæåííÿ ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ òà îïåðàòî-

ðiâ íà ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, âñòà-

íîâëåííÿ óìîâ íåïåðåðâíîñòi, âëàñòèâîñòåé, îïèñ òîïîëîãi÷íèõ áàçèñiâ

íà öüîìó ïðîñòîði, çâ'ÿçîê ç ñèìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì Ôîêà, äîñëiäæåííÿ

îïåðàòîðiâ êîìïîçèöi¨ òà îïåðàòîðiâ äèôåðåíöiþâàííÿ.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè i àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨

íà ïðîñòîði àáñîëþòíî ñóìîâíèõ ïîñëiäîâíîñòåé, ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè ñè-
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ìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, îðòîíîðìîâàíi áàçèñè ïîëiíîìiâ ó öüî-

ìó ïðîñòîði, îïåðàòîðè êîìïîçèöi¨ òà äèôåðåíöiþâàííÿ.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ âëàñòèâîñòi ôóíêöiîíàëiâ òà îïåðàòîðiâ

íà ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, óìîâè íå-

ïåðåðâíîñòi îïåðàòîðiâ êîìïîçèöi¨ òà äèôåðåíöiþâàííÿ, ñïiââiäíîøåííÿ

ìiæ ðiçíèìè áàçèñàìè ó öüîìó ïðîñòîði, àíàëîãè êîìóòàöiéíèõ ñïiââiä-

íîøåíü ìiæ îïåðàòîðàìè.

Ìåòîäè äîñëiäæåíü. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷, ñôîðìóëüîâàíèõ âè-

ùå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìåòîäè íåñêií÷åííîâèìiðíîãî êîìïëåêñíîãî àíàëi-

çó, òåîði¨ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ, òåîði¨ îïåðàòîðiâ, êîìáiíàòîðèêè, òåîði¨

òåíçîðíèõ äîáóòêiâ.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Óñi ðåçóëüòàòè, îòðè-

ìàíi ó äèñåðòàöi¨, ¹ íîâèìè. Ó ðîáîòi âïåðøå:

� Çíàéäåíî çîáðàæåííÿ ìíîæèíè ìóëüòèìíîæèí ó ïðîñòîðàõ ñèìå-

òðè÷íèõ ïîëiíîìiâ òà àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié.

� Ðîçãëÿíóòî ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié íà ℓ1, âñòàíîâëåíî óìîâè çà ÿêèõ åëåìåíòè ç ℓ1 ïîðîäæóþòü íåïå-

ðåðâíi ôóíêöiîíàëè ó öèõ ïðîñòîðàõ.

� Ïîáóäîâàíî óíiòàðíi içîìîðôiçìè ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ ñèìåòðè-

÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà ℓ1 ó àáñòðàêòíi (çâàæåíi) ñèìåòðè÷íi ïðî-

ñòîðè Ôîêà òà ïðîñòîðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié â îáëàñòÿõ ãiëüáåðòîâîãî

ïðîñòîðó. Îïèñàíî íåîäíîðiäíi îðòîíîðìîâàíi áàçèñè â ñèìåòðè÷íèõ ïðî-

ñòîðàõ Ôîêà.

� Äîñëiäæåíî ìóëüòèïëiêàòèâíi ôóíêöiîíàëè ó ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòî-

ðàõ ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, îïèñàíî ìíîæèíè òàêèõ ôóíêöiî-

íàëiâ.

� Äîñëiäæåíî îïåðàòîðè êîìïîçèöi¨ ó ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ ñè-

ìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ïîâ'ÿçàíi ç àëãåáðà¨÷íèìè îïåðàöiÿìè
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íà ìíîæèíi ìóëüòèìíîæèí, âñòàíîâëåíî óìîâè íåïåðåðâíîñòi äëÿ òàêèõ

îïåðàòîðiâ.

� Äîñëiäæåíî áiîðòîãîíàëüíi áàçèñè òà îïèñàíî âiäòâîðþþ÷å ÿäðî ó

ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié.

� Äîñëiäæåíî ñèìåòðè÷íi äðîáîâi âiäîáðàæåííÿ â êîíòåêñòi ôóí-

êöiîíàëüíîãî ÷èñëåííÿ ó íàïiâêiëüöi ìóëüòèìíîæèí.

� Ðîçãëÿíóòî îïåðàòîð ñèìåòðè÷íîãî çñóâó ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, äîñëiäæåíî óìîâè ñàìîñïðÿæåíîñòi.

� Äîñëiäæåíî îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, îïèñàíî êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ

äëÿ îïåðàòîðà äèôåðåíöiþâàííÿ i ñïðÿæåíîãî äî íüîãî îïåðàòîðà.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè,

îòðèìàíi ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi íîñÿòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Âîíè ìî-

æóòü áóòè âèêîðèñòàíi â çàãàëüíié òåîði¨ ôóíêöié, òåîði¨ íåëiíiéíèõ îïå-

ðàòîðiâ, ôóíêöiîíàëüíîìó àíàëiçi, ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi. Öi ðåçóëüòàòè

ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi â íàóêîâèõ äîñëiäæåííÿõ, ÿêi ïðîâîäÿòüñÿ â

ÄÂÍÇ �Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôà-

íèêà�, Iíñòèòóòi ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè iìåíi ß.Ñ.

Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè, Ëüâiâñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iìå-

íi Iâàíà Ôðàíêà, Iíñòèòóòi ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè òà iíøèõ íàóêîâèõ

óñòàíîâàõ òà çàêëàäàõ âèùî¨ îñâiòè Óêðà¨íè.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi â äèñåðòàöi¨, îòðèìàíi ñàìîñòiéíî. Íà-

óêîâîìó êåðiâíèêó íàëåæèòü ïîñòàíîâêà çàäà÷ òà çàãàëüíå êåðiâíèöòâî

ðîáîòîþ.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòà-

öi¨ äîïîâiäàëèñü íà:
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� Âñåóêðà¨íñüêîìó íàóêîâîìó ñåìiíàði �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨

éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (Iâàíî-Ôðàíêiâñüê�Âîðîõòà, 25-

28 áåðåçíÿ, 2010);

� Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ïðèêëàäíi çàäà÷i ìà-

òåìàòèêè�, ïðèñâÿ÷åíié 50-ði÷÷þ êàôåäðè âèùî¨ ìàòåìàòèêè Iâàíî-

Ôðàíêiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî òåõíi÷íîãî óíiâåðñèòåòó íàôòè i ãàçó

(ßðåì÷å, 13 - 15 æîâòíÿ 2011 ð.);

� Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Àëãåáðà, òîïîëîãiÿ, àíàëiç,

ñòîõàñòèêà� ïðèñâÿ÷åíié 10-ði÷÷þ ôàêóëüòåòó ìàòåìàòèêè òà iíôîðìà-

òèêè Ïðèêàðïàòñüêîãî Íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôà-

íèêà (Ìèêóëè÷èí, 20 - 23 âåðåñíÿ 2012 ð.);

� Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨

éìîâiðíîñòåé i ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (Âîðîõòà, 20-26 ëþòîãî 2012);

� Ñåìiíàði âiääiëó ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó Iíñòèòóòó ïðèêëàäíèõ

ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè iìåíi ß.Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè (ì.

Ëüâiâ);

� Ñåìiíàðàõ êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî i ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó

ÄÂÍÇ �Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôà-

íèêà�.

Êðiì öüîãî, ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ âiäîáðàæåíi â òåçàõ äîïîâiäåé

Ìiæíàðîäíî¨ êîíôåðåíöi¨ �In�nite dimensional Analysis and Topology�

(Iâàíî-Ôðàíêiâñüê�ßðåì÷å, 27 òðàâíÿ - 1 ÷åðâíÿ, 2009); 6-î¨ ëiòíüî¨ øêî-

ëè ç àëãåáðè, òîïîëîãi¨ òà àíàëiçó (Ëüâiâ � Êîçüîâà, 4-14 ñåðïíÿ 2009 ð.);

Óêðà¨íñüêîãî ìàòåìàòè÷íîãî êîíãðåñó (Êè¨â, âåðåñåíü 2009 ð.); 7-î¨ ëi-

òíüî¨ øêîëè ç àëãåáðè, òîïîëîãi¨ i àíàëiçó (ì. Âåðõîâèíà, 20-27 ÷åðâíÿ

2010 ð.); Ìiæíàðîäíî¨ êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè àíàëiçó� (ì. ×åð-

íiâöi, 30 âåðåñíÿ - 3 æîâòíÿ 2010 ð.); Âñåóêðà¨íñüêèõ íàóêîâèõ êîíôå-

ðåíöié �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó�



21

(ì. Âîðîõòà, 23-28 ëþòîãî 2011 ð., 25 ëþòîãî - 3 áåðåçíÿ 2013 ð., 25 ëþ-

òîãî - 1 áåðåçíÿ 2015 ð., 24 ëþòîãî - 27 ëþòîãî 2016 ð., 22 ëþòîãî - 25

ëþòîãî 2017 ð., 27 ëþòîãî - 02 áåðåçíÿ 2018 ð., 25 ëþòîãî - 01 áåðåçíÿ

2019 ð.); IV êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ ó÷åíèõ iç ñó÷àñíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè

i ìàòåìàòèêè iìåíi àêàäåìiêà ß.Ñ. Ïiäñòðèãà÷à (ì. Ëüâiâ, 24 - 27 òðàâ-

íÿ 2011 ð.); International conference in functional analysis dedicated to the

125th anniversary of Stefan Banach (Lviv, Ukraine, 18-23 September 2017).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó 27 íàó-

êîâèõ ïðàöÿõ [62], [63], [59], [14], [64], [10], [2], [3], [4], [8], [11], [66], [12],

[7], [61], [68], [65], [15], [60], [69], [9], [5], [67], [6], [13], [16], [38], ç íèõ 7 ó

íàóêîâèõ ôàõîâèõ âèäàííÿõ òà 20 ó ìàòåðiàëàõ ìiæíàðîäíèõ i âñåóêðà¨í-

ñüêèõ êîíôåðåíöié òà ñåìiíàðiâ. Äâi ñòàòòi ç ÿêèõ â ôàõîâèõ æóðíàëàõ,

ùî âõîäÿòü â êàòåãîðiþ À, îäíà ñòàòòÿ â çàêîðäîííîìó æóðíàëi, ÿêèé

âõîäèòü äî íàóêîìåòðè÷íèõ áàç Scopus òà Web of Science.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòó-

ïó, ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë òà äîäà-

òêiâ. Çàãàëüíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ 142 ñòîðiíêè. Ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæå-

ðåë çàéìà¹ 9 ñòîðiíîê òà ìiñòèòü 89 íàéìåíóâàíü. Äîäàòêè çàéìàþòü 7

ñòîðiíîê i ìiñòÿòü ñïèñîê ïóáëiêàöié çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ òà âiäîìîñòi ïðî

àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨.

Ó âñòóïi îáãðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äîñëiäæåííÿ, âñòàíîâëåíî

çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè òåìàìè. Ñôîðìóëüîâàíî ìåòó òà çàâäàííÿ

äîñëiäæåííÿ, îïèñàíî íàóêîâó íîâèçíó îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ïîäàíî

ñïèñîê ïóáëiêàöié òà iíôîðìàöiþ ïðî àïðîáàöi¨ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöiéíî¨

ðîáîòè.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi çäiéñíåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöié-

íî¨ ðîáîòè òà ïîäàíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨.
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Ó äðóãîìó ðîçäiëi íàâåäåíî îñíîâíi îçíà÷åííÿ òà ñôîðìóëüîâàíî âi-

äîìi ðåçóëüòàòè, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â îñíîâíèõ ðîçäiëàõ äèñåðòàöié-

íî¨ ðîáîòè. Çîêðåìà, ó ïiäðîçäiëi 2.1 íàâåäåíî îçíà÷åííÿ ïîëiíîìiàëüíîãî

âiäîáðàæåííÿ íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði òà ñôîðìóëüîâàíî îñíîâíi âëàñòè-

âîñòi, òàêi ÿê ïîëÿðèçàöiéíà ôîðìóëà:

B(x1, . . . , xn) =
1

2nn!

∑
ϵi=±1

ϵ1 . . . ϵnB ◦∆n

 n∑
j=1

ϵjxj

 .

Â ïiäðîçäiëi 2.2 ââåäåíî ðàäióñ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ϱx(f) ôóíêöi¨

f â òî÷öi x òà ðàäióñ îáìåæåíîñòi f â òî÷öi x òà ñôîðìóëüîâàíî òàêó

òåîðåìó:

Òåîðåìà 2.2.6. Ðàäióñ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨

f â òî÷öi x çáiãà¹òüñÿ ç ðàäióñîì îáìåæåíîñòi f â x i ÿêùî f ∈ H(X,Y ),

òî

ϱ0(f) :=
(
lim sup
n→∞

‖fn‖1/n
)−1

,

äå fn = d̂kxf
n! .

Â ïiäðîçäiëi 2.3 îïèñàíî ñòàíäàðòíi àëãåáðà¨÷íi áàçèñè â àëãåáði ñè-

ìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà Cn. Çîêðåìà áàçèñè (Pi)
n
i=1, (Gi)

n
i=1, (Hi)

n
i=1, äå

Pi(x) =

n∑
k=1

xik,

Gi(x) =
∑

k1<···<ki

xk1 . . . xki ,

Hi(x) =
∑

k1≤···≤ki

xk1 . . . xki .

Çâ'ÿçîê ìiæ öèìè áàçèñàìè âèçíà÷à¹òüñÿ âiäîìèìè ðåêóðåíòíèìè

ôîðìóëàìè Íüþòîíà:

mGm =
m∑
k=1

(−1)k−1Gm−kPk, m = 1, . . . , n,
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mHm =
m∑
k=1

Hm−kPk, m = 1, . . . , n,

Gm =
m∑
k=1

(−1)k−1Gm−kHk, m = 1, . . . , n

òà

Hm =

m∑
k=1

(−1)k−1Hm−kGk, m = 1, . . . , n.

Ó ïiäðîçäiëi 2.4 ðîçãëÿíóòî ñèìåòðè÷íi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà ïðî-

ñòîði ℓp, ãåíåðóþ÷i ôóíêöi¨ P (t), G(t), H(t) òà ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ íèìè,

çîêðåìà

G(t)(x) =
1

H(t)(−x)

òà

G(t)(x) = exp

(
−

∞∑
n=1

tn
Pn(−x)

n

)
= exp

(
−
∫ t

0
P (ξ)(−x) dξ

)
.

Ó ïiäðîçäiëi 2.5 ðîçãëÿíóòî àáñòðàêòíi (çâàæåíi) ñèìåòðè÷íi ïðî-

ñòîðè Ôîêà Fη íàä äåÿêèì ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì E, ñïðÿæåíi äî öèõ

ïðîñòîðiâ Hη òà ñôîðìóëüîâàíî òåîðåìó:

Òåîðåìà 2.5.1. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü êîíñòàíòè c > 0 i M >

0 òàêi, ùî äëÿ âñiõ ìóëüòèiíäåêñiâ [i] ∈ Nn, (k) ∈ Zn
+ i n = k1 + · · ·+ kn

âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

0 < c
(k)
[i] = ck1...kni1...in

≤ cM2n (k1 + · · ·+ kn)!

k1! · · · kn!
= cM2n n!

k1! · · · kn!
.

Òîäi iñíó¹ âiäêðèòà ïiäìíîæèíà U ⊂ E, U 3 0 òàêà, ùî

(i) Ðÿä (2.5.2) ¹ çáiæíèì äëÿ êîæíîãî x ∈ U i η ¹ àíàëiòè÷íèì

âiäîáðàæåííÿì ç U â Fη.

(ii) Äëÿ êîæíîãî ϕ ∈ Fη âiäîáðàæåííÿ fϕ(x) = 〈η(x) | ϕ〉η ¹ àíàëi-

òè÷íîþ ôóíêöi¹þ íà U.
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(iii) Ôóíêöiÿ

〈
η(x)

∣∣∣e⊗(k)
[i]

〉
η
¹ n-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì

〈
η(x)

∣∣∣e⊗(k)
[i]

〉
η
= xk1i1 · · ·xknin .

Òàêîæ íàâåäåíî îçíà÷åííÿ âiäòâîðþþ÷îãî ÿäðà.

Ó ðîçäiëi 3 äîñëiäæåíî ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè-

÷íèõ ôóíêöié íà ℓ1.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 îïèñàíî àëãåáðà¨÷íi áàçèñè â ïðîñòîði ñèìåòðè÷íèõ

ïîëiíîìiâ Ps(ℓ1). Íåõàé λ = (λ1, λ2, . . . , λm) � ðîçáèòòÿ äåÿêîãî íàòó-

ðàëüíîãî ÷èñëà n. Òîáòî λk ∈ N, k = 1, 2, . . . ,m i λ1 + λ2 + . . . + λm = n,

|λ| = n. Ðîçáèòòÿ λ ÷àñòî çàïèñóþòü ó âèãëÿäi

(1m1 , 2m2 , . . . , rmr , . . .),

äå ïîêàçíèê mj âêàçó¹ ñêiëüêè ðàçiâ òðàïëÿ¹òüñÿ ÷èñëî j ó λ. Ïîçíà÷èìî

Mλ(x) =
∑

k1,...,km

xλ1
k1
xλ2
k2
. . . xλm

km
,

äå ki 6= kj ïðè i 6= j.

Òâåðäæåííÿ 3.1.2. 1. Ïîëiíîìè Pλ = Pλ1Pλ2 . . . Pλm , |λ| ∈ N óòâî-

ðþþòü ëiíiéíèé áàçèñ â Ps(ℓ1).

2. Ïîëiíîìè Hn =
∑

|λ|=nMλ óòâîðþþòü àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ â

Ps(ℓ1).

3. Ïîëiíîìè Hλ = Hλ1Hλ2 . . . Hλm , |λ| ∈ N óòâîðþþòü ëiíiéíèé

áàçèñ â Ps(ℓ1).

4. Ïîëiíîìè Gλ = Gλ1 . . . Gλn , |λ| ∈ N óòâîðþþòü ëiíiéíèé áàçèñ â

Ps(ℓ1).

5. Íåõàé

zλ =
∏
r≥1

(rmrmr!),



25

äå r òà mr âèçíà÷åíi â 3.1.1, òîäi ëiíiéíi áàçèñè Pλ, Hλ, Gλ ïîâ'ÿçàíi

íàñòóïíèìè ôîðìóëàìè, ÿêi âiäîìi ÿê ôîðìóëè Âàðiíãà:

Gn =
∑
|λ|=n

(−1)n−(m1+...+mr)z−1
λ Pλ.

Hn =
∑
|λ|=n

z−1
λ Pλ.

Hn =
∑
|λ|=n

(−1)n−(m1+...+mr) (m1 + . . .+mr)!

m1! . . .mr!
Gλ.

Gn =
∑
|λ|=n

(−1)n−(m1+...+mr) (m1 + . . .+mr)!

m1! . . .mr!
Hλ.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 ââåäåíî ñêàëÿðíèé äîáóòîê íà ïðîñòîði Ps(ℓ1)

〈Pλ, Pµ〉 = bλµδλµ

i ðîçãëÿíóòî ïîïîâíåííÿ Hs(ℓ1) öüîãî ïðîñòîðó âiäíîñíî äàíîãî ñêàëÿð-

íîãî äîáóòêó.

Òåîðåìà 3.2.1. Ïðîñòið Hb
s(ℓ1) ¹ ïðîñòîðîì àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

â êóëi ç öåíòðîì â íóëi ðàäióñà

r =
1

lim sup
n→∞

d
1
n
n

â ℓ1, äå êîíñòàíòè dn âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ dn = max
|λ|=n

1√
bλ
.

Òâåðäæåííÿ 3.2.2. Íåõàé bλ ≥ zλ|λ|! äëÿ âñiõ ðîçáèòòiâ λ. Òîäi

ãiëüáåðòiâ ïðîñòið Hb
s(ℓ1) ¹ âëàñíèì ùiëüíèì ïiäïðîñòîðîì â àëãåáði

Hbs(ℓ1).

Ó ïiäðîçäiëi 3.3 äîñëiäæåíî çîáðàæåííÿ ìíîæèíè ñêií÷åííèõ ìóëü-

òèìíîæèí M0 ó ïðîñòîði ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ. Ââåäåíî âiäíîøåííÿ

åêâiâàëåíòíîñòi ∼ íà ïðîñòîði ñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé c00 :
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x ∼ y òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè y = σ(x) = (xσ(1), . . . , xσ(n), . . .) äëÿ

äåÿêî¨ ïiäñòàíîâêè σ : N → N.

Çíàéäåíî äåÿêó ïðèðîäíó ìåòðèêó ρ íà çîáðàæåííi P ìíîæèíè c00/∼

ó ïðîñòîði ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ.

Ó ïiäðîçäiëi 3.4 ðîçãëÿíóòî ïðîñòið ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié HP íà c00, ÿêi ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ äåÿêîãî àëãåáðà¨÷íîãî áàçèñó

ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ {Qn}.

Òåîðåìà 3.4.1. Ïðèïóñòèìî, ùî

‖Qn‖ℓ1 = sup
∥x∥ℓ1≤1

|Qn(x)| = 1.

Òîäi ïðîñòið HP içîìîðôíèé äî ïðîñòîðó âñiõ öiëèõ ôóíêöié H(C) íà C,

à ïðîñòið H′
P içîìîðôíèé äî ïðîñòîðó ôóíêöié åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó

íà C.

Òåîðåìà 3.4.2. Ïðèïóñòèìî, ùî(
lim sup
n→∞

‖Qn‖
1
n
ℓ1

)−1

= r > 0.

Òîäi äëÿ êîæíîãî x ∈ ℓ1, òàêîãî, ùî ‖x‖ℓ1 < r, ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë, ùî

âèçíà÷à¹òüñÿ íà P ôîðìóëîþ δx(P ) = P (x), ¹ âèçíà÷åíèì i íåïåðåðâíèì

íà ïðîñòîði EP.

Ó ïiäðîçäiëi 3.5 âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ïðîñòîðó Hb
s(ℓ1) ç àáñòðàêòíèì

ïðîñòîðîì Ôîêà.

Ïîçíà÷èìî Ω � îáëàñòü â ℓ1

Ω = {x ∈ ℓ1 : |Pn(x)| < 1, n ∈ N}.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî x =
∑
xkek ∈ Ω, òî |xk| < 1 äëÿ êîæíîãî k.

Òîáòî Ω ëåæèòü ó âiäêðèòié ïiäìíîæèíi

D1 = {x ∈ ℓ1 : ∀k ∈ N |xk| < 1}.
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Òåîðåìà 3.5.3. Íåõàé ‖Pλ‖ = 1 äëÿ äîâiëüíîãî ðîçáèòòÿ λ. Òîäi

Hs(ℓ1) ¹ ïðîñòîðîì àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà Ω. Ïðè öüîìó

f(x) = 〈f,Rx〉 = 〈ξ(f), ξ(Rx)〉,

x ∈ Ω, f ∈ Hs(ℓ1).

Íåõàé Qn = Pn√
n
.

Òåîðåìà 3.5.7. Ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ ç ñèìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Ôîêà F0 íà ïðîñòið H
z
s (ℓ1), âèçíà÷åíå íà áàçèñíèõ åëåìåíòàõ ôîðìóëîþ:

I : e
⊗(k)
[i] 7→ Qλ = Qk1

i1
· . . . ·Qkn

in
, λ = (ik11 , i

k2
2 , . . . , i

kn
n ), |λ| = n

¹ içîìåòðè÷íèì içîìîðôiçìîì ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ.

Íåõàé λ = (ik11 , i
k2
2 , . . . , i

kn
n ), |λ| = |(k)| = n. Ïîçíà÷èìî eλ = e

⊗(k)
[i] =

ek1i1 ⊗ ek2i2 ⊗ . . .⊗ eknin . Ðîçãëÿíåìî òàêi åëåìåíòè ç F0:

hn =
∑
|λ|=n

z−1
λ

√
ik11 i

k2
2 . . . iknn eλ

gn =
∑
|λ|=n

(−1)n−k1−...−knz−1
λ

√
ik11 i

k2
2 . . . iknn eλ.

Íàñëiäîê 3.5.8. Ïîñëiäîâíîñòi (hn)∞n=1 òà (gn)
∞
n=1 ¹ îðòîíîðìîâà-

íèìè ñèñòåìàìè âåêòîðiâ ó ïðîñòîði F0.

Òâåðäæåííÿ 3.5.10. G(t) ∈ Hz
s (ℓ1) i H(t) ∈ Hz

s (ℓ1) òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè |t| < 1.

Íàñëiäîê 3.5.11. Ó ïðîñòîði Ôîêà F0 âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíiñòü:

h(t)⊗s g(−t) = 1, t ∈ C, |t| < 1.

Òîáòî, ñèìåòðè÷íèé äîáóòîê åëåìåíòiâ g(t) i h(t) äëÿ |t| ≤ 1 ëåæèòü

ó ïðîñòîði F0 i òîòîæíî äîðiâíþ¹ 1 ∈ F0.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî ìóëüòèïëiêàòèâíi îïåðàòîðè íà

ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié.
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Ó ïiäðîçäiëi 4.1 äîñëiäæåíî ìóëüòèïëiêàòèâíi ôóíêöiîíàëè íà ãiëü-

áåðòîâèõ ïðîñòîðàõ ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié.

Îçíà÷åííÿ 4.1.1. Ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë φ : Hb
s(ℓ1) → C íàçèâà¹-

òüñÿ ìóëüòèïëiêàòèâíèì, ÿêùî φ(PQ) = φ(P )φ(Q) äëÿ âñiõ ïîëiíî-

ìiâ P,Q ∈ Hs(ℓ1). Àíàëîãi÷íî, ëiíiéíèé îïåðàòîð Φ : Hb
s(ℓ1) → Hb

s(ℓ1)

íàçèâà¹òüñÿ ìóëüòèïëiêàòèâíèì, ÿêùî Φ(PQ) = Φ(P )Φ(Q) äëÿ âñiõ

ïîëiíîìiâ P,Q ∈ Hb
s(ℓ1).

Îçíà÷åííÿ 4.1.3. Ñêàæåìî, ùî íîðìà ïðîñòîðó Hb
s(ℓ1) ñóáìóëü-

òèïëiêàòèâíà, ÿêùî iñíó¹ êîíñòàíòà C > 0, ÿêà íå çàëåæèòü âiä λ

òàêà, ùî C‖PλPµ‖ ≥ ‖Pλ‖‖Pµ‖ äëÿ äîâiëüíèõ ðîçáèòòiâ λ, µ. Ó âèïàäêó,

ÿêùî ‖PλPµ‖ = ‖Pλ‖‖Pµ‖ äëÿ äîâiëüíèõ ðîçáèòòiâ λ, µ, íîðìà ïðîñòîðó

Hb
s(ℓ1) áóäå íàçèâàòèñü ìóëüòèïëiêàòèâíîþ.

Ïîçíà÷èìî Db
2 = {ak : (ak

√
bλk

) ∈ ℓ2, |ak| <
√
bλk

}.

Òåîðåìà 4.1.4. Ïðèïóñòèìî, ùî íà Hb
s(ℓ1) çàäàíî ìóëüòèïëiêà-

òèâíó íîðìó. Ëiíiéíèé ìóëüòèïëiêàòèâíèé ôóíêöiîíàë φ íà Ps(ℓ1) áó-

äå íåïåðåðâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïîñëiäîâíiñòü a = {ak = φ(Pk)}

íàëåæèòü Db
2.

Òâåðäæåííÿ 4.1.8. Ó ïðîñòîði Hb
s(ℓ1) ç ñóáìóëüòèïëiêàòèâ-

íîþ íîðìîþ iñíóþòü íåïåðåðâíi ìóëüòèïëiêàòèâíi ôóíêöiîíàëè ψs,k,

ψs,k(Pn) = sδkn äëÿ òèõ i òiëüêè òèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë s, ÿêi çàäî-

âîëüíÿþòü íåðiâíiñòü |s| <
√
bλk

= ‖Pk‖.

Ïîçíà÷èìî ψk :=
√
bkψ1,k = ‖Pk‖ψ1,k, k ∈ N. Íåõàé Eb � çàìêíåíà

ëiíiéíà îáîëîíêà ôóíêöiîíàëiâ ψk, k ∈ N.

Òåîðåìà 4.1.10. Íåõàé íà ïðîñòîði Hb
s(ℓ1) çàäàíî ñóáìóëüòèïëi-

êàòèâíó íîðìó. Òîäi iñíó¹ àáñòðàêòíèé ïðîñòið Ôîêà Fb
η íàä ãiëüáåðòî-

âèì ïðîñòîðîì Eb i óíiòàðíèé ái¹êòèâíèé îïåðàòîð U : Hb
s(ℓ1) → Hb

η =

(Fb
η)

∗ òàêèé, ùî
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f(x) =
〈
η(δx),U(f)

〉
Fb

η

=

〈
η
( ∞∑

k=1

〈δx, ψk〉Eb
ψk

)
,U(f)

〉
Fb

η

,

äå U(f) = 〈·,U(f)〉Hb
η
∈ F b

η i âiäîáðàæåííÿ η : Eb → F b
η âèçíà÷åíî ôîðìó-

ëîþ

η
( ∞∑

n=1

ynψn

)
=

∞∑
n=1

∑
|λ|=n

bk1i1 · · · bknin
bλ

yk1i1 · · · yknin ψ
k1
i1

⊗s · · · ⊗s ψ
kn
in
,

λ = (ik11 , i
k2
2 , . . . , i

kn
n ).

Ó ïiäðîçäiëi 4.2 ðîçãëÿíóòî îïåðàòîðè êîìïîçèöi¨ íà Hs(ℓ1).

Ðîçãëÿíåìî íà ïðîñòîði ℓ1 òàêå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi: x ∼ y,

ÿêùî Pk(x) = Pk(y), ∀k ∈ N. Ïîçíà÷èìî ℓ1/ ∼ ìíîæèíó êëàñiâ åêâiâàëåí-

òíîñòi i [x] � êëàñ, ÿêèé ìiñòèòü åëåìåíò x. Íåõàé B̃1 = {[x] ∈ ℓ1/ ∼:

‖x‖ < 1}.

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ Fh : B̃1 → ℓ1/ ∼, âèçíà÷åíå òàêèì ÷èíîì:

Fh([x]) = [(h(x1), h(x2), . . . , h(xn), . . .)], x ∈ B̃1.

Òåîðåìà 4.2.1. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ h ∈W òàêî¨, ùî ‖h‖ = r < 1 i

h(0) = 0 îïåðàòîð êîìïîçèöi¨ CFh
: f → f ◦Fh ¹ íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì

ç Hs(ℓ1) â Hs(ℓ1).

Òåîðåìà 4.2.4. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ ïðîñòîðó Hb
s(ℓ1) ìíîæèíà

ôóíêöiîíàëiâ δx, x ∈ Ωb ðîçäiëÿ¹ òî÷êè ïðîñòîðó Hb
s(ℓ1). Íåõàé A �

ëiíiéíèé îïåðàòîð íà Hb
s(ℓ1), ÿêèé êîìóòó¹ ç îïåðàòîðîì My äëÿ äî-

âiëüíîãî y ∈ Ωb. Òîäi äëÿ êîæíîãî ðîçáèòòÿ λ iñíó¹ ÷èñëî aλ ∈ C òàêå,

ùî

A(Pλ) = aλPλ.

Iíøèìè ñëîâàìè A � íîðìàëüíèé îïåðàòîð, Pλ � íàáið âëàñíèõ âåêòî-

ðiâ, à {aλ} � òî÷êîâèé ñïåêòð îïåðàòîðà A.
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Òåîðåìà 4.2.7. Íåõàé y ∈ ℓ1. Òîäi ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi ðiâíîñòi

Gn(x � y) =
∑
|λ|=n

Mλ(y)Gλ(x)

òà

Hn(x � y) =
∑
|λ|=n

Mλ(y)Hλ(x).

Ó ïiäðîçäiëi 4.3 ðîçãëÿíóòî áiîðòîãîíàëüíi áàçèñè â Hz
s (ℓ1).

Òåîðåìà 4.3.1. Â ïðîñòîði Hz
s (ℓ1) ëiíiéíi áàçèñè {Hλ} i {Mλ} ¹

áiîðòîãîíàëüíèìè, òîáòî 〈Hλ,Mµ〉 = δλ,µ äëÿ äîâiëüíèõ ðîçáèòòiâ λ, µ.

Ó ïiäðîçäiëi 4.4 äîñëiäæåíî ñèìåòðè÷íi äðîáîâi âiäîáðàæåííÿ i ñè-

ìåòðè÷íå ôóíêöiîíàëüíå ÷èñëåííÿ.

Òåîðåìà 4.4.1. Íåõàé x ∈ ℓ1, ‖x‖ < 1. Òîäi

x = •∞n=0x
⋄n ∈ ℓ1, x

⋄0 = (1, 0, 0, . . .) i

1. âiäîáðàæåííÿ x 7→ •∞n=0x
⋄n ¹ àíàëiòè÷íèì íà êóëi B1 ç öåíòðîì

â íóëi i ðàäióñà 1 i îáìåæåíèì íà äîâiëüíié êóëi ç öåíòðîì â íóëi i

ðàäióñîì ìåíøèì çà 1;

2. äëÿ áóäü-ÿêîãî m,

Pm(•∞n=1x
⋄n) =

1

1− Pm(x)
, ‖x‖ < 1.

Ó ïiäðîçäiëi 4.5 ðîçãëÿíóòî âiäòâîðþþ÷å ÿäðî ó ïðîñòîði Hs(ℓ1).

Ïîçíà÷èìî K(x, y) = •∞n=0(x � y)⋄n, x, y ∈ ℓ1. Ïðè öüîìó, äëÿ x, y ∈

Ω,m ∈ N âèçíà÷åíî

Pm(K(x, y)) = lim
k→∞

Pm(•kn=0(x � y)⋄n)

=
∞∑
n=0

(Pm(x)Pm(y))n =
1

1− Pm(x)Pm(y)
.
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Ïîçíà÷èìî íåñêií÷åííèé ôîðìàëüíèé äîáóòîê

C(x, y) =

∞∏
m=1

Pm(K(x, y)).

Ëåìà 4.5.1. Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî x ∈ Ω, C(x, y) ¹ ôóíêöi¹þ ç

Hs(ℓ1) âiäíîñíî y.

Òåîðåìà 4.5.2. Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî x ∈ Ω i f ∈ Hs(ℓ1) âèêî-

íó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f(x) = 〈C(x, ·), f〉Hs .

Ó ïiäðîçäiëi 4.6 äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà ñèìåòðè÷íîãî

çñóâó.

Âèçíà÷èìî îïåðàòîð Λy : Ps(ℓ1) → Ps(ℓ1) äëÿ êîæíîãî y ∈ ℓ1 òàêèì

÷èíîì:

Λy(P )(x) = P (x • y).

Î÷åâèäíî, ùî

Λy(P + cQ) = P (x • y) + cQ(x • y) = Λy(P ) + cΛy(Q)

äëÿ âñiõ P,Q ∈ Ps(ℓ1), c ∈ C. Òîìó Λy(P ) � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà ïðîñòî-

ði Ps(ℓ1). Ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè òèì ñàìèì ñèìâîëîì Λy � îïåðàòîð íà

Hb
s(ℓ1) ç ìàêñèìàëüíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ.

Òâåðäæåííÿ 4.6.1. Λy � ùiëüíî âèçíà÷åíèé â ïðîñòîði Hb
s(ℓ1)

îïåðàòîð, y ∈ ℓ1. ßêùî ìíîæèíà Ωb ìiñòèòü âiäêðèòó ïiäìíîæèíó i

x•y ∈ Ωb äëÿ êîæíîãî x ∈ Ωb, òî Λy � çàìêíåíèé (òîáòî ìà¹ çàìêíåíèé

ãðàôiê).

Òâåðäæåííÿ 4.6.2. ßêùî iñíó¹ x0 ∈ Ωb òàêèé, ùî x0 • y /∈ Ωb, òî

îïåðàòîð Λb � íåîáìåæåíèé.
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Íàñëiäîê 4.6.3. Ïðèïóñòèìî, ùî Ωb ìiñòèòü âiäêðèòó ïiäìíî-

æèíó. Îïåðàòîð Λy áóäå îáìåæåíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií âè-

çíà÷åíèé íà âñüîìó ïðîñòîði Hb
s(ℓ1) (i ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â öüîìó ïðî-

ñòîði).

Ó ïiäðîçäiëi 4.7 ðîçãëÿíóòî îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ íà ïðîñòîði

Hb
s(ℓ1).

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ Θt(Pn) = tPn t ∈ C, i Θt(c) = c, äå c =

const. Ïðîäîâæèìî éîãî çà ëiíiéíiñòþ i ìóëüòèïëiêàòèâíiñòþ íà ïðîñòið

ïîëiíîìiâ Ps(ℓ1)

Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð òèïó äèôåðåíöiþâàííÿ:

Dhf = lim
t→0

Θt(Λh(f(x)))− f(x)

t
, h ∈ Ω, h 6= 0.

Òâåðäæåííÿ 4.7.2. Dh, h ∈ Ω, h 6= 0 ùiëüíîâèçíà÷åíèé îïåðàòîð â

ïðîñòîði Hb
s(ℓ1), äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ïðàâèëî Ëåéáíiöà

Dh(fg) = Dh(f)g + fDh(g)

äëÿ âñiõ f, g ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ Dh.

Òåîðåìà 4.7.4. Äëÿ äîâiëüíîãî h ∈ Ω, h 6= 0 îïåðàòîðè Dh òà

D∗
h â ïðîñòîði Hs(ℓ1) çàäîâîëüíÿþòü òàê çâàíå êàíîíi÷íå êîìóòàöiéíå

ñïiââiäíîøåííÿ íà ïðîñòîði Hs(ℓ1):

DhD∗
h −D∗

hDh = I
∞∑
k=1

|Pk(h)|2,

äå I � îäèíè÷íèé îïåðàòîð.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ÂIÄÎÌÈÕ ÐÅÇÓËÜÒÀÒIÂ, ßÊI ÂIÄÍÎÑßÒÜÑß ÄÎ

ÒÅÌÀÒÈÊÈ ÄÈÑÅÐÒÀÖIÉÍÎÃÎ ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß

Òåîðiÿ àíàëiòè÷íèõ âiäîáðàæåíü íà íåñêií÷åííîâèìiðíèõ áàíàõîâèõ

ïðîñòîðàõ áåðå ïî÷àòîê ç ïðàöü Â Âîëüòåðà [86], Ä. Ãiëüáåðòà [57], Ì.

Ôðåøå [43], Ð. Ãàòî [50, 51]. Ïiçíiøå öi äîñëiäæåííÿ çíàéøëè ðîçâèòîê

â ïóáëiêàöiÿõ À. Ìàéêëà, Ð. Ìàðòiíà, Ñ. Áîõíåðà, À. Êëiôîðäà ([1, 77]).

Çíà÷íèé âêëàä â ðîçâèòîê òåîði¨ ïîëiíîìiâ íà íîðìîâàíèõ ïðîñòîðàõ áó-

ëî çðîáëåíî â÷åíèìè Ëüâiâñüêî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ øêîëè äîâî¹ííîãî ïåðiîäó.

Òàê, â ðîáîòàõ Ñ. Áàíàõà, Ñ. Ìàçóðà, Â. Îðëi÷à [31, 79, 80] áóëî äîñëi-

äæåíî ïèòàííÿ îáìåæåíîñòi, íåïåðåðâíîñòi òà âèìiðíîñòi ìóëüòèëiíiéíèõ

i ïîëiíîìiàëüíèõ âiäîáðàæåíü. Äåÿêi ç öèõ ïèòàíü çíàéøëè ñâî¹ âiäîáðà-

æåííÿ ó âiäîìié �Øîòëàíäñüêié êíèçi� [78].

Ó çâ'ÿçêó ç ðîçâèòêîì ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó â

ñîðîêîâèõ-øiñòäåñÿòèõ ðîêàõ äâàäöÿòîãî ñòîëiòòÿ áóëî âñòàíîâëåíî áà-

ãàòî îñíîâíèõ âëàñòèâîñòåé ïîëiíîìiâ i ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié. Áiëüøiñòü

iç öèõ ðåçóëüòàòiâ ç'ÿâèëèñü ÿê äîïîìiæíi çàñîáè â òåîði¨ ëiíiéíèõ îïå-

ðàòîðiâ. Ïåâíèé ïiäñóìîê öèõ äîñëiäæåíü ìîæíà çíàéòè â äîäàòêó äî

ìîíîãðàôi¨ Å. Õiëëå òà Ð. Ôiëiïñà [58], íàïèñàíié ó ñïiâïðàöi ç Ì. Öîð-

íîì. Ñèñòåìàòè÷íó òåîðiþ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði

âèêëàäåíî â ðîáîòi Æ. Áîõíàê i Æ. Ñiñÿê [33].

Ñèñòåìàòè÷íå äîñëiäæåííÿ ïðîñòîðiâ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áà-

íàõîâîìó ïðîñòîði ðîçïî÷àëîñü ç ðîáiò Ë. Íàõáiíà òà áóëî ïðîäîâæå-

íî â ïðàöÿõ Õ. Ìóõiêè, Ð. Àðîíà, Ø. Äiíiíà òà Ì. Âàëäiâiÿ (äèâ.

[41, 42, 82, 27]). Ïàðàëåëüíî ðîçâèâàëàñü òåîðiÿ ðiâíîìiðíèõ áàíàõîâèõ

àëãåáð, òèïîâèìè ïðåäñòàâíèêàìè ÿêèõ ¹ àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié



34

âiä áàãàòüîõ çìiííèõ [49]. Àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó

(òîáòî îáìåæåíèõ íà îáìåæåíèõ ìíîãî÷ëåíàõ) òà ¨õ ñïåêòð âïåðøå áóëî

äîñëiäæåíî ó ðîáîòàõ Ð. Àðîíà, Á. Êîóëà, Ã Ãàìåëiíà [29, 30, 48, 34]. Ó öèõ

ïðàöÿõ áóëî âïåðøå äîñëiäæåíî ñïåêòð îáìåæåíîãî òèïó. Öi ðåçóëüòàòè

áóëî óçàãàëüíåíî áàãàòüìà àâòîðàìè, çîêðåìà â [52, 53, 88, 89].

Ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä íåñêií÷åííî¨ êiëüêî-

ñòi çìiííèõ òà ïîâ'ÿçàíi ç íèìè ãiëüáåðòîâi ñèìåòðè÷íi òåíçîðíi äîáóòêè

âèâ÷àëèñü Þ.Ì. Áåðåçàíñüêèì, Þ.Ã. Êîíäðàòü¹âèì, Þ.Ñ. Ñàìîéëåíêîì,

Ì.Î. Êà÷àíîâñüêèì, Î.Â. Ëîïóøàíñüêèì, À.Â. Çàãîðîäíþêîì [74, 75] òà

ií.

Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè âiä áàãàòüîõ êîìïëåêñíèõ çìiííèõ ¹ êëàñè-

÷íèì îá'¹êòîì àëãåáðè i àíàëiçó. Äîñëiäæåííÿ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà

ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ i, áiëüø çàãàëüíî, íà ïðîñòîðàõ ℓ1 i Lp[0, 1], 1 <

p <∞ ðîçïî÷àòî ó ñòàòòi À.Ñ.Íåìiðîâñüêîãî i Ñ.Ì.Ñåìüîíîâà [23]. Íèìè

áóëî äàíî îçíà÷åííÿ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà äàíèõ ïðîñòîðàõ i íàâå-

äåíî ïðèêëàäè. Òàêîæ áóëî äîâåäåíî, ùî êîæåí ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì íà

ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, ïðîñòîðàõ ℓ1 i Lp[0, 1], 1 < p < ∞ âèðàæà¹òüñÿ

÷åðåç àëãåáðà¨÷íó êîìáiíàöiþ åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ. Ïi-

çíiøå âêàçàíi ðåçóëüòàòè áóëî óçàãàëüíåíî äëÿ iíøèõ ïðîñòîðiâ ó ïðàöÿõ

Ì. Ãîíçàëåñà, Ð. Ãîíçàëî, Õ Õàðàìiëëî [54], Ã. Ãàëiíäî, Ò. Âàñèëèøèíà, À.

Çàãîðîäíþêà [45, 46, 47]. Àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ òà ¨õ ñïåêòðè

äîñëiäæóâàëèñü â [27]. Â äàíié ðîáîòi äîñëiäæåíî ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè

ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ òà

îïåðàòîðè, ÿêi äiþòü â öèõ ïðîñòîðàõ.

Àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà ℓp äîñëiäæóâàëèñÿ â

[26, 36, 35, 37, 25, 71] i â iíøèõ ðîáîòàõ. Çîêðåìà, ó ðîáîòi [26] îïèñàíî

ñïåêòð àëãåáðè Aus(Bℓp) ñèìåòðè÷íèõ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèõ àíàëiòè-

÷íèõ ôóíêöié íà îäèíè÷íié êóëi ïðîñòîðó ℓp ÿê ïîëiíîìiàëüíî îïóêëó
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îáîëîíêó äåÿêî¨ ïiäìíîæèíè â îäèíè÷íié êóëi ïðîñòîðó ℓ∞. ßê íàñëiäîê

öüîãî àâòîðàìè ïîêàçàíî, ùî Aus(Bℓp) àëãåáðà¨÷íî i òîïîëîãi÷íî içîìîð-

ôíà ðiâíîìiðíié áàíàõîâié àëãåáði, ïîðîäæåíié êîîðäèíàòíèìè ïðîåêöiÿ-

ìè â ℓ∞. Ó [35, 37] ââåäåíî òà äîñëiäæåíî àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨ íà ñïåêòði

àëãåáðè Hbs(ℓp) ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà

ïðîñòîði ℓp, 1 ≤ p < ∞ òà ïîáóäîâàíî çîáðàæåííÿ ñïåêòðó öi¹¨ àëãåáðè,

äëÿ âèïàäêó p = 1 ó âèãëÿäi ïiäìíîæèíè öiëèõ ôóíêöié åêñïîíåíöiéíîãî

òèïó íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi.
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ÐÎÇÄIË 2

ÎÑÍÎÂÍI ÌÅÒÎÄÈ ÒÀ ÏÎÏÅÐÅÄÍI ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ, ßÊI

ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞÒÜÑß Ó ÄÈÑÅÐÒÀÖI�

2.1. Ïîëiíîìè íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði

Íåõàé X òà Y � áàíàõîâi ïðîñòîðè íàä ïîëåì K êîìïëåêñíèõ C àáî

äiéñíèõ R ÷èñåë. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n áóäåìî ïîçíà÷àòè Xn

äåêàðòîâèé äîáóòîê n êîïié ïðîñòîðó X íà ñåáå iç ñòàíäàðòíîþ íîðìîþ

äåêàðòîâîãî äîáóòêó.

Âiäïîâiäíî äî çàãàëüíîïðèéíÿòèõ ïîçíà÷åííü ç ìîíîãðàôi¨ Íàõáiíà

[83], äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç L(nX,Y ) ïðîñòið âñiõ

íåïåðåðâíèõ n-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü ç X â Y. Íåõàé ∆n ¹, òàê çâàíå,

äiàãîíàëüíå âiäîáðàæåííÿ ç X â Xn, âèçíà÷åíå íàñòóïíèì ÷èíîì:

∆n : X → Xn

x 7→ (x, . . . , x).

Îçíà÷åííÿ 2.1.1. Âiäîáðàæåííÿ P ç X â Y íàçèâà¹òüñÿ íåïå-

ðåðâíèì n-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì, ÿêùî P (x) = B(∆n(x)) äëÿ äåÿêîãî

B ∈ L(nX,Y ). Ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè P(nX,Y ) ëiíiéíèé ïðîñòið âñiõ

íåïåðåðâíèõ n-îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ ç X â Y.

n-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ B íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì, ÿêùî

B(x1, . . . , xn) = B(xσ(1), . . . , xσ(n)) äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäñòàíîâêè σ íà

ìíîæèíi {1, . . . , n}. Ïðîñòið óñiõ ñèìåòðè÷íèõ n-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü

áóäåìî ïîçíà÷àòè Ls(
nX,Y ).

Ââåäåìî ùå îäíå åêâiâàëåíòíå îçíà÷åííÿ ïîëiíîìà.
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Îçíà÷åííÿ 2.1.2. Âiäîáðàæåííÿ P : X → Y ¹ ïîëiíîìîì ñòåïåíÿ

n, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ h, x ∈ X i äîâiëüíîãî t ∈ K, P (x+ th) ¹ ïîëiíîìîì

âiä t, òîáòî:

P (x+ th) = Ant
n + ...+A1t+A0,

äå Ak ∈ Y i Ak çàëåæèòü âiä h i x.

Ðîçãëÿíåìî òàêîæ êiëüêà âàæëèâèõ âëàñòèâîñòåé, ùî ñòîñóþòüñÿ

ïîëiíîìiâ.

Òâåpäæåííÿ 2.1.3. ([41]). Ïðîñòîðè L(nX,Y ) i Ls(
nX,Y ) ¹ áàíà-

õîâèìè ïðîñòîðàìè âiäíîñíî ðiâíîìiðíî¨ íîðìè íà îäèíè÷íié êóëi Xn.

Òåîpåìà 2.1.4. ([41]). Âiäîáðàæåííÿ

Ls(
nX,Y ) → P(nX,Y )

B 7→ B ◦∆n

¹ içîìîðôiçìîì ìiæ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì Ls(
nX,Y ) i ïðîñòîðîì n-

îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ P(nX,Y ) ç òîïîëîãi¹þ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà

îäèíè÷íié êóëi ïðîñòîðó X. Òîáòî, íîðìà íà ïðîñòîði P(nX,Y ) çàäà¹-

òüñÿ ôîðìóëîþ

‖P‖ = sup
∥x∥≤1

‖P (x)‖, P ∈ P(nX,Y ).

Ïðè öüîìó

‖B ◦∆n‖ ≤ ‖B‖ ≤ c(n,X)‖B ◦∆n‖, (2.1.1)

äå c(n,X) � ïîëÿðèçàöiéíà êîíñòàíòà, 1 ≤ c(n,X) ≤ nn

n! .

Òàêîæ, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ïîëÿðèçàöiéíà ôîðìóëà

B(x1, . . . , xn) =
1

2nn!

∑
ϵi=±1

ϵ1 . . . ϵnB ◦∆n

 n∑
j=1

ϵjxj

 . (2.1.2)
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Íàñëiäîê 2.1.5. Ïðîñòið P(nX,Y ) ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì i äëÿ

äîâiëüíîãî ïîëiíîìà P ∈ P(nX,Y ) iñíó¹ ¹äèíå n-ëiíiéíå ñèìåòðè÷íå

âiäîáðàæåííÿ AP ∈ L(nX,Y ), ÿêå íàçèâà¹òüñÿ àñîöiéîâàíèì ç P n-

ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, òàêå, ùî P = AP ◦∆n.

Çàóâàæèìî, òàêîæ, ùî àíàëîãi÷íî äî ëiíiéíîãî âèïàäêó, îäíîðiäíèé

ïîëiíîì P íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði ¹ íåïåðåðâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

P ¹ íåïåðåðâíèì õî÷à á â îäíié òî÷öi öüîãî ïðîñòîðó i öå åêâiâàëåíòíî

òîìó, ùî ïîëiíîì ¹ îáìåæåíèé íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ áàíàõîâîãî ïðî-

ñòîðó i äëÿ öüîãî äîñòàòíüî, ùîá P áóâ îáìåæåíèé õî÷à á íà îäíié êóëi

íåíóëüîâîãî ðàäióñà.

Âiäîìîñòi, íàâåäåíi ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìîæíà çíàéòè â ìîíîãðàôiÿõ

[41, 42, 82].
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2.2. Àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨

Ïiäìíîæèíà Ω áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííî âiä-

êðèòîþ, ÿêùî ¨¨ ïåðåòèí ç äîâiëüíèì ñêií÷åííîâèìiðíèì àôiííèì ïiä-

ïðîñòîðîì ¹ âiäêðèòîþ ïiäìíîæèíîþ öüîãî ïiäïðîñòîðà.

Îçíà÷åííÿ 2.2.1. Âiäîáðàæåííÿ f : Ω → Y íàçèâà¹òüñÿ G-

àíàëiòè÷íèì (ïîçíà÷åííÿ f ∈ HG(Ω, Y )), ÿêùî çâóæåííÿ f íà E ∩ Ω ¹

àíàëiòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì äëÿ äîâiëüíîãî ñêií÷åííîâèìiðíîãî àôiííî-

ãî ïiäïðîñòîðó E (åêâiâàëåíòíî, äëÿ äîâiëüíîãî îäíîâèìiðíîãî àôiííîãî

ïiäïðîñòîðó E ∈ X).

Äëÿ G-àíàëiòè÷íèõ âiäîáðàæåíü âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà âëàñòèâiñòü.

Íåõàé Ω = ∪i∈IΩi, äå Ωi � ñêií÷åííî âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â X, òîäi

âiäîáðàæåííÿ f : Ω → Y ¹ G-àíàëiòè÷íèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîæíå

çâóæåííÿ f |Ωi ¹ G-àíàëiòè÷íèì.

Òâåpäæåííÿ 2.2.2. Íåõàé Ω ñêií÷åííî âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â X

i f ∈ HG(Ω, Y ), a ∈ Ω. Òîäi âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè.

1. Iñíó¹ ¹äèíà ïîñëiäîâíiñòü k-îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ (íå îáîâ'ÿçêîâî

íåïåðåðâíèõ) d̂kaf : X → Y òàêèõ, ùî

f(a+ x) = f(a) +
∞∑
k=1

1

k!
d̂kaf(x)

äëÿ âñiõ x, ÿêi íàëåæàòü íàéáiëüøié ðàäiàëüíié ïiäìíîæèíi ω(a) ìíî-

æèíè Ω− a. Ïðè öüîìó, ðÿä ïðàâîðó÷ çáiãà¹òüñÿ ïîòî÷êîâî.

2. Ïîëiíîìè d̂kaf ìîæóòü áóòè âèçíà÷åíi ¹äèíèì ÷èíîì çà äîïî-

ìîãîþ ðiâíîñòi

1

k!
d̂kaf(x) =

1

2π

π∫
−π

e−ikθf(a+ eikθx)dθ, x ∈ ω(a).
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Îçíà÷åííÿ 2.2.3. ßêùî G-àíàëiòè÷íå âiäîáðàæåííÿ, âèçíà÷åíå íà

âiäêðèòié ïiäìíîæèíi Ω ⊂ X iç çíà÷åííÿìè â Y ¹ íåïåðåðâíèì â êî-

æíié òî÷öi ìíîæèíè Ω, òî âîíî íàçèâà¹òüñÿ àíàëiòè÷íèì. Ïðîñòið

àíàëiòè÷íèõ âiäîáðàæåíü ç Ω â Y ïîçíà÷àþòü H(Ω, Y ).

Ó âèïàäêó, êîëè f ∈ H(Ω, Y ) i a ∈ Ω, òî ôóíêöi¨ d̂kaf ¹ íåïåðåðâ-

íi k-îäíîðiäíi ïîëiíîìè íà X, ÿêi çáiãàþòüñÿ ç ïîõiäíèìè Ôðåøå k-òîãî

ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f â òî÷öi a. Ïðè öüîìó, ðÿä

f(a+ x) = f(a) +
∞∑
k=1

1

k!
d̂kaf(x)

¹ ðÿäîì Òåéëîðà f â îêîëi òî÷êè a.

Òâåpäæåííÿ 2.2.4. ßêùî f � G-àíàëiòè÷íå âiäîáðàæåííÿ, âè-

çíà÷åíå íà âiäêðèòié ïiäìíîæèíi Ω áàíàõîâîãî ïðîñòîðó, òî íàñòóïíi

òâåðäæåííÿ ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

1. f ¹ àíàëiòè÷íèì.

2. f ¹ ëîêàëüíî îáìåæåíèì, òîáòî, äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ Ω iñíó¹

îêië öi¹¨ òî÷êè, ÿêèé ìiñòèòüñÿ â Ω òàêèé, ùî f ¹ îáìåæåíèì âiäîáðà-

æåííÿì íà öüîìó îêîëi.

3. f ¹ íåïåðåðâíèì â äåÿêié òî÷öi ìíîæèíè Ω.

4. Ïîëiíîìè d̂kaf ¹ íåïåðåðâíèìè äëÿ êîæíîãî k.

Îçíà÷åííÿ 2.2.5. Àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ öiëîþ, ÿêùî

âîíà âèçíà÷åíà íà âñüîìó ïðîñòîði X.

Çàóâàæèìî, ùî ç ëîêàëüíî¨ îáìåæåíîñòi öiëî¨ ôóíêöi¨ íå âèïëèâà¹,

â çàãàëüíîìó âèïàäêó, îáìåæåíiñòü íà âñiõ îáìåæåíèõ ïiäìíîæèíàõ.

Íåõàé f ∈ H(Ω, Y ), äå Ω âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â X i x ∈ Ω. Ðàäióñîì

ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ϱx(f) ôóíêöi¨ f â òî÷öi x íàçèâà¹òüñÿ ñóïðåìóì

òèõ λ, λ ∈ C òàêèõ, ùî x+λB ⊂ Ω i ðÿä Òåéëîðà ôóíêöi¨ f â îêîëi òî÷êè
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x çáiãà¹òüñÿ äî f ðiâíîìiðíî íà ìíîæèíi x+ λB, äå B � îäèíè÷íà êóëÿ

â X. Ðàäióñ îáìåæåíîñòi f â òî÷öi x âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ñóïðåìóì òèõ λ,

λ ∈ C, ùî f ¹ îáìåæåíîþ ôóíêöi¹þ íà ìíîæèíi x+ λB.

Òåîpåìà 2.2.6. Ðàäióñ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨

f â òî÷öi x çáiãà¹òüñÿ ç ðàäióñîì îáìåæåíîñòi f â x i ÿêùî f ∈ H(X,Y ),

òî

ϱ0(f) :=
(
lim sup
n→∞

‖fn‖1/n
)−1

,

äå fn = d̂kxf
n! .

Òàêèì ÷èíîì, âëàñòèâiñòü àíàëiòè÷íîñòi ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ó íà-

ñòóïíîìó âèãëÿäi. Íåõàé X, Y � êîìïëåêñíi áàíàõîâi ïðîñòîðè, à Ω �

âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â X. Âiäîáðàæåííÿ f : Ω → Y ¹ àíàëiòè÷íèì, òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî a ∈ Ω iñíó¹ êóëÿ B(a, r) ⊂ Ω, r > 0 i

ïîñëiäîâíiñòü ïîëiíîìiâ Pm ∈ P(Xm, Y ) òàêi, ùî

f(x) =

∞∑
m=0

Pm(x− a)

i ðÿä ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ â êóëi B(a, r).

Òâåpäæåííÿ 2.2.7. Íåõàé

f =
∞∑

m=0

Pm(x− a)

� çîáðàæåííÿ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ f Ó äåÿêié êóëi ç öåíòðîì â òî÷öi

a ïðîñòîðó X, ùî ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â Y. ßêùî iñíó¹ r > 0 òàêå, ùî

∞∑
m=0

Pm(x− a) = 0

äëÿ âñiõ x ∈ B(a, r), òîäi Pm = 0 äëÿ êîæíîãî m ∈ N.
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Ïîçíà÷èìî Hb(X) ïðîñòið öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ÿêèé

ñêëàäà¹òüñÿ ç öiëèõ ôóíêöié íà X ÿêi ¹ îáìåæåíèìè íà âñiõ îáìåæåíèõ

ïiäìíîæèíàõ (òîáòî, ìàþòü íåñêií÷åííèé ðàäióñ îáìåæåíîñòi). Çàóâàæè-

ìî, ùî â äîâiëüíîìó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði X iñíó¹ êîìïëåêñíî-

çíà÷íà öiëà ôóíêöiÿ f òàêà, äëÿ ÿêî¨ ðàäióñ îáìåæåíîñòi â êîæíié òî÷öi ¹

ñêií÷åííèì. Ïðîñòið Hb(X) ¹ àëãåáðîþ Ôðåøå ç òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ

çëi÷åííîþ ñiì'¹þ íàïiâíîðì:

‖f‖r = sup{|f(x)| : x ∈ X, ‖x‖ < r},

äå r > 0 ðàöiîíàëüíi ÷èñëà.

Êîæåí ôóíêöiîíàë ϕ ∈ Hb(X)′ ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî òîïîëîãi¨ ðiâ-

íîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà äåÿêié êóëi â X. Ðàäióñ-ôóíêöiÿ R(ϕ) ôóíêöiîíàëà

ϕ ¹ âèçíà÷åíà ÿê iíôiíóì âñiõ r > 0 òàêèõ, ùî ϕ ¹ íåïåðåðâíèì â íîðìi

ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà êóëi rB.

Ïîçíà÷èìî ϕn çâóæåííÿ ϕ íà ïiäïðîñòið n-îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ

P(nX). Òîäi ϕn ¹ íåïåðåðâíèì ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì íà P(nX) i

‖ϕn‖ = sup{ϕ(P ) : P ∈ P(nX), ‖P‖ ≤ 1}.

Òåîpåìà 2.2.8. Ðàäióñ-ôóíêöiÿ R íà Hb(X)′ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

R(ϕ) = lim sup
n→∞

‖ϕn‖1/n.

Òåîpåìà 2.2.9. Íåõàé ϕn ∈ P(nX)′ äëÿ n ≥ 0, äëÿ íîðì ôóíêöiîíà-

ëiâ ϕn âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖ϕn‖ ≤ csn

äëÿ äåÿêîãî c, s > 0. Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ôóíêöiîíàë ϕ ∈ Hb(X)′ çâóæåííÿ

ÿêîãî íà P(nX) çáiãà¹òüñÿ ç ϕn, n ≥ 0.
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Òåîpåìà 2.2.10. Íåõàé f ∈ Hb(X) i f =
∑
fn ðîçâèíåííÿ ó ðÿä

Òåéëîðà. Òîäi iñíó¹ ôóíêöiÿ f̃ ∈ Hb(X
′′) ÿêà ðîçâèâà¹òüñÿ ó ðÿä Òåéëîðà

f̃ =
∑
f̃n i f̃n ¹ ïðîäîâæåííÿì Àðîíà-Áåðíåðà âiäïîâiäíîãî ïîëiíîìà fn.

Êðiì òîãî, ‖f̃‖ = ‖f‖ i îïåðàòîð f 7→ f̃ ¹ ãîìîìîðôiçìîì àëãåáð Ôðåøå

Hb(X) i Hb(X
′′).

Íàâåäåíi â öüîìó ðîçäiëi âiäîìîñòi òà äåòàëüíiøó iíôîðìàöiþ ìîæíà

çíàéòè â ïðàöÿõ [41, 42, 48, 56, 82].
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2.3. Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè

Íåõàé P0(X) � äåÿêà ïiäàëãåáðà àëãåáðè íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ íà

áàíàõîâîìó ïðîñòîði X. Ïîñëiäîâíiñòü ïîëiíîìiâ (Ri)i íàçèâà¹òüñÿ àëãå-

áðà¨÷íèì áàçèñîì â P0(X), ÿêùî äëÿ êîæíîãî P ∈ P0(X) iñíó¹ ¹äèíèé

ïîëiíîì q ∈ P(Cn) äëÿ äåÿêîãî n òàêèé, ùî P (x) = q(R1(x), . . . , Rn(x)).

Àáî iíøèìè ñëîâàìè, ÿêùî R � âiäîáðàæåííÿ:

x ∈ X  R(x) := (R1(x), . . . , Rn(x)) ∈ Cn,

òî P = q ◦ R.

Ó âèïàäêó, êîëè degRj = j, êîæåí ïîëiíîì P ∈ P0(X) ñòåïåíÿ n

ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

P (x) =

n∑
k=0

∑
i1+2i2+...kik=k

ci1...ikR
i1
1 R

i2
2 · · ·Rik

k ,

äå ci1...ik � äåÿêi êîíñòàíòè.

ÍåõàéX � áàíàõiâ ïðîñòið ç áåçóìîâíèì òîïîëîãi÷íèì áàçèñîì (en).

Òîáòî, êîæåí åëåìåíò x ∈ X ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi

x =

∞∑
n=1

xnen

i ðÿä ïðàâîðó÷ çáiãà¹òüñÿ áåçóìîâíî. Òîäi ïðèðîäíiì ¹ ðîçãëÿíóòè ïîëi-

íîìè, ÿêi ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî ïåðåñòàíîâîê áàçèñíèõ âåêòîðiâ.

Îçíà÷åííÿ 2.3.1. Ïîëiíîì P íà ïðîñòîði X ç áåçóìîâíèì áàçèñîì

íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî x =
∑
xiei i ïiäñòàíîâêè

σ íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N,

P (x) = P
(∑

xieσ(i)

)
.
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Ïîçíà÷èìî dpe íàéìåíøå öiëå ÷èñëî, ÿêå ¹ áiëüøèì àáî äîðiâíþ¹ p.

Âiäîìî, ùî ìíîæèíà ïîëiíîìiâ

Pk

( ∞∑
i=1

aiei

)
=

∞∑
i=1

aki (2.3.1)

äëÿ k = dpe, dpe+ 1, . . . óòâîðþ¹ àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ â ïðîñòîði ñèìåòðè-

÷íèõ ïîëiíîìiâ Ps(ℓp).

Äîáðå âiäîìî, ùî äëÿ n <∞ êîæåí ïîëiíîì ç Ps(Cn) ¹äèíèì ÷èíîì

ìîæíà çîáðàçèòè ÿê ïîëiíîì âiä åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

(Gi)
n
i=1,

Gi(x) =
∑

k1<···<ki

xk1 . . . xki .

Ñåðåä êëàñè÷íèõ áàçèñiâ àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà Cn ñëiä

âiäçíà÷èòè, òàêîæ, ïîâíi ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè (Hi)
n
i=1,

Hi(x) =
∑

k1≤···≤ki

xk1 . . . xki .

Çâ'ÿçîê ìiæ öèìè áàçèñàìè âèçíà÷à¹òüñÿ âiäîìèìè ðåêóðåíòíèìè ôîð-

ìóëàìè Íüþòîíà:

mGm =
m∑
k=1

(−1)k−1Gm−kPk, m = 1, . . . , n,

mHm =

m∑
k=1

Hm−kPk, m = 1, . . . , n,

Gm =

m∑
k=1

(−1)k−1Gm−kHk, m = 1, . . . , n

òà

Hm =

m∑
k=1

(−1)k−1Hm−kGk, m = 1, . . . , n.

Öi ñïiââiäíîøåííÿ çàëèøàþòüñÿ ïðàâèëüíèìè i äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíî-

ìiâ íà íåñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði ℓ1. Ìè áóäåìî çáåðiãàòè ïîçíà÷å-

ííÿ Pn, Gn òà Hn äëÿ ñòåïåíåâèõ, åëåìåíòàðíèõ òà ïîâíèõ ñèìåòðè÷íèõ
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ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði ℓ1, âiäïîâiäíî. Çàóâàæèìî, ùî íà ïðîñòîðàõ ℓp,

p > 1 çàïðîïîíîâàíi ôîðìóëè äëÿ åëåìåíòàðíèõ òà ïîâíèõ ñèìåòðè÷íèõ

ïîëiíîìiâ íå ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíèìè, îñêiëüêè âiäïîâiäíi ðÿäè, â

öüîìó âèïàäêó, íå çáiãàþòüñÿ.

Òâåpäæåííÿ 2.3.2. Íåõàé {R1, . . . , Rn} � àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ

Ps(Cn). Äëÿ êîæíîãî ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Cn, iñíó¹ âåêòîð x =

(x1, . . . , xn) ∈ Cn òàêèé, ùî Ri(x) = ξi, i = 1, . . . , n. ßêùî äëÿ äåÿêî-

ãî y = (y1, . . . , yn), Ri(y) = ξi, i = 1, . . . , n , òîäi x = y ç òî÷íiñòþ äî

ïiäñòàíîâêè íà ìíîæèíi iíäåêñiâ.

Ó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó âèïàäêó àíàëîã òâåðäæåííÿ 2.3.2 íå âèêî-

íó¹òüñÿ. Áiëüøå òîãî, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ÿêùî x ∈ ℓp, 1 ≤ p < ∞ i

x 6= 0, òî íå iñíó¹ âåêòîðà y ∈ ℓp òàêîãî, ùî Pn(x) = −Pn(y) äëÿ âñiõ

n ≥ dpe.

Äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ ℓp çàïèøåìî x ∼ y, ÿêùî iñíó¹ ái¹êöiÿ ìiæ

âñiìà íåíóëüîâèìè êîîðäèíàòàìè âåêòîðà x òà âåêòîðà y. Äëÿ êîæíî¨ òî-

÷êè x ∈ ℓp ïîçíà÷èìî δx êîìïëåêñíèé ãîìîìîðôiçì Ps(ℓp), ùî âiäïîâiäà¹

çíà÷åííþ ïîëiíîìà P â òî÷öi x, òîáòî, δx(P ) = P (x). Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî

x ∼ y, òî δx = δy.

Òåîpåìà 2.3.3. Íåõàé x, y ∈ ℓp i Pi(x) = Pi(y) äëÿ êîæíîãî i > dpe.

Òîäi x ∼ y i δx = δy.

Íàñëiäîê 2.3.4. Íåõàé x, y ∈ ℓp. ßêùî äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî

m ≥ p, Pi(x) = Pi(y) äëÿ âñiõ i ≥ m, òî x ∼ y.

Íàñòóïíèé ôàêò ¹ àíàëîãîì âiäîìî¨ òåîðåìè Ãiëüáåðòà ïðî íóëi äëÿ

ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ.
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Òâåpäæåííÿ 2.3.5. Íåõàé P1, . . . , Pm ∈ Ps(ℓp) òàêi, ùî kerP1 ∩

· · · ∩ kerPm = ∅. Òîäi iñíóþòü Q1, . . . , Qm ∈ Ps(ℓp) òàêi, ùî

m∑
i=1

PiQi ≡ 1.

Íàâåäåíi â öüîìó ïiäðîçäiëi âiäîìîñòi ìîæíà çíàéòè â ðîáîòàõ [26,

36, 54, 76].
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2.4. Ñèìåòðè÷íi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨

Öiëà àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ f íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði X ç ñèìåòðè-

÷íèì áàçèñîì áóäå ñèìåòðè÷íîþ (iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî ïåðåñòàíîâêè

áàçèñíèõ âåêòîðiâ) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ó ðîçêëàäi Òåéëîðà â íóëi

äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨

f(x) =

∞∑
n=0

fn(x)

âñi ïîëiíîìè fn áóäóòü ñèìåòðè÷íèìè. Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ðîçêëàñòè

ôóíêöiþ f ó ðÿä Òåéëîðà â îêîëi iíøî¨ òî÷êè, òî âiäïîâiäíi îäíîðiäíi

ïîëiíîìè âæå íå áóäóòü ñèìåòðè÷íèìè, îñêiëüêè îïåðàòîð çñóâó f(x) 7→

f(x+ a) íå çáåðiãà¹ âëàñòèâiñòü ñèìåòðè÷íîñòi äëÿ a 6= 0.

Âiäîìî, ùî ÿê i ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, iñíóþòü ñèìåòðè÷íi àíàëi-

òè÷íi ôóíêöi¨ íà ℓ1, ÿêi íå ¹ ôóíêöiÿìè îáìåæåíîãî òèïó (òîáòî, íå ¹

îáìåæåíèìè íà âñiõ îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ). Òîìó ðîçãëÿäàþòü àëãåáðó

Hbs(ℓp) ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòî-

ði ℓp, ÿêà ¹ çàìêíåíîþ ïiäàëãåáðîþ àëãåáðè âñiõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

îáìåæåíîãî òèïó Hb(ℓp).

Ôóíêöiîíàëè δx, x ∈ ℓp ¹ íåïåðåðâíèìè â òîïîëîãi¨ Hbs(ℓp) i ïðîäîâ-

æóþòüñÿ äî êîìïëåêñíèõ ãîìîìîðôiçìiâ (õàðàêòåðiâ) öi¹¨ àëãåáðè. Ñåðåä

õàðàêòåðiâ àëãåáðè Hbs(ℓp) ¹ òàêîæ ôóíêöiîíàëè, ÿêi íåìîæëèâî ïîäàòè

ó âèãëÿäi δx äëÿ æîäíî¨ òî÷êè x ∈ ℓp.

Òâåpäæåííÿ 2.4.1. Äëÿ íîðì åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíî-

ìiâ íà ïðîñòîði ℓ1 ìà¹ìî òàêó ðiâíiñòü ‖Gn‖ = 1/n!.

Ðîçãëÿíåìî ãåíåðóþ÷i ôóíêöi¨ G(t), P (t) i H(t) ïîñëiäîâíîñòåé Gn,

Pn i Hn:

G(t) =
∞∑
n=0

tnGn,
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P (t) =
∞∑
n=1

tn−1Pn.

H(t) =
∞∑
n=0

tnHn, t ∈ C, G0 = 1, H0 = 1.

Òåîpåìà 2.4.2. Íåõàé φ � äåÿêèé êîìïëåêñíèé ãîìîìîðôiçì àëãå-

áðè Hbs(ℓ1). Òîäi

φ(G(t)) =

∞∑
n=0

tnφ(Gn)

¹ ôóíêöi¹þ åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó âiä êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ t i, ó âèïàäêó

êîëè φ = δx

δx(G(t)) =
∞∑
n=0

tnGn(x) =
∞∏
k=1

(1 + txn)

¹ äîáóòêîì Àäàìàðà ç íóëÿìè zn = −1/xn äëÿ âñiõ íåíóëüîâèõ êîîðäè-

íàò xn âåêòîðà x.

Íà öåé ÷àñ íåìà¹ ïîâíîãî îïèñó ìíîæèíè êîìïëåêñíèõ ãîìîìîð-

ôiçìiâ àëãåáðè Hbs(ℓ1). Ïðîòå, âiäîìî, ùî ñåðåä òàêèõ ãîìîìîðôiçìiâ ¹

îäíîïàðàìåòðè÷íà ñiì'ÿ ψs, s ∈ C òàêà, ùî ψs(G(t)) = est.

Çàóâàæèìî, ùî ôîðìàëüíi ãåíåðóþ÷i ôóíêöi¨ P (t) i H(t), â çàãàëü-

íîìó âèïàäêó, íå ¹ åëåìåíòàìè ç Hbs(ℓ1) ïðè ôiêñîâàíèõ t. Òî÷íiøå, ôîð-

ìóëà

P (t)(x) =
∞∑
n=1

tn−1Pn(x)

âèçíà÷à¹ àíàëiòè÷íó ôóíêöiþ ó âiäêðèòié îäèíè÷íié êóëi ç öåíòðîì â

íóëi ïðîñòîðó ℓ1 ïðè t ≤ 1, à ðÿä

H(t)(x) =

∞∑
n=1

tnHn(x)

ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t ∈ C áóäå àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ â îáëàñòi

ïðîñòîðó ℓ1, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ íåðiâíiñòþ supk |xk| > |t|. Ïðè öüîìó, ó
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ñïiëüíèõ îáëàñòÿõ âèçíà÷åííÿ âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ:

G(t)(x) =
1

H(t)(−x)

òà

G(t)(x) = exp

(
−

∞∑
n=1

tn
Pn(−x)

n

)
= exp

(
−
∫ t

0
P (ξ)(−x) dξ

)
. (2.4.1)

Âiäîìîñòi, âèêëàäåíi ó öüîìó ïiäðîçäiëi, òà äîäàòêîâó iíôîðìàöiþ

ìîæíà çíàéòè ó ïóáëiêàöiÿõ [26, 36, 35, 37, 71].
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2.5. Ñèìåòðè÷íèé ïðîñòið Ôîêà i àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨

Íåõàé E � êîìïëåêñíèé ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòîâèé ïðîñòið ç îð-

òîãîíàëüíèì áàçèñîì (ei)
∞
i=1 òà âèçíà÷åíèìè ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (x|y)E

òà íîðìîþ

‖x‖E = (x | x)1/2E , x, y ∈ E.

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ âñiõ n ∈ N, n-èé òåíçîðíèé ñòåïiíü ⊗nE âèçíà÷à¹òüñÿ

ÿê êîìïëåêñíà ëiíiéíà îáîëîíêà åëåìåíòiâ

{x1 ⊗ · · · ⊗ xn : x1, . . . , xn ∈ E}.

Òàêîæ âiäîìî, ùî ìîæíà âèçíà÷èòè íîðìó ‖·‖⊗n
hE

íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði

⊗nE òàêèì ÷èíîì, ùî âiäïîâiäíi ñòåïåíi ⊗n
hE ¹ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì.

À òî÷íiøå, ñêàëÿðíèé äîáóòîê íà ⊗n
hE ¹ âèçíà÷åíèé ðiâíiñòþ

〈x1 ⊗ · · · ⊗ xn | y1 ⊗ · · · ⊗ yn〉⊗n
hE

= (x1 | y1)E · · · (xn | yn)E

äëÿ âñiõ xi, yi ∈ E, i = 1, . . . , n. Íåõàé [i] îçíà÷à¹ ìóëüòèiíäåêñ

(i1, . . . , in) ∈ Nn. Îñêiëüêè ñèñòåìà

{ei1 ⊗ · · · ⊗ ein ∈ ⊗nE : [i] ∈ Nn}

óòâîðþ¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â ⊗n
hE, êîæåí òàêèé âåêòîð w ∈ ⊗n

hE

ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi ðÿäó Ôóð'¹

ω =
∑

[i]∈Nn

α[i]ei1 ⊗ · · · ⊗ ein ,

i âèçíà÷èìî

‖ω‖⊗n
hE

= 〈ω | ω〉1/2⊗n
hE

=

 ∑
[i]∈Nn

|α[i]|2
1/2

.
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Çðîçóìiëî, ùî äàíà íîðìà, ïîðîäæåíà ñêàëÿðíèì äîáóòêîì, ¹ êðîñ-íîðìà

íà ⊗n
hE, òîáòî,

‖x1 ⊗ · · · ⊗ xn‖⊗n
hE

= ‖x1‖E · · · ‖xn‖E .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ⊗n
sE n-êðàòíèé ñèìåòðè÷íèé àëãåáðà¨÷íèé òåíçîð-

íèé äîáóòîê ïðîñòîðó E. Êîæåí åëåìåíò ç ⊗n
sE ¹ âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

x1 ⊗s · · · ⊗s xn :=
1

n!

∑
σ∈Sn

xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(n),

äå x1, . . . , xn ∈ E i Sn � ãðóïà ïiäñòàíîâîê íà ìíîæèíi {1, . . . , n}.

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ e⊗k
i = ei ⊗ · · · ⊗ ei︸ ︷︷ ︸

k

äëÿ âñiõ k, i ∈ N. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç (k) äîâiëüíèé ìóëüòèiíäåêñ

(k1, . . . , kn) ∈ Zn
+, |(k)| =

∑
i

ki, (k)! =
∏
i

ki!.

Âåêòîðè

{e⊗(k)
[i] := e⊗k1

i1
⊗s · · · ⊗s e

⊗kn
in

: [i] ∈ Nn, (k) ∈ Zn
+, |(k)| = n}

óòâîðþþòü îðòîãîíàëüíèé áàçèñ â çàìèêàííi ⊗n
s,hE ç ⊗n

sE â ⊗n
hE i

∥∥∥e⊗(k)
[i]

∥∥∥
⊗n

hE
=

√
(k)!

n!
, n = |(k)|.

Åðìiòîâî ñïðÿæåíèé äî ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó E ìè ìîæåìî âèçíà÷èòè

ç âiäíîøåííÿ

E∗ = {y∗ := 〈 · |y〉E : y ∈ E}.

Çâåðíåìî óâàãó, ùî êëàñè÷íèé ñèìåòðè÷íèé ïðîñòið Ôîêà F ¹ ãiëü-

áåðòîâà ñóìà ⊗n
s,hE, n = 0, 1, . . . , äå ⊗0

s,hE = C. Öåé ïðîñòið ñïðÿæåíèé

äî ïðîñòîðó àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà îäèíè÷íié êóëi E [74].



53

Çàóâàæèìî, ùî ó êâàíòîâié ìåõàíiöi ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü ñèìå-

òðè÷íèé ïðîñòið Ôîêà F0, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ âèãëÿäó u =∑∞
n=0 un, u0 ∈ C, un ∈ ⊗n

sE i

‖u‖2 =
∞∑
n=0

n!‖un‖2⊗n
hE
.

Â öüîìó âèïàäêó,

‖e⊗k
[i] ‖

2
F0

= (k)!, (2.5.1)

(äèâ. íàïð. [75, ñ. 134]).

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ãiëüáåðòîâèé ïðîñòið Fη ç äîâiëüíîþ ãiëüáåð-

òîâîþ íîðìîþ ‖ · ‖η ¹ (àáñòðàêòíèé) ñèìåòðè÷íèé ïðîñòið Ôîêà íàä

äàíèì ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì E, ÿêùî âåêòîðè

1, e
⊗(k)
[i] = e⊗k1

i1
⊗s · · · ⊗s e

⊗kn
in

,

äå k ∈ N, k1 + · · ·+ kn = n, i1 < . . . < in óòâîðþþòü îðòîãîíàëüíèé áàçèñ

â Fη. Òàêèì ÷èíîì, Fη ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ÿê ãiëüáåðòîâà ïðÿìà

ñóìà ñèìåòðè÷íèõ òåíçîðíèõ äîáóòêiâ

Fη = C⊕ E ⊕⊗2
s,hE ⊕ · · · ⊕ ⊗n

s,hE ⊕ · · · .

Î÷åâèäíî, ùî íîðìà ‖ ·‖η ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè

íà áàçèñíèõ âåêòîðàõ. Îòæå, çà íàáîðîì
∥∥∥e⊗(k)

[i]

∥∥∥
η
äîâiëüíèõ äîäàòíèõ

÷èñåë, ìè ìîæåìî îòðèìàòè ðiçíi ñèìåòðè÷íi ïðîñòîðè Ôîêà íàä E.Íåõàé

〈· | ·〉η � ñêàëÿðíèé äîáóòîê â Fη.

Ïðèéìåìî c
(k)
[i] :=

∥∥∥e(k)[i]

∥∥∥−2

η
i c0 = 1. Ðîçãëÿíåìî ñòåïåíåâèé ðÿä

η(x) =
∑∞

k1+···+kn=0

∑
i1<···<in

ck1...kni1...in
xk1i1 . . . x

kn
in
e⊗k1
i1

. . . e⊗kn
in

=
∑∞

|(k)|=0

∑
[i]∈Nn c

(k)
[i] x

(k)
[i] e

⊗(k)
[i]

(2.5.2)

äëÿ âñiõ x =
∑∞

i=1 xiei ∈ E.
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Òåîpåìà 2.5.1. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü êîíñòàíòè c > 0 i M >

0 òàêi, ùî äëÿ âñiõ ìóëüòèiíäåêñiâ [i] ∈ Nn, (k) ∈ Zn
+ i n = k1 + · · ·+ kn

âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

0 < c
(k)
[i] = ck1...kni1...in

≤ cM2n (k1 + · · ·+ kn)!

k1! · · · kn!
= cM2n n!

k1! · · · kn!
. (2.5.3)

Òîäi iñíó¹ âiäêðèòà ïiäìíîæèíà U ⊂ E, U 3 0 òàêà, ùî

(i) Ðÿä (2.5.2) ¹ çáiæíèì äëÿ êîæíîãî x ∈ U i η ¹ àíàëiòè÷íèì

âiäîáðàæåííÿì ç U â Fη.

(ii) Äëÿ êîæíîãî ϕ ∈ Fη âiäîáðàæåííÿ fϕ(x) = 〈η(x) | ϕ〉η ¹ àíàëi-

òè÷íîþ ôóíêöi¹þ íà U.

(iii) Ôóíêöiÿ

〈
η(x)

∣∣∣e⊗(k)
[i]

〉
η
¹ n-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì

〈
η(x)

∣∣∣e⊗(k)
[i]

〉
η
= xk1i1 · · ·xknin .

Äîâåäåííÿ äàíî¨ òåîðåìè ¹ â ([75]).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hη ãiëüáåðòiâ ïðîñòið àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié fϕ =

〈η(·) | ϕ〉η, òîáòî åðìiòîâî ñïðÿæåíèé äî Fη. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê â Hη

ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì 〈· | ·〉η.

Äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà f ∈ Hη ïîçíà÷èìî f ∈ Fη òàêèé, ùî f = 〈· |

f〉η. Çîêðåìà, f(x) = 〈η(x) | f〉η. Àíàëîãi÷íî, ÷åðåç g, g ∈ Fη ïîçíà÷èìî

òàêèé âåêòîð ç Hη, ùî g = 〈· | g〉η.

Ó âèïàäêó êëàñè÷íîãî ïðîñòîðó Ôîêà F , ôóíêöiÿ η ìà¹ âèãëÿä

η(x) =
∞∑
n=0

x⊗n,

à ó âèïàäêó ïðîñòîðó F0 ìà¹ âèãëÿä

η(x) =
∞∑
n=0

x⊗n

n!
.

Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ âiäòâîðþþ÷îãî ÿäðà.
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Îçíà÷åííÿ 2.5.2. Íåõàé Z ¹ äåÿêîþ àáñòðàêòíîþ ìíîæèíîþ i H

� ãiëüáåðòiâ ïðîñòið êîìïëåêñíèõ ôóíêöié f íà Z ç ñêàëÿðíèì äîáó-

òêîì 〈· | ·〉H. Ôóíêöiÿ K(x, z), ÿêà âèçíà÷åíà íà Z × Z íàçèâà¹òüñÿ

âiäòâîðþþ÷èì ÿäðîì çàìêíåíîãî ïiäïðîñòîðó HK ⊂ H, ÿêùî:

(i) äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî z ∈ Z, ÿäðî K(x, z) íàëåæèòü HK ÿê

ôóíêöiÿ âiä çìiííî¨ x ∈ Z;

(ii) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ HK i äëÿ êîæíîãî z ∈ Z

f(z) = 〈f(·) | K(·, z)〉H.

Ãiëüáåðòiâ ïðîñòið HK íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì ç âiäòâîðþþ÷èì ÿäðîì

àáî ôóíêöiîíàëüíèì ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì.

Íåõàé h : Z → H � ôóíêöiÿ íà Z òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî f ∈ HK i

x ∈ Z âèêîíó¹òüñÿ

f(x) = 〈f(·) | h(x)〉H.

Òåîpåìà 2.5.3. Ôóíêöiÿ K(x, z) = 〈h(z) | h(x)〉H ¹ âiäòâîðþþ÷èì

ÿäðîì äëÿ HK .

Äîâåäåííÿ äèâ. [85, ñ. 21].

Òâåpäæåííÿ 2.5.4. Âiäîáðàæåííÿ K : E × E → C, ÿêå âèçíà÷à¹-

òüñÿ ôîðìóëîþ

K(x, z) = 〈η(x) | η(z)〉η = 〈η(z) | η(x)〉η

¹ âiäòâîðþþ÷èì ÿäðîì äëÿ Hη.

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè 2.5.3 äëÿ h(x) := η(x).

Îñêiëüêè η óòâîðþ¹ âiäòâîðþþ÷å ÿäðî â Hη, òî ìîæíà ââàæàòè, ùî

η ¹ âiäòâîðþþ÷îþ ôóíêöi¹þ â Hη.
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ÐÎÇÄIË 3

ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß ÃIËÜÁÅÐÒÎÂÎÃÎ ÏÐÎÑÒÎÐÓ ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÈÕ

ÀÍÀËIÒÈ×ÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ ÍÀ ℓ1

3.1. Áàçèñè â àëãåáði ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

Ïîçíà÷èìî Ps(X) àëãåáðó âñiõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà íîðìîâà-

íîìó ïðîñòîði X ç áåçóìîâíèì áàçèñîì. Ïîñëiäîâíiñòü {Qn} ⊂ Ps(X) íà-

çèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì â Ps(X), ÿêùî âîíà àëãåáðà¨÷íî íåçàëå-

æíà i äëÿ êîæíîãî P ∈ Ps(X) iñíó¹ ïîëiíîì âiä ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìií-

íèõ q(t1, t2, . . . , tm) òàêèé, ùî P (x) = q(Q1(x), Q2(x), . . . , Qm(x)), x ∈ X.

Ïîñëiäîâíiñòü {Rn} ⊂ Ps(X) íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì áàçèñîì â Ps(X), ÿêùî

êîæåí ïîëiíîì P ∈ Ps(X) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñêií÷åííî¨ ëiíiéíî¨ êîìái-

íàöi¨ åëåìåíòiâ R1, R2, . . . , Rn, . . ..

Ïîçíà÷èìî (c00,Q) � ïðîñòið ñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé íàä ïî-

ëåì ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Q i ℓ1 = (ℓ1,C) � ïðîñòið àáñîëþòíî ñóìîâ-

íèõ ïîñëiäîâíîñòåé íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C. Ïîñëiäîâíîñòi en =

(0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . . , 0, . . .) óòâîðþþòü áåçóìîâíèé áàçèñ â (c00,Q) i ℓ1.

Ïîçíà÷èìî P00 = Ps(c00,Q)
⊗

C àëãåáðó âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñè-

ìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà (c00,Q). Î÷åâèäíî, ùî (c00,Q) ¹ ïiäìíîæèíîþ â

ℓ1. Òîìó êîæåí ïîëiíîì P ∈ Ps(ℓ1) ìîæíà çâóçèòè íà (c00,Q) i öå çâóæå-

ííÿ, î÷åâèäíî, áóäå íàëåæàòè P00. Ïîçíà÷èìî Z : Ps(ℓ1) → P00 îïåðàöiþ

çâóæåííÿ.

Òåîpåìà 3.1.1. Îïåðàòîð çâóæåííÿ Z ¹ içîìîðôiçìîì àëãåáð

Ps(ℓ1) i P00.
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Äîâåäåííÿ. ßê ìè çíà¹ìî (äèâ. [54]), ïîëiíîìè

Pk(x) =

∞∑
n=1

xkn, k = 1, 2, . . .

óòâîðþþòü àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ â Ps(ℓ1). Ç iíøîãî áîêó, äîáðå âiäîìî, ùî

pk(x) := Z(Pk(x)) óòâîðþþòü àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ â P00. Òàêèì ÷èíîì Z

ïåðåâîäèòü àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ Ps(ℓ1) â P00. Òîìó, Z áóäå içîìîðôiçìîì

àëãåáð, îñêiëüêè içîìîðôiçì àëãåáð çáåðiãà¹ ëiíiéíó òà ìóëüòèïëiêàòèâíó

ñòðóêòóðó, Z−1 ïåðåâîäèòü ëiíiéíi áàçèñè â ëiíiéíi áàçèñè i àëãåáðà¨÷íi

áàçèñè â àëãåáðà¨÷íi áàçèñè. �

Áàçèñè àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà (c00,Q) äîáðå îïèñàíi â

êîìáiíàòîðèöi ([76]). Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ðåçóëüòàòè ìè ìîæåìî îïèñàòè

ëiíiéíi òà àëãåáðà¨÷íi áàçèñè â Ps(ℓ1).

Íåõàé λ = (λ1, λ2, . . . , λm) � ðîçáèòòÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

n. Òîáòî λk ∈ N, k = 1, 2, . . . ,m i λ1+λ2+ . . .+λm = n. Ìè áóäåìî ïèñàòè

|λ| = n. Ðîçáèòòÿ λ ÷àñòî çàïèñóþòü ó âèãëÿäi

(1m1 , 2m2 , . . . , rmr , . . .), (3.1.1)

äå ïîêàçíèê mj âêàçó¹ ñêiëüêè ðàçiâ òðàïëÿ¹òüñÿ ÷èñëî j ó λ. Ïîçíà÷èìî

Mλ(x) =
∑

k1,...,km

xλ1
k1
xλ2
k2
. . . xλm

km
,

äå ki 6= kj ïðè i 6= j.

ßê áóëî çàóâàæåíî, ñòåïåíåâi ïîëiíîìè Pk(x) =
∑∞

n=1 x
k
n óòâîðþþòü

àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ Ps(ℓ1). Åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè Gn(x) =∑
xi1 . . . xin óòâîðþþòü iíøèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ â Ps(ℓ1) i âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü Íüþòîíà

nGn = Gn−1P1 −Gn−2P2 + . . .+ (−1)nPn.
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Òàêîæ, iñíó¹ ïîâíèé áàçèñ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié Hn, ÿêi ìîæóòü âèçíà-

÷àòèñü ðiâíiñòþ

nHn = Hn−1P1 +Hn−2P2 + . . .+H1Pn−1 + Pn.

Ç òåîðåìè 3.1.1 i [76] ìà¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

Òâåpäæåííÿ 3.1.2. 1. Ïîëiíîìè Pλ = Pλ1Pλ2 . . . Pλm , |λ| ∈ N óòâî-

ðþþòü ëiíiéíèé áàçèñ â Ps(ℓ1).

2. Ïîëiíîìè Hn =
∑

|λ|=nMλ óòâîðþþòü àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ â

Ps(ℓ1).

3. Ïîëiíîìè Hλ = Hλ1Hλ2 . . . Hλm , |λ| ∈ N óòâîðþþòü ëiíiéíèé

áàçèñ â Ps(ℓ1).

4. Ïîëiíîìè Gλ = Gλ1 . . . Gλn , |λ| ∈ N óòâîðþþòü ëiíiéíèé áàçèñ â

Ps(ℓ1).

5. Íåõàé

zλ =
∏
r≥1

(rmrmr!),

äå r òà mr âèçíà÷åíi â 3.1.1, òîäi ëiíiéíi áàçèñè Pλ, Hλ, Gλ ïîâ'ÿçàíi

íàñòóïíèìè ôîðìóëàìè, ÿêi âiäîìi ÿê ôîðìóëè Âàðiíãà:

Gn =
∑
|λ|=n

(−1)n−(m1+...+mr)z−1
λ Pλ. (3.1.2)

Hn =
∑
|λ|=n

z−1
λ Pλ. (3.1.3)

Hn =
∑
|λ|=n

(−1)n−(m1+...+mr) (m1 + . . .+mr)!

m1! . . .mr!
Gλ. (3.1.4)

Gn =
∑
|λ|=n

(−1)n−(m1+...+mr) (m1 + . . .+mr)!

m1! . . .mr!
Hλ. (3.1.5)
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Çàóâàæèìî, òàêîæ, ùî ç êîìáiíàòîðèêè âiäîìî, ùî∑
|λ|=n

z−1
λ = 1 i

∑
|λ|=n

(−1)n−(m1+...+mr)z−1
λ = 0 (3.1.6)

(äèâ. [20], ñ. 152).
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3.2. Ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié

Ââåäåìî íà Ps(ℓ1) ñêàëÿðíèé äîáóòîê 〈Pλ, Pµ〉 = bλµδλµ, äå δλµ �

ñèìâîë Êðîíåêåðà, bλλ = bλ > 0. Äàíèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê ïîðîäæó¹

íîðìó

‖Pλ‖ =
√
〈Pλ, Pλ〉 =

√
bλ.

Ïîïîâíåííÿ ïðîñòîðó Ps(ℓ1) âiäíîñíî äàíî¨ íîðìè äëÿ âèïàäêó bλ =

1 áóäåìî ïîçíà÷àòè Hs(ℓ1), à â çàãàëüíîìó âèïàäêó Hb
s(ℓ1) � ãiëüáåðòiâ

ïðîñòið ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié íà ℓ1 ç âàãîþ b = {bλ}λ.

Î÷åâèäíî, ùî çíà÷åííÿ â òî÷öi x ∈ ℓ1 ïîðîäæó¹ ôóíêöiîíàë δx :

P 7→ P (x), P ∈ Ps(ℓ1). Ìè ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ: ïðè ÿêèõ x, δx áóäå

íåïåðåðâíèì ôóíêöiîíàëîì?

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî x ∈ ℓ1, δx � íåïåðåðâíèé. Òîäi éîãî

ìîæíà ïðîäîâæèòè çà íåïåðåðâíiñòþ äî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà Hb
s(ℓ1).

Çà òåîðåìîþ Ðiñà iñíó¹ åëåìåíò Rx ∈ Hb
s(ℓ1) òàêèé, ùî

δx(P ) = P (x) = 〈P,Rx〉.

Çíàéäåìî öåé åëåìåíò.

ßêùî òàêèé åëåìåíò Rx iñíó¹ òà îñêiëüêè
Pλ

‖Pλ‖
=

Pλ√
bλ

� îðòîíîð-

ìîâàíèé áàçèñ â Hb
s(ℓ1), òî

δx

( Pλ√
bλ

)
=
Pλ(x)√
bλ

=
〈 Pλ√

bλ
, Rx

〉
.

Òîìó

Rx =
∑
λ

Pλ√
bλ

Pλ(x)√
bλ

=
∑
λ

Pλ

bλ
Pλ(x). (3.2.1)
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Îòæå, Rx ¹ âèçíà÷åíèì äëÿ òèõ åëåìåíòiâ x, äëÿ ÿêèõ ðÿä (3.2.1)

çáiãà¹òüñÿ â Hb
s(ℓ1). Çíàéäåìî îáëàñòü çáiæíîñòi äàíîãî ðÿäó.

‖Rx‖Hb
s
=
∥∥∥∑

λ

Pλ

bλ
Pλ(x)

∥∥∥
Hb

s

≤
∞∑
n=1

∥∥∥ ∑
|λ|=n

Pλ

bλ
Pλ(x)

∥∥∥
Hb

s

≤

∞∑
n=1

∑
|λ|=n

∥∥∥Pλ

bλ

∥∥∥
Hb

s

|Pλ(x)| =
∞∑
n=1

∑
|λ|=n

|Pλ(x)|√
bλ

≤

∞∑
n=1

∑
|λ|=n

‖Pλ‖sup‖x‖nℓ1√
bλ

=

∞∑
n=1

∑
|λ|=n

‖x‖nℓ1√
bλ

.

Ïîçíà÷èìî p(n) � êiëüêiñòü ðîçáèòòiâ λ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Íåõàé

dn = max
|λ|=n

1√
bλ
. (3.2.2)

Òîäi

‖Rx‖Hb
s
≤

∞∑
n=1

p(n)dn‖x‖nℓ1 .

Ç âiäîìî¨ ôîðìóëè Õàðäi-Ðàìàíóäæàíà-Óñïåíñüêîãî ìà¹ìî íàñòó-

ïíó àñèìïòîòè÷íó îöiíêó äëÿ êiëüêîñòi ðîçáèòòiâ p(n) ÷èñëà n ïðè

n→ ∞ :

p(n) ∼
exp(π

√
2n/3)

4n
√
3

. (3.2.3)

Òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Êîøi-Àäàìàðà, ðàäióñ çáiæíîñòi ðÿäó

ìîæíà îöiíèòè:

r ≥ 1

lim sup
n→∞

(p(n)dn)
1
n

=
1

lim sup
n→∞

d
1
n
n

.

Òàêèì ÷èíîì ìè äîâåëè íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîpåìà 3.2.1. Ïðîñòið Hb
s(ℓ1) ¹ ïðîñòîðîì àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

â êóëi ç öåíòðîì â íóëi ðàäióñà

r =
1

lim sup
n→∞

d
1
n
n



62

â ℓ1, äå êîíñòàíòè dn âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ (3.2.2).

Ç òåîðåìè 3.2.1 ìà¹ìî, ùî ÿêùî ‖Pλ‖Hb
s
≥ 1 äëÿ äîâiëüíîãî ðîçáè-

òòÿ λ, òî
√
bλ ≥ 1, dn ≤ 1 äëÿ äîâiëüíîãî n i òîìó ðàäióñ ðiâíîìiðíî¨

çáiæíîñòi r âñiõ ôóíêöié ç Hb
s(ℓ1) áóäå íå ìåíøèé íiæ 1. Òîáòî, Hb

s(ℓ1) ¹

ïiäïðîñòîðîì ó ïðîñòîði àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà îäèíè÷íié êóëi â ℓ1.

Äëÿ âèïàäêó bλ = zλ =
∏

r≥1(r
mrmr!) ïîçíà÷èìî Hb

s(ℓ1) ÷åðåç

Hz
s (ℓ1). Òîäi îöiíêà äëÿ íîðìè Rx áóäå ìàòè âèãëÿä

‖Rx‖Hz
s
=

∥∥∥∥∥∑
λ

Pλz
−1
λ Pλ(x)

∥∥∥∥∥
Hz

s

≤

≤
∑
n

∥∥∥∥∥∥
∑
|λ|=n

Pλz
−1
λ Pλ(x)

∥∥∥∥∥∥
Hz

s

≤
∑
n

∑
|λ|=n

∥∥∥∥Pλ

zλ

∥∥∥∥
Hz

s

∣∣Pλ(x)
∣∣ ≤

≤
∑
n

∑
|λ|=n

∣∣Pλ(x)
∣∣ ≤∑

n

p(n)‖x‖nℓ1 ,

à ðàäióñ çáiæíîñòi, âiäïîâiäíî

r ≥ 1

lim supn→∞
(
p(n)

) 1
n

= 1.

Òîáòî ðÿä 3.2.1 çáiãà¹òüñÿ ïðè ‖x‖ ≤ 1, x ∈ ℓ1. Iíøèìè ñëîâàìè, ìîæíà

ñòâåðäæóâàòè, ùî êîæåí åëåìåíò F ∈ Hz
s (ℓ1) çàäà¹ àíàëiòè÷íó ôóíêöiþ

F (x) íà îäèíè÷íié êóëi â ℓ1 çà ôîðìóëîþ:

F (x) = δx(F ) = 〈F,Rx〉.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè bλ ≥ |λ|!. Òîäi, ç ôîðìóëè (3.2.2) âèïëè-

âà¹, ùî

dn ≤ 1√
n!
.

Âðàõîâóþ÷è îá÷èñëåííÿ, çðîáëåíi âèùå i òîé ôàêò, ùî
√
(n!)1/n → ∞

ïðè n→ ∞ îòðèìó¹ìî, ùî â öüîìó âèïàäêó, ðàäióñ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi
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r = ∞. Òàêèì ÷èíîì, ïðîñòið Hb
s(ℓ1) ó âèïàäêó êîëè bλ ≥ |λ|!, ñêëàäà¹-

òüñÿ ç öiëèõ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ℓ1. Ç iíøîãî áîêó,

Hb
s(ℓ1) ìiñòèòü âñi ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè. Îñêiëüêè ïðîñòið ñèìåòðè÷íèõ

ïîëiíîìiâ ùiëüíèé â àëãåáði Hbs(ℓ1) öiëèõ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié îáìåæå-

íîãî òèïó íà ℓ1, òî, äëÿ öüîãî âèïàäêó H
b
s(ℓ1) ¹ ùiëüíèì ïiäïðîñòîðîì â

Hbs(ℓ1). Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàëè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåpäæåííÿ 3.2.2. Íåõàé bλ ≥ |λ|! äëÿ âñiõ ðîçáèòòiâ λ. Òîäi

ãiëüáåðòiâ ïðîñòið Hb
s(ℓ1) ¹ âëàñíèì ùiëüíèì ïiäïðîñòîðîì â àëãåáði

Hbs(ℓ1) i ôóíêöiîíàëè δx ¹ íåïåðåðâíèìè â öié àëãåáði äëÿ âñiõ x ∈ ℓ1.

Äîâåäåííÿ. ßê áóëî ïîêàçàíî âèùå, äëÿ bλ ≥ |λ|! ðàäióñ ðiâíî-

ìiðíî¨ çáiæíîñòi r êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ç Hb
s(ℓ1) äîðiâíþ¹ íåñêií÷åííîñòi,

òîìó f âèçíà÷åíà â êîæíié òî÷öi x ∈ ℓ1 i ôóíêöiîíàëè δx ¹ íåïåðåðâíè-

ìè. Ïîêàæåìî, ùî Hb
s(ℓ1) 6= Hbs(ℓ1). Àëå, ÿêáè òàêà ðiâíiñòü ìàëà ìiñöå,

òî ç òåîðåìè Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð, ìè á ìàëè içîìîðôiçì ìiæ

ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì Hb
s(ℓ1) i ïðîñòîðîì Ôðåøå Hbs(ℓ1), ÿêèé íå ¹

íîðìîâàíèì. Àëå öå íå ìîæëèâî. �
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3.3. Çîáðàæåííÿ ìíîæèíè ñêií÷åííèõ ìóëüòèìíîæèí ó

ïðîñòîði ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

Íåõàé M0 � ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åííèõ ìóëüòèìíîæèí. Òîáòî, êî-

æåí åëåìåíò u ∈ M0 ìîæå áóòè ïîäàíèé ó âèãëÿäi u = {am, bn, ck, . . .},

äå a, b, c, . . . � íåíóëüîâi êîìïëåêñíi ÷èñëà, m,n, k, . . . � ÷èñëî ïîâòîðåíü

a, b, c, . . . â u âiäïîâiäíî.

Íåõàé c00 � ëiíiéíèé ïðîñòið óñiõ ñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé x =

(x1, . . . , xn, 0, 0, . . .). Áóäåìî ââàæàòè, ùî x ∼ y, x, y ∈ c00, ÿêùî iñíó¹

ïiäñòàíîâêà σ : N → N, òàêà ùî

σ(x) = (xσ(1), . . . , xσ(n), . . .) = y.

Íåõàé c00/∼ � ôàêòîð-ìíîæèíà âiäíîñíî öüîãî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíî-

ñòi. Î÷åâèäíî, ùî òîòîæí¹ âiäîáðàæåííÿ

I : {am, bn, ck, . . .} 7→ (a . . . a︸ ︷︷ ︸
m

, b . . . b︸ ︷︷ ︸
n

, c . . . c︸ ︷︷ ︸
k

, . . . , 0, . . . , 0, . . .)

¹ ái¹êöi¹þ ìiæ M0 òà c00/∼.

Çàçíà÷èìî, ùî M0 � êîìóòàòèâíà íàïiâãðóïà âiäíîñíî îïåðàöi¨

îá'¹äíàííÿ: uv = u ∪ v, u, v ∈ M0. Áóäåìî êàçàòè, ùî ïîëiíîìè p(t) =

ant
n + . . .+ a1t+ a0 ¹ íîðìîâàíèìè, ÿêùî an = 1 i a0 6= 0. Ìíîæèíà âñiõ

íîðìîâàíèõ ïîëiíîìiâ PN (C) óòâîðþ¹ êîìóòàòèâíó íàïiâãðóïó âiäíîñíî

ìíîæåííÿ.

Òâåpäæåííÿ 3.3.1. Íåõàé P = {Qn} � àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ â àëãåáði

ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà c00, Ps(c00). Òîäi âiäîáðàæåííÿ τP : c00/∼ →

PN (C)

τP : x = (x1, x2, . . . , xn, 0, . . .) 7→ tn −Qn(x)t
n−1 + . . .+ (−1)nQ1(x)
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¹ ái¹êöi¹þ, i, ÿêùî Qn = Gn, òî τG ◦ I ¹ içîìîðôiçìîì íàïiâãðóï M0 i

PN (C).

Äîâåäåííÿ. Ç òåîðåìè Âi¹òà âèïëèâà¹, ùî êîæåí íîðìîâàíèé ïî-

ëiíîì p ìà¹ âèãëÿä

p(t) = tn −Gn(x)t
n−1 + . . .+ (−1)nG1(x),

äå x = (x1, . . . , xn), xk 6= 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî k, i {x1, . . . , xn} ∈ M0 ¹ ìíî-

æèíîþ íóëiâ ïîëiíîìà p. Îòæå, âiäîáðàæåííÿ τG ◦ I ¹ ñþð'¹êòèâíèì

íà PN (C). Íàâïàêè, ÿêùî u = {x1, . . . , xn} ∈ M0, x = I(u) =

(x1, . . . , xn, 0, . . .), òî τG◦I(x) ∈ PN (C). Îòæå, τG◦I ¹ ií'¹êòèâíèì. ßêùî p

i q íàëåæàòü PN (C), u ¹ ìóëüòèìíîæèíîþ íóëiâ p i v ¹ ìóëüòèìíîæèíîþ

íóëiâ q, òîäi u ∪ v ¹ ìóëüòèìíîæèíîþ íóëiâ pq. Òàêèì ÷èíîì, τG ◦ I ¹

içîìîðôiçìîì íàïiâãðóï. Íåõàé òåïåð P = {Qn} ¹ äîâiëüíèì îäíîðiäíèì

àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì â Ps(c00). Òîäi iñíó¹ ïîëiíîìiàëüíèé àâòîìîðôiçì

(òîáòî ái¹êòèâíå ïîëiíîìiàëüíå âiäîáðàæåííÿ, îáåðíåíå äî ÿêîãî ¹ òàêîæ

ïîëiíîìiàëüíèì) Φn : Cn → Cn òàêèé, ùî

(Q1(x), . . . , Qn(x)) = (Φn(G1(x)), . . . ,Φn(Gn(x))),

Φ(G1) = aG1 äëÿ äåÿêèõ a 6= 0,

p = tn −Qn(x)t
n−1 + . . .+ (−1)nQ1(x) ∈ PN (C)

äëÿ âñiõ x = {x1, . . . , xn} ∈M0 i òîìó âiäîáðàæåííÿ

p 7→ tn −Gn(x)t
n−1 + . . .+ (−1)nG1(x)

áóäå ái¹êöi¹þ. Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ τP ¹ êîìïîçèöi¹þ äâîõ ái¹êòèâ-

íèõ âiäîáðàæåíü. �

Íåõàé {Qn}∞n=1 � áàçèñ n-îäíîðiäíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà c00

i P áóäå ìíîæèíîþ {(Qn(x))
∞
n=1, x ∈ c00}. Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî d � äåÿêà
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ìåòðèêà íà c00, òî â çàãàëüíîìó âèïàäêó, ¨¨ íå ìîæíà ïðîäîâæèòè äî

ìåòðèêè ρ íà c00/∼ òàêî¨, ùî ρ([x], [y]) = d(x, y), äå [x] = {z ∈ c00 : z ∼ x}.

Ïðîòå, íà P iñíó¹ iíøà ïðèðîäíà ìåòðèêà. Íåõàé

u = (un)
∞
n=1 = (Qn(x))

∞
n=1

i

v = (vn)
∞
n=1 = (Qn(y))

∞
n=1.

Âèçíà÷èìî

ρ(u, v) = sup
n∈N

|un − vn|
1
n .

Òâåpäæåííÿ 3.3.2. Ïðèïóñòèìî, ùî àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ Qn âèáðà-

íèé òàêèì ÷èíîì, ùî supn |Qn(x)|1/n < ∞ äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ c00. Òîäi

ôóíêöiÿ ρ(u, v) ¹ ìåòðèêîþ íà P.

Äîâåäåííÿ. Ç óìîâè supn |Qn(x)|1/n <∞ âèïëèâà¹, ùî ρ(u, v) ïðè-

éìà¹ ñêií÷åííi çíà÷åííÿ. Ç îçíà÷åííÿ ρ ìà¹ìî, ùî

ρ(u− v, 0) = ρ(u, v).

Äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà. Îñêiëüêè

|un + vn|
1
n ≤ (|un|+ |vn|)

1
n ≤ |un|

1
n + |vn|

1
n ,

ìè ìà¹ìî

sup
n∈N

|un + vn|
1
n ≤ sup

n∈N
(|un|

1
n + |vn|

1
n ) ≤ sup

n∈N
|un|

1
n + sup

j∈N
|vj |

1
j ,

i

ρ(u+ v, 0) ≤ ρ(u, 0) + ρ(v, 0).

Çàìiíèâøè u íà u− w i v íà w − v, îòðèìà¹ìî

ρ(u− v, 0) ≤ ρ(u− w, 0) + ρ(v − w, 0).
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Òîìó

ρ(u, v) ≤ ρ(u,w) + ρ(w, v),

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. �

Ìåòðèêà ρ çàëåæèòü âiä âèáîðó àëãåáðà¨÷íîãî áàçèñó {Qn}. Çàóâà-

æèìî, ùî óìîâà supn |Qn(x)|1/n < ∞ âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî âiäíîñíî äå-

ÿêî¨ íîðìè ‖ · ‖ íà c00 âñi ïîëiíîì Qn ¹ íåïåðåðâíèìè i ïîñëiäîâíiñòü

{‖Qn‖1/n}n ¹ îáìåæåíîþ. Ñïðàâäi, â öüîìó âèïàäêó |Qn(x)| ≤ ‖Qn‖‖x‖n,

òîìó |Qn(x)|1/n ≤ ‖Qn‖1/n‖x‖. Òàêèì ÷èíîì, â ÿêîñòi Qn ìîæíà áðàòè

òàêi áàçèñè ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ, âèçíà÷åíèõ íà ℓ1, ÿê Pn, Gn àáî Hn.
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3.4. Çîáðàæåííÿ ìíîæèíè ìóëüòèìíîæèí ó ïðîñòîðàõ ñè-

ìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

Íåõàé F � öå äåÿêèé òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið ôóíêöié, çà-

äàíèõ íà c00/∼, òàêèé, ùî ôóíêöiîíàë δu : f 7→ f(u) ¹ íåïåðåðâíèì äëÿ

êîæíîãî u ∈ c00/∼. Òîäi c00/∼ ìîæíà îòîòîæíèòè ç ïiäìíîæèíîþ ëiíié-

íèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà F i, îòæå, ìè ìîæåìî ðîçãëÿíóòè ïðèðîäíó

òîïîëîãiçàöiþ ïðîñòîðó c00/∼ i éîãî ïîïîâíåííÿ (ÿêùî òîïîëîãiÿ ìåòðè-

çîâíà).

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið PP ïîëiíîìiâ íà c00 âèãëÿäó

Q(x) =

m∑
n=0

anQn(x),

äå Qn ∈ P, Q0 = 1. Î÷åâèäíî, ùî PP ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì i ôóíêöi¨

δx, δx(Q) = Q(x) ¹ ëiíiéíèìè ôóíêöiîíàëàìè íà öüîìó ïðîñòîði.

Ðîçãëÿíåìî íà c00 òàêó íîðìîâàíó òîïîëîãiþ, ùîá âñi ïîëiíîìè ç PP

áóëè íåïåðåðâíèìè âiäíîñíî öi¹¨ òîïîëîãi¨. Òàêà òîïîëîãiÿ iñíó¹, çîêðåìà,

öå òîïîëîãiÿ ïîðîäæåíà íîðìîþ ïðîñòîðó ℓ1, ‖x‖ =
∑∞

n=1 |xn|. Ñïðàâäi,

îñêiëüêè ïîëiíîìè Qn ¹ ñèìåòðè÷íèìè, òî âîíè ìîæóòü áóòè ïîäàíi ó

âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ ïîëiíîìiâ Pn, à âñi Pn ¹ âèçíà÷åíi i íåïå-

ðåðâíi íà ℓ1.

Íåõàé HP � ïîïîâíåííÿ ïðîñòîðó PP âiäíîñíî òîïîëîãi¨ ðiâíîìið-

íî¨ çáiæíîñòi íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ ℓ1. Òîáòî HP ¹ ïðîñòîðîì Ôðåøå,

ïîðîäæåíèì ïîñëiäîâíiñòþ íîðì

‖f‖r = sup
∥x∥≤r

|f(x)|, r ∈ Q, r > 0,

äå Q � ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà ñêií÷åííèõ ìóëü-

òèìíîæèí âêëàäà¹òüñÿ ó ìíîæèíó ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ

H′
P ïðîñòîðó HP.
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Òåîpåìà 3.4.1. Ïðèïóñòèìî, ùî

‖Qn‖ℓ1 = sup
∥x∥ℓ1≤1

|Qn(x)| = 1.

Òîäi ïðîñòið HP içîìîðôíèé äî ïðîñòîðó âñiõ öiëèõ ôóíêöié H(C) íà C,

à ïðîñòið H′
P içîìîðôíèé äî ïðîñòîðó ôóíêöié åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó

íà C.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

f(x) =
∞∑
n=1

anQn(x) ∈ HP.

Òîäi f(x) ¹ öiëîþ ôóíêöi¹þ íà ℓ1 i ðàäióñ îáìåæåíîñòi ρ0 öi¹¨ ôóíêöi¨ ¹

íåñêií÷åííèé. Ç iíøîãî áîêó, âiäîìî (äèâ. [40]), ùî

ρ0(f) =

(
lim sup
n→∞

|anQn|
1
n

)−1

=

(
lim sup
n→∞

|an|
1
n

)−1

.

Òàêèì ÷èíîì f ∈ HP òîäi i òiëüêè òîäi êîëè

g(t) =
∞∑
n=1

ant
n ∈ H(C).

Âiäîáðàæåííÿ f 7→ g ¹ içîìîðôiçìîì ïðîñòîðiâHP òàH(C).Äîáðå âiäîìî,

ùî H
′
(C) içîìîðôíèé äî ïðîñòîðó ôóíêöié åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó. �

Ìè ìîæåìî ïîïîâíèòè ïðîñòið PP âiäíîñíî äåÿêî¨ ãiëüáåðòîâî¨ íîð-

ìè. Âèçíà÷èìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê íà PP òàêîþ ôîðìóëîþ: 〈Qk, Qm〉 =

δk,m, äå δk,m � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ïîçíà÷èìî EP ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, ÿêèé

¹ ïîïîâíåííÿì PP âiäíîñíî íîðìè, ïîðîäæåíî¨ öèì ñêàëÿðíèì äîáóòêîì.

Òåîpåìà 3.4.2. Ïðèïóñòèìî, ùî(
lim sup
n→∞

‖Qn‖
1
n
ℓ1

)−1

= r > 0.



70

Òîäi äëÿ êîæíîãî x ∈ ℓ1, òàêîãî, ùî ‖x‖ℓ1 < r, ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë, ùî

âèçíà÷à¹òüñÿ íà P ôîðìóëîþ δx(P ) = P (x), ¹ âèçíà÷åíèì i íåïåðåðâíèì

íà ïðîñòîði EP.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ‖x‖ℓ1 < r. Çãiäíî ç óìîâîþ òåîðåìè, äëÿ áóäü-

ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi (an) ∈ ℓ2, ðÿä

∞∑
n=1

anPn(x)

çáiãà¹òüñÿ, òîáòî ôóíêöiîíàë δx âèçíà÷åíî íà âñiõ åëåìåíòàõ

∞∑
n=1

anQn ∈ EP.

Êðiì òîãî, îñêiëüêè äëÿ òèõ x ∈ ℓ1, ùî ‖x‖ℓ1 < r ðÿä
∑∞

n=1Qn(x) àá-

ñîëþòíî çáiãà¹òüñÿ, òî ïîñëiäîâíiñòü (Qn(x))
∞
n=1 íàëåæèòü ïðîñòîðó ℓ1 i,

çîêðåìà, öÿ ïîñëiäîâíiñòü íàëåæèòü ïðîñòîðó ℓ2. Òîìó

∣∣ ∞∑
n=1

anQn(x)
∣∣2 ≤ ∞∑

n=1

|an|2
∞∑
n=1

∣∣Qn(x)
∣∣2 <∞.

�

Ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið EP äëÿ âèïàäêó P =

{G1, G2, . . . , Gn, . . .}. Ç [37] âiäîìî, ùî ‖Gn‖ℓ1 = 1
n! . Òîìó ïîëiíîìè

Qn = Gn çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè äëÿ r = ∞. Ðîçãëÿíåìî òàêi

åëåìåíòè xn ∈ ℓ1:

xn = (α0,n, α1,n, . . . , αn−1,n, 0, . . .) ,

äå α0,n, . . . , αn−1,n � êîðåíi n−òîãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi. Ç òåîðåìè Âi¹òà

i âëàñòèâîñòåé êîðåíiâ ç îäèíèöi âèïëèâà¹, ùî Gk(x
n) = 0 ïðè k < n i

Gn(x
n) = 1. Êðiì òîãî, äëÿ k > n, Gk(x

n) = 0 çà îçíà÷åííÿì Gk. Îòæå,
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åëåìåíòè {(−1)n+1Gn} i ôóíêöiîíàëè {δxn} óòâîðþþòü áiîðòîãîíàëüíi

ïîñëiäîâíîñòi. Iíøèìè ñëîâàìè,

〈Gn, Gn〉 = (−1)n+1δxn(Gn) = 1

i äëÿ êîæíîãî f ∈ EP, f =
∑∞

n=1 anGn,

〈f,Gn〉 = (−1)n+1f(xn) = (−1)n+1an.

Âðàõîâóþ÷è, ùî çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.4.2 äëÿ êîæíîãî x ∈ ℓ1, ôóíêöiîíàë

δx ¹ íåïåðåðâíèì íà ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði EP, δx ìîæíà ïîäàòè ó âè-

ãëÿäi δx =
∑∞

n=1 cnδxn , i
∑∞

n=1 |cn|2 <∞. Ïðè öüîìó cn = (−1)n+1Gn(x).
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3.5. Çâ'ÿçîê ç àáñòðàêòíèìè ïðîñòîðàìè Ôîêà

Âèêîðèñòîâóþ÷è àáñòðàêòíi ïðîñòîðè Ôîêà ìîæíà çðîáèòè òî÷íiøó

îöiíêó îáëàñòi â ℓ1 äëÿ ÿêî¨ ôóíêöiîíàëè δx áóäóòü íåïåðåðâíèìè.

Òâåpäæåííÿ 3.5.1. Âiäîáðàæåííÿ, âèçíà÷åíå íà áàçèñíèõ âåêòî-

ðàõ ïðîñòîðó Hb
s(ℓ1) ðiâíiñòþ

ξ : Pλ 7→ eλ1 ⊗s . . .⊗s eλm , λ = (λ1, . . . , λm)

çàäà¹ içîìåòðè÷íèé içîìîðôiçì ïðîñòîðó Hb
s(ℓ1) äî àáñòðàêòíîãî ñèìå-

òðè÷íîãî ïðîñòîðó Ôîêà F = F(E) íàä äåÿêèì ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì

E äëÿ ÿêîãî êîíñòàíòè c
(k)
[i] ç ôîðìóëè (2.5.2) âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíiñòþ

c
(k)
[i] = ‖P k1

i1
. . . P kn

in
‖−2. Içîìîðôiçì ξ ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíèì íà ïiäïðî-

ñòîði ïîëiíîìiâ ó Hb
s(ℓ1).

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åíü i ðåçóëüòàòiâ, íàâåäåíèõ ó ïiäðîçäiëi 2.5

ìà¹ìî, ùî íîðìà åëåìåíòà eλm ⊗s . . .⊗s eλm äîðiâíþ¹

1√
c
(k)
[i]

= ‖P k1
i1
. . . P km

im
‖.

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ ξ ïåðåâîäèòü îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïðîñòîðó Hb
s(ℓ1)

ó îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïðîñòîðó F = F(E) çi çáåðåæåííÿì íîðìè. Òîìó

ξ ¹ içîìåòîðè÷íèì içîìîðôiçìîì. Çðîçóìiëî, ùî ξ ïåðåâîäèòü ïîëiíîìè

ç Hb
s(ℓ1) ó òåíçîðíi ïîëiíîìè i äîáóòêè ïîëiíîìiâ ó âiäïîâiäíi òåíçîðíi

äîáóòêè. �

Çàóâàæèìî, ùî çàìêíåíà ëiíiéíà îáîëîíêà {Pn, n ∈ N} áóäå ïðî-

îáðàçîì ïðîñòîðó E ïðè âiäîáðàæåííi ξ.

Ïîçíà÷èìî Ω � îáëàñòü â ℓ1

Ω = {x ∈ ℓ1 : |Pn(x)| < 1, n ∈ N}.
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî Ω ìiñòèòü âiäêðèòó îäèíè÷íó êóëþ ïðîñòîðó ℓ1 ÿê âëà-

ñíó ïiäìíîæèíó.

Òâåpäæåííÿ 3.5.2. Ìíîæèíà Ω ¹ íåîáìåæåíîþ i âiäêðèòîþ ïiä-

ìíîæèíîþ â ℓ1. Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî x ∈ Ω,

∞∑
n=1

|Pn(x)| <∞.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ íåîáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü â ℓ1,

ÿêà íàëåæèòü Ω. Ðîçãëÿíåìî ÷èñëîâó ïîñëiäîâíiñòü

xn = (−1)n
6

π2n
.

Íåõàé (z(m)) � ïîñëiäîâíiñòü ç ℓ1 òàêà, ùî

z(m) = (x1, x2, . . . , xm, 0, 0, . . .).

Òîäi,

|P1(zm)| ≤ 6

π2

∞∑
n=1

(−1)n

n
=

6 ln 2

π2
< 1,

|P2(zm)| ≤ 36

π4

∞∑
n=1

1

n2
=

6

π2
< 1

i, äëÿ n > 2, |Pn(z
m)| < |P2(zm)| < 1.

Îñêiëüêè Pn(z(m)) < 1 äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n,m, òî z(m) ∈ Ω. Ç

iíøîãî áîêó, î÷åâèäíî, ùî ‖z(m)‖ =
6

π2

m∑
n=1

1

n
→ ∞ ïðè m→ ∞. Îòæå, Ω

¹ íåîáìåæåíîþ ìíîæèíîþ.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî x =
∑
xkek ∈ Ω, òî |xk| < 1 äëÿ êîæíîãî k.

Òîáòî Ω ëåæèòü ó âiäêðèòié ïiäìíîæèíi

D1 = {x ∈ ℓ1 : ∀k ∈ N |xk| < 1}.

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ Ψ(x) = (P1(x), . . . , Pn(x), . . .). Ó ðîáîòi [36]

ïîêàçàíî, ùî Ψ � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ i Ψ: D1 → ℓ1. Òîìó
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n=1 |Pn(x)| < ∞. Ç iíøîãî áîêó, Ω ¹ ïðîîáðàçîì âiäêðèòî¨ ìíîæèíè

D1 ïðè âiäîáðàæåííi Ψ. Òîìó Ω � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà. �

Ðîçãëÿíåìî àáñòðàêòíèé ïðîñòið Ôîêà F = F1 ç íîðìîþ
∥∥∥e(k)[i]

∥∥∥
η
= 1.

Çãiäíî ôîðìóëè (2.5.2) öié íîðìi âiäïîâiäà¹ âiäîáðàæåííÿ η:

η(y) =
∞∏
i=1

∞∑
k=0

yki e
k
i =

∞∑
|(k)|=0

∑
[i]

y
(k)
[i] e

(k)
[i] ,

äå yi = (y, ei) � êîîðäèíàòè âåêòîðà y ∈ ℓ. Â ðîáîòi [18] (äèâ. òåîðåìó

2.5.1) ïîêàçàíî, ùî η ¹ àíàëiòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì ç D2 ⊃ D1 â F1, äå

D2 = {x ∈ ℓ2 : ∀k ∈ N |xk| < 1}

� âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â ℓ2.

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ ξ ¹ içîìåòðè÷íèì içîìîðôiçìîì ç Hs(ℓ1) â

F1, òî ξ(Rx) ∈ F1 äëÿ êîæíîãî x ∈ ℓ1, ‖x‖ < 1. Ïîêàæåìî, ùî åëåìåíò

Rx êîðåêòíî âèçíà÷åíèé äëÿ âñiõ x ∈ Ω. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè,

ùî ξ(Rx) ∈ F1 ïðè x ∈ Ω. Ç ôîðìóëè (3.2.1) ìà¹ìî

ξ(Rx) = ξ
(∑

λ

PλPλ(x)
)
=
∑
λ

eλPλ(x). (3.5.1)

Îñêiëüêè |Pn(x)| < 1 i ðÿä
∑

|Pn(x)| çáiãà¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî x ∈ Ω, òî∑
λ

|Pλ(x)|2 ≤
∞∏
i=1

∞∑
k=0

|Pi(x)|2k =
∞∏
i=1

1

1− |Pi(x)|2
.

Ç iíøîãî áîêó

ln
( ∞∏
i=1

1

1− |Pi(x)|2
)
= − ln

∞∏
i=1

(1− |Pi(x)|2) ≤

≤ −
∞∑
i=1

(−|Pi(x)|2) =
∞∑
i=1

|Pi(x)|2.

Òîìó

‖ξ(Rx)‖2 =
∑
λ

|Pλ(x)|2 ≤ exp
( ∞∑

i=1

|Pi(x)|2
)
<∞.
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Îòæå, ξ(Rx) ∈ F1, òîáòî Rx ∈ Hs(ℓ1) äëÿ âñiõ x ∈ Ω. Òàêèì ÷èíîì ìè

äîâåëè íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîpåìà 3.5.3. Íåõàé ‖Pλ‖ = 1 äëÿ äîâiëüíîãî ðîçáèòòÿ λ. Òîäi

Hs(ℓ1) ¹ ïðîñòîðîì àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà Ω. Ïðè öüîìó

f(x) = 〈f,Rx〉 = 〈ξ(f), ξ(Rx)〉,

x ∈ Ω, f ∈ Hs(ℓ1).

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî x /∈ Ω, òî äëÿ äåÿêîãî m, |Pm(x)| > 1. Òîäi

ó ôîðìóëi (3.5.1) ðÿä áóäå ìiñòèòè ðîçáiæíèé äîäàíîê
∑

k e
k
m(Pm(x))k.

Òîìó Rx íå áóäå êîðåêòíî âèçíà÷åíèì. Òîìó îáëàñòü Ω ó òåîðåìi 3.5.3 ¹

òî÷íîþ.

Ðîçãëÿíåìî çàãàëüíèé âèïàäîê ïðîñòîðó Hb
s(ℓ1). Òîáòî 〈Pλ, Pµ〉 =

bλµδλµ i ‖Pλ‖ =
√
bλ. Ïîçíà÷èìî Ωb òàêó ìíîæèíó x ∈ ℓ1, ùî åëåìåíòè

Rx ∈ Hb
s(ℓ1), òîáòî ôóíêöiîíàëè δx ∈ Hb

s(ℓ1).

Òâåpäæåííÿ 3.5.4. x ∈ Ωb òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

∞∑
n=0

∑
λ1+···+λn=n

|Pλ1(x) · · ·Pλn(x)|2

bλ
<∞.

Äîâåäåííÿ. Äîâiëüíèé åëåìåíò f ç Hb
s(ℓ1) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

f =
∞∑
n=0

∑
|λ|=n

cλPλ, äå ‖f‖2 =
∞∑
n=0

∑
|λ|=n

|cλ|2bλ <∞.

Ïðèïóñòèìî, ùî x ∈ Ωb. Òîäi

δx(f) = f(x) =
∞∑
n=0

∑
|λ|=n

cλPλ(x) =
∞∑
n=0

∑
|λ|=n

cλaλ <∞.

Ç òîãî, ùî Pλ(x) = aλ âèïëèâà¹, ùî

δx =
〈
·
∣∣∣ ∞∑
n=0

∑
|λ|=n

aλPλ

|Pλ|2
〉
=
〈
·
∣∣∣ ∞∑
n=0

∑
|λ|=n

aλPλ

bλ

〉
.
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Òîìó

‖δx‖2 = 〈δx|δx〉 =
∞∑
n=0

∑
λ1+···+λn=n

|aλ1 · · · aλn |
2

bλ
.

Íàâïàêè, ÿêùî

∞∑
n=0

∑
λ1+···+λn=n

|Pλ1 · · ·Pλn(x)|
2

bλ
<∞,

òî ‖δx‖ <∞, òîìó δx � íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë i, îòæå, x ∈ Ωb. �

Çàóâàæèìî, ùî ç òåîðåìè 3.2.1 âèïëèâà¹, ùî ÿêùî

lim sup
|λ|→∞

∣∣bλ∣∣1/|λ| = 0,

òî åëåìåíòè ïðîñòîðó Hb
s(ℓ1) íå ¹ àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè â æîäíîìó

îêîëi òî÷êè 0 ïðîñòîðó ℓ1. Â öüîìó âèïàäêó ìíîæèíà Ωb ìîæå ñêëàäàòèñü

ç îäíi¹¨ òî÷êè 0. Öå, çîêðåìà, òàê äëÿ bλ = nn, äå n = |λ|. Ç iíøîãî áîêó,

ÿêùî

lim sup
|λ|→∞

∣∣bλ∣∣1/|λ| = r > 0,

òî Ωb ìiñòèòü âiäêðèòó êóëþ ç öåíòðîì â íóëi, ðàäióñà r.

Òâåpäæåííÿ 3.5.5. Ïðèïóñòèìî, ùî Ωb ìiñòèòü âiäêðèòó ïiä-

ìíîæèíó. Òîäi ëiíiéíà îáîëîíêà ôóíêöiîíàëiâ δx, x ∈ Ωb ¹ ùiëüíîþ ó

ïðîñòîði âñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ Hb
s(ℓ1)

∗ íà Hb
s(ℓ1). Êðiì

òîãî, â öüîìó âèïàäêó, òî÷êè ìíîæèíè Ωb ðîçäiëÿþòü åëåìåíòè ïðî-

ñòîðó Hb
s(ℓ1). Òîáòî, ÿêùî f1 6= f2 â H

b
s(ℓ1), òî f1(x) 6= f2(x) äëÿ äåÿêî¨

òî÷êè x ∈ Ω.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiíiéíà îáîëîíêà ôóíêöiîíàëiâ δx,

x ∈ Ωb íå ¹ ùiëüíîþ. Òîäi çíàéäåòüñÿ íåíóëüîâèé âåêòîð f ∈ Hb
s(ℓ1) îðòî-

ãîíàëüíèé äî çàìêíåíî¨ ëiíiéíî¨ îáîëîíêè öèõ ôóíêöiîíàëiâ. Öå îçíà÷à¹,
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ùî f(x) = 0 äëÿ âñiõ x ∈ Ωb, òîáòî àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ íà Ωb

f(x) =

∞∑
n=0

∑
|λ|=n

cλPλ(x) = 0

â êîæíié òî÷öi äåÿêî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè. Àëå öå ìîæå áóòè òiëüêè òîäi,

êîëè f = 0. Ñóïåðå÷íiñòü.

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî f1 6= f2 â H
b
s(ℓ1), òî f = f1 − f2 6= 0, òîìó çíàéäå-

òüñÿ x ∈ Ωb, ùî f(x) 6= 0. �

Çíàéäåìî ‖Gλ‖ òà ‖Hλ‖ â ïðîñòîði Hb
s(ℓ1). Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìó-

ëè (3.1.1) òà (3.1.2) ìà¹ìî

‖Hn‖2 =
∑
|λ|=n

z−2
λ ‖Pλ‖2 =

∑
|λ|=n

bλ
z2λ
, (3.5.2)

‖Gn‖2 =
∑
|λ|=n

(
(−1)n−(m1+...+mr)z−1

λ

)2
‖Pλ‖2 =

∑
|λ|=n

bλ
z2λ
. (3.5.3)

Òàêèì ÷èíîì, ó âèïàäêó, êîëè bλ = zλ, çà ôîðìóëîþ (3.1.6) ìà¹ìî

‖Hn‖ = ‖Gn‖ =
∑
|λ|=n

1

zλ
= 1. (3.5.4)

Îòæå, ìè äîâåëè òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåpäæåííÿ 3.5.6. Ó ïðîñòîði Hb
s(ℓ1) íîðìè ïîëiíîìiâ Hn òà Gn

çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè (3.5.2), (3.5.3). Ó âèïàäêó bλ = zλ, ‖Hn‖ = ‖Gn‖ =

1.

Çàóâàæèìî, ùî Gλ i Gµ íå îáîâ'ÿçêîâî îðòîãîíàëüíi ïðè λ 6= 0.

ßêùî |λ| 6= |µ|, òî î÷åâèäíî, ùî Gλ ⊥ Gµ. Ïðîòå, íàïðèêëàä,

〈G2, G
2
1〉 =

〈
p21 − p2

2
, p21

〉
=

1

2
〈p21, p21〉 =

1

2
‖p21‖2 6= 0.

Àíàëîãi÷íèé ïðèêëàä ìîæíà íàâåñòè i äëÿ áàçèñó {Hλ}.

Îñêiëüêè, ïðè λ = (n, 0, . . .), zλ = n11!, òî ‖Pn‖ =
√
n ó ïðîñòîði

Hz
s (ℓ1).
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Ïðîíîðìó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü {Pn} ó ïðîñòîði Hz
s (ℓ1). Ïîêëàäå-

ìî Qn = Pn√
n
, òîäi ‖Qn‖ = 1. Íåõàé λ = (λ1, . . . , λn) =

(1m1 , 2m2 , . . . , nmn), |λ| = n. Çíàéäåìî ‖Qλ‖ = ‖Qλ1 · . . . · Qλn‖ = ‖Qm1
1 ·

. . . ·Qmn
n ‖.

‖Qλ‖2 = 〈Qm1
1 · . . . ·Qmn

n , Qm1
1 · . . . ·Qmn

n 〉 =

〈Pm1
1 · . . . · Pmn

n , Pm1
1 · . . . · Pmn

n 〉
1m12m2 . . .mmn

=
zλ

1m12m2 . . .mmn
=

1m1 · . . . · 1mnm1! · . . . ·mn!

1m1 · . . . · 1mn
= m1! · . . . ·mn! = (m)!.

Òîáòî ‖Qλ‖ =
√
(m)!.

Ïîðiâíþþ÷è çíà÷åííÿ íîðìè äëÿ ïîëiíîìó Qλ ç ôîðìóëîþ (2.5.1)

îòðèìó¹ìî, ùî âîíè çáiãàþòüñÿ äëÿ âèïàäêó k = n. Òàêèì ÷èíîì, ìè

äîâåëè íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîpåìà 3.5.7. Ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ ç ñèìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Ôîêà F0 íà ïðîñòið Hz
s (ℓ1), âèçíà÷åíå íà áàçèñíèõ åëåìåíòàõ ôîðìó-

ëîþ:

I : e
⊗(k)
[i] 7→ Qλ = Qk1

i1
· . . . ·Qkn

in
, λ = (ik11 , i

k2
2 , . . . , i

kn
n ), |λ| = n

¹ içîìåòðè÷íèì içîìîðôiçìîì ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ.

Çàóâàæèìî, ùî I(en) = ξ−1
( en√

n

)
, n ∈ N.

Çàñòîñîâóþ÷è öþ òåîðåìó i ôîðìóëè Íüþòîíà i Âàðiíãà, ìè ìîæåìî

îïèñàòè îðòîíîðìîâàíi áàçèñè â ïðîñòîði Ôîêà F0, ÿêi íå ¹ îäíîðiäíèìè

òåíçîðíèìè ïîëiíîìàìè.

Íåõàé λ = (ik11 , i
k2
2 , . . . , i

kn
n ), |λ| = |(k)| = n. Ïîçíà÷èìî

eλ = e
⊗(k)
[i] = ek1i1 ⊗ ek2i2 ⊗ . . .⊗ eknin .
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Ðîçãëÿíåìî òàêi åëåìåíòè ç F0:

hn =
∑
|λ|=n

z−1
λ

√
ik11 i

k2
2 . . . iknn eλ

gn =
∑
|λ|=n

(−1)n−k1−...−knz−1
λ

√
ik11 i

k2
2 . . . iknn eλ.

Íàñëiäîê 3.5.8. Ïîñëiäîâíîñòi (hn)
∞
n=1 òà (gn)

∞
n=1 ¹ îðòîíîðìîâà-

íèìè ñèñòåìàìè âåêòîðiâ ó ïðîñòîði F0.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî

Pλ =

√
ik11 i

k2
2 . . . iknn Qλ.

Òîìó ôîðìóëè (3.1.2-3.1.6) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

Hn =
∑
|λ|=n

z−1
λ

√
ik11 i

k2
2 . . . iknn Qλ

Gn =
∑
|λ|=n

(−1)n−k1−...−knz−1
λ

√
ik11 i

k2
2 . . . iknn Qλ.

ßê áóëî ïîêàçàíî, ñèñòåìè âåêòîðiâ (Hn)
∞
n=1 i (Gn)

∞
n=1 ¹ îðòîíîðìàëüíèìè

ó ïðîñòîði Hz
s (ℓ1). Çàñòîñó¹ìî içîìîðôiçì I i ïîêëàäåìî gn = I(Gn) i

hn = I(Hn). �

Çàóâàæèìî, ùî ïðîñòið Hb
s(ℓ1) íå ¹ àëãåáðîþ âiäíîñíî îïåðàöié äî-

äàâàííÿ i ìíîæåííÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ bλ, òîáòî äîáóòîê äâîõ åëåìåíòiâ ç

Hb
s(ℓ1) íå çàâæäè íàëåæèòü Hb

s(ℓ1). Ñïðàâäi, íåõàé Q ∈ Hb
s(ℓ1), ‖Q‖ = 1.

Äëÿ êîæíîãî c = (c1, c2, . . . , cn, . . .) ∈ ℓ2 ðîçãëÿíåìî fc =
∞∑
n=0

cnQ
n. Î÷åâè-

äíî, ùî fc ∈ Hb
s(ℓ1). Ïðîòå fc · fc′ áóäå íàëåæàòè Hb

s(ℓ1) òiëüêè òîäi êîëè

çãîðòêà äâîõ åëåìåíòiâ c i c′ íàëåæèòü äî ℓ2. Öå íå çàâæäè òàê, çîêðåìà,

äëÿ ïðèêëàäó ìîæíà âçÿòè cn = c′n =
1

n
. Ç iíøîãî áîêó, î÷åâèäíî, ùî

ÿêùî f ∈ Hb
s(ℓ1) i p ∈ Ps(ℓ1), òî fp ∈ Hb

s(ℓ1).
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Òâåpäæåííÿ 3.5.9. Äëÿ äîâiëüíîãî f ∈ Hz
s (ℓ1) i P ∈ Ps(ℓ1) ìà¹

ìiñöå ðiâíiñòü

I(fP ) = I(f)⊗s I(P ). (3.5.5)

Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðà I òà äèñòðèáóòèâ-

íîñòi îïåðàöi¨ ñèìåòðè÷íîãî òåíçîðíîãî ìíîæåííÿ, äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè

ðiâíiñòü 3.5.5 íà áàçèñíèõ âåêòîðàõ. Îòæå,

I(QλQµ) = I(Qk1
i1
Qk2

i2
. . . Qkn

in
Qs1

j1
Qs2

j2
. . . Qsm

jm
) =

ek1i1 ⊗s . . .⊗s e
km
im

⊗s e
s1
j1

⊗s . . .⊗s e
sm
jm

= eλ ⊗s eµ.

Òóò ìè ñêîðèñòàëèñü òàêîæ òèì, ùî îïåðàöiÿ ⊗s ¹ àñîöiàòèâíîþ. �

Ïîçíà÷èìî G(t) i H(t) ãåíåðóþ÷i ôóíêöi¨ ïîñëiäîâíîñòåé Gn i Hn. À

ñàìå:

G(t) =
∞∑
n=0

tnGn

H(t) =

∞∑
n=0

tnHn, t ∈ C, G0 = 1, H0 = 1.

Òâåpäæåííÿ 3.5.10. G(t) ∈ Hz
s (ℓ1) i H(t) ∈ Hz

s (ℓ1) òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè |t| < 1.

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è, ùî ‖G‖ = ‖H‖ = 1, îòðèìó¹ìî, ùî ðÿäè

∞∑
n=0

|tn|2n‖Gn‖2 i
∞∑
n=0

|tn|2n‖Hn‖2

çáiãàþòüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè |t| < 1. �

Ïîçíà÷èìî g(t) = I(G(t)) i h(t) = I(H(t)).

Íàñëiäîê 3.5.11. Ó ïðîñòîði Ôîêà F0 âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíiñòü:

h(t)⊗s g(−t) = 1, t ∈ C, |t| < 1.
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Òîáòî, ñèìåòðè÷íèé äîáóòîê åëåìåíòiâ g(t) i h(t) äëÿ |t| ≤ 1 ëåæèòü

ó ïðîñòîði F0 i òîòîæíî äîðiâíþ¹ 1 ∈ F0.

Äîâåäåííÿ. Òîòîæíiñòü

H(t)(x)G(−t)(x) = 1 (3.5.6)

¹ âiäîìîþ ç êîìáiíàòîðèêè äëÿ âèïàäêó, êîëè x � åëåìåíò ïðîñòîðó ôiíi-

òíèõ ïîñëiäîâíîñòåé c00 (äèâ. [76], ñò.3). Òîìó, ïðèðiâíÿâøè êîåôiöi¹íòè

ïðè âiäïîâiäíèõ ñòåïåíÿõ, ìà¹ìî

n∑
k=0

(−1)kGk(x)Hn−k(x) = 0, x ∈ c00, n > 1. (3.5.7)

Îñêiëüêè ïðîñòið c00 ¹ ùiëüíèì â ℓ1 i ïîëiíîìè Gk òà Hk � íåïåðåðâíèìè,

òî (3.5.7) âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ ∀x ∈ ℓ1. Òîìó ðiâíiñòü (3.5.6) áóäå âèêîíóâà-

òèñü äëÿ òîãî âèïàäêó, êîëè H(t) i G(t) íàëåæàòü Hz
s (ℓ1). ßê áóëî ïîêàçà-

íî, öå ìà¹ ìiñöå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè |t| ≤ 1. Çàñòîñóâàâøè içîìîðôiçì

I äî (3.5.6) i òâåðäæåííÿ 3.5.9, îòðèìà¹ìî øóêàíó òîòîæíiñòü. �

Â ïîäiáíèé ñïîñiá ìè ìîæåìî îòðèìàòè iíøi òîòîæíîñòi i äëÿ g(t) i

h(t) ç âiäîìèõ êîìáiíàòîðíèõ òîòîæíîñòåé äëÿ G(t) i H(t).

Ïîçíà÷èìî

P (t) =
∞∑
n=1

Pnt
n−1.

Òîäi (äèâ. [76], ñ.4) ç ôîðìóë

d

dt
H(t) = P (t)H(t)

i

d

dt
G(t) = P (−t)G(t)

îòðèìà¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ
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Òâåpäæåííÿ 3.5.12. Âèêîíóþòüñÿ òàêi òîòîæíîñòi:

d

dt
h(t) = p(t)h(t)

i
d

dt
g(t) = p(−t)g(t),

äå |t| ≤ 1 i

p(t) = I(P (t)) =
∞∑
n=1

I(pn)tn−1 =

∞∑
n=1

en√
n
tn−1.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíüî çàóâàæèòè, ùî
d

dt
◦ I = I ◦

d

dt
. �

Çàóâàæèìî, òàêîæ, ùî âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (2.4.1)

G(t)(x) = exp

(
−

∞∑
n=1

tn
Pn(−x)

n

)
= exp

(
−

∞∑
n=1

Pn(−tx)
n

)
òà ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ãåíåðóþ÷èìè ôóíêöiÿìè G(t) i H(t) ìè ìîæåìî

çàïèñàòè

g(t) = exp

(
−

∞∑
n=1

tn
pn(−t)
n

)
,

h(t) = exp

( ∞∑
n=1

tn
pn(t)

n

)
,

äå |t| ≤ 1 i åêñïîíåíòó âiä åëåìåíòà ïðîñòîðó F0 ñëiä ðîçóìiòè ÿê ðÿä

ew = exp(w) =

∞∑
n=0

w⊗n

n!
, w ∈ F0.

Ïîçíà÷èìî ïðîäîâæåííÿ E(gn) � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, ïîðîäæåíèé

îðòîíîðìîâàíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ (gn)
∞
n=1 ó F0. E(gn) ¹ çàìêíåíèì ïiä-

ïðîñòîðîì â F0. Ðîçãëÿíåìî ñèìåòðè÷íèé ïðîñòið Ôîêà F0(gn), ïîðîäæå-

íèé ïðîñòîðîì E(gn). Òîáòî,

F0(gn) = C⊕ E(gn)⊕⊗2
s,hE(gn)⊕ . . .⊕⊗k

s,hE(gn)⊕ . . .
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i âåêòîðè gk1i1 ⊗s . . .⊗s g
kn
in

¹ îðòîãîíàëüíèì áàçèñîì â öüîìó ïðîñòîði,

‖gk1i1 ⊗s . . .⊗s g
kn
in
‖2 = k1! . . . kn!. (3.5.8)

Îñêiëüêè åëåìåíòè gn ìîæíà âèðàçèòè çà äîïîìîãîþ òåíçîðíèõ äî-

áóòêiâ e1, . . . , en, òî ïðîñòîðè F0 i F0(gn) ìàþòü ñïiëüíèé ùiëüíèé ïiä-

ïðîñòið, ÿêèé ìiñòèòü äîâiëüíó ñêií÷åííó ëiíiéíó êîìáiíàöiþ áàçèñíèõ

âåêòîðiâ gk1i1 ⊗s . . .⊗s g
kn
in
.

Òâåpäæåííÿ 3.5.13. Íîðìè ïðîñòîðiâ F0 i F0(gn) íå åêâiâàëåíòíi

i, îòæå, F0 6= F0(gn).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü (gn2 )
∞
n=1. Âðàõîâóþ÷è, ùî

G2 =
P 2
1 − P2

2
=
Q2

1 −
√
2Q2

2

i âiäîáðàæåííÿ I, ìà¹ìî, ùî

gn2 =

(
e21 −

√
2e2

2

)n

.

Êðiì òîãî, çãiäíî îçíà÷åííÿ (3.5.8) íîðìè ó ïðîñòîði F0(gn) ìà¹ìî, ùî

‖gn2 ‖2F0(gn)
= n!.

Çíàéäåìî îöiíêó äëÿ íîðìè ‖gn2 ‖2F0
.

‖gn2 ‖2F0
=

∥∥∥∥(e21 −√
2e2

2

)n∥∥∥∥2 = 1

22n
∥∥(e21 −√

2e2)
n
∥∥2 =

1

22n
∥∥e2n1 − e

2(n−1)
1 ⊗s

√
2e2 + . . .+ (−1)n+1(

√
2)nen2

∥∥2 =
1

22n
(
‖e2n1 ‖2 + ‖e2(n−1)

1 ⊗s

√
2e2‖2 + . . .+ 2n‖en2‖2

)
=

1

22n
(
(2n)! + 2(2(n− 1))! + . . .+ 2nn!

)
≥ (2n)!

22n
.

Òîìó
‖gn2 ‖2F0

‖gn2 ‖2F0(gn)

=
(2n)!

n!4n
≥ n!

4n
→ ∞

ïðè n→ ∞.
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Òîìó íîðìè ‖ ·‖2F0
i ‖ ·‖2F0(gn)

íå ¹ åêâiâàëåíòíèìè. Çîêðåìà, åëåìåíò

∞∑
n=1

gn2
n
√
n!

íàëåæèòü ïðîñòîðó F0(gn), àëå íå íàëåæèòü ïðîñòîðó F0. �
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè Hb
s(ℓ1) ñèìåòðè-

÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ â îáëàñòÿõ ℓ1 òà îá ðóíòîâàíî

âèêîðèñòàííÿ àëãåáðà¨÷íèõ i ëiíiéíèõ áàçèñiâ ïîëiíîìiâ ó öèõ ïðîñòîðàõ.

Âêàçàíî óìîâè çà ÿêèõ ôóíêöiîíàëè δx çíà÷åííÿ â òî÷êàõ x ïðîñòîðó

ℓ1 áóäóòü íåïåðåðâíèìè òà îá÷èñëåíî ðàäióñè ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ôóí-

êöié ç Hb
s(ℓ1). Îïèñàíî ìàêñèìàëüíi îáëàñòi òàêèõ òî÷îê x. Êðiì òîãî,

ïîáóäîâàíî ïðèêëàä ïðîñòîðó Hb
s(ℓ1), ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç öiëèõ ñèìåòðè-

÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó i ¹ ùiëüíèì ïiäïðîñòîðîì â

àëãåáði âñiõ öiëèõ ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó.

Òàêîæ, çíàéäåíî çâ'ÿçîê ìiæ ñèìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè òà ôóí-

êöiÿìè íà ìíîæèíi ìóëüòèìíîæèí. Ìíîæèíà ñêií÷åííèõ ìóëüòèìíîæèí

óòâîðþ¹ íàïiâêiëüöå âiäíîñíî îïåðàöié îá'¹äíàííÿ òà äîáóòêó. Iñíó¹ ái¹-

êöiÿ ìiæ ïðîñòîðîì ñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé ïðîôàêòîðèçîâàíîãî âiä-

íîñíî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ùîäî äi¨ ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè i ìíîæè-

íîþ ñêií÷åíèõ ìóëüòèìíîæèí. Òàêèì ÷èíîì, êîæíó ôóíêöiþ íà ìíîæèíi

ìóëüòèìíîæèí ìîæíà ïðîäîâæèòè äî ñèìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ íà ïðîñòî-

ði ñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé. Ó ðîçäiëi îïèñàíî çîáðàæåííÿ ìíîæèíè

ìóëüòèìíîæèí ó ïðîñòîði ïîëiíîìiâ, àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié òà ïîáóäîâà-

íî ïðèðîäíó ìåòðèêó íà öié ìíîæèíi.

Êðiì òîãî, îòðèìàíî içîìîðôiçìè ïðîñòîðiâ Hb
s(ℓ1) â àáñòðàêòíi

ñèìåòðè÷íi ïðîñòîðè Ôîêà. Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ïiäõiä âñòàíîâëåíî

îáëàñòü âèçíà÷åííÿ â Ω ∈ ℓ1 àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ÿêi ¹ åëåìåíòàìè

Hb
s(ℓ1). Îïèñàíî íåîäíîðiäíi îðòîãîíàëüíi ñèñòåìè òåíçîðíèõ ïîëiíîìiâ

{gn} òà {hn} â ñèìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ Ôîêà. Ïåðåíåñåíî êîìáiíàòîðíi

ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ áàçèñàìè ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ñèñòåìè {gn}

òà {hn}. Ðîçãëÿíóòî ÿê ñïiââiäíîñèòüñÿ ñèìåòðè÷íèé ïðîñòið Ôîêà, ïî-

áóäîâàíèé íà ïðîñòîði ç îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì {Pn} ç ñèìåòðè÷íèì
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ïðîñòîðîì Ôîêà, ïîáóäîâàíèì íà ïðîñòîði ç îðòîíîíîðìîâàíèì áàçèñîì

{Gn}.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [5, 6, 16, 62, 63, 59,

64, 10, 2, 4].
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ÐÎÇÄIË 4

ÌÓËÜÒÈÏËIÊÀÒÈÂÍI ÎÏÅÐÀÒÎÐÈ ÍÀ ÃIËÜÁÅÐÒÎÂÈÕ

ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÈÕ ÀÍÀËIÒÈ×ÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

4.1. Ìóëüòèïëiêàòèâíi ôóíêöiîíàëè íà ãiëüáåðòîâèõ ïðî-

ñòîðàõ ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

ßê áóëî çàóâàæåíî, Hb
s(ℓ1) íå ¹ àëãåáðîþ âiäíîñíî ïîòî÷êîâîãî ìíî-

æåííÿ. Ïðîòå, äîáóòîê äâîõ ïîëiíîìiâ ç Hb
s(ℓ1) íàëåæèòü H

b
s(ℓ1).

Îçíà÷åííÿ 4.1.1. Ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë φ : Hb
s(ℓ1) → C íàçèâà¹-

òüñÿ ìóëüòèïëiêàòèâíèì, ÿêùî φ(PQ) = φ(P )φ(Q) äëÿ âñiõ ïîëiíî-

ìiâ P,Q ∈ Hs(ℓ1). Àíàëîãi÷íî, ëiíiéíèé îïåðàòîð Φ : Hb
s(ℓ1) → Hb

s(ℓ1)

íàçèâà¹òüñÿ ìóëüòèïëiêàòèâíèì, ÿêùî Φ(PQ) = Φ(P )Φ(Q) äëÿ âñiõ

ïîëiíîìiâ P,Q ∈ Hb
s(ℓ1).

Îñêiëüêè îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ïðîñòîðó Hb
s(ℓ1) óòâîðþþòü ñêií-

÷åííi äîáóòêè ïîëiíîìiâ Pk, òî êîæåí ìóëüòèïëiêàòèâíèé ôóíêöiîíàë φ

íà Hb
s(ℓ1) ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè íà Pk, k = 1, 2, . . . .

Íàâïàêè, ïîêëàâøè φ(Pk) = ak äëÿ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi ÷èñåë ak,

ìè ìîæåìî îäíîçíà÷íî ïðîäîâæèòè çà ëiíiéíiñòþ i ìóëüòèïëiêàòèâíiñòþ

φ äî ëiíiéíîãî ìóëüòèïëiêàòèâíîãî ôóíêöiîíàëà íà ùiëüíèé ïiäïðîñòið

Ps(ℓ1) ⊂ Hb
s(ℓ1). ßêùî ïðè öüîìó ôóíêöiîíàë φ áóäå îáìåæåíèì, à îòæå,

íåïåðåðâíèì, òî éîãî ìîæíà ïðîäîâæèòè çà íåïåðåðâíiñòþ íà Hb
s(ℓ1). Òà-

êèì ÷èíîì, çàäà÷à îïèñó ìíîæèíè M(Hb
s(ℓ1)) ëiíiéíèõ ìóëüòèïëiêàòèâ-

íèõ ôóíêöiîíàëiâ íà Hb
s(ℓ1) çâîäèòüñÿ äî îïèñó ìíîæèíè ïîñëiäîâíîñòåé

ak, äëÿ ÿêèõ ôóíêöiîíàë φ(Pk) = ak áóäå îáìåæåíèì íà P b
s (ℓ1).
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Ëåìà 4.1.2. Ëiíiéíèé ìóëüòèïëiêàòèâíèé ôóíêöiîíàë φ íà ïiä-

ïðîñòîði ïîëiíîìiâ P b
s (ℓ1) ⊂ Hb

s(ℓ1) áóäå îáìåæåíèì òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè äëÿ ïîñëiäîâíîñòi çíà÷åíü ak = φ(Pk), k ∈ N ìíîæèíà{
aλ√
bλ

=
aλ1 · · · aλn√

bλ
: |λ| = λ1 + · · ·+ λn ∈ N

}
¹ àáñîëþòíî ñóìîâíîþ â êâàäðàòi. Â öüîìó âèïàäêó

‖φ‖2 =
∞∑
n=0

∑
λ1+···+λn=n

|aλ1 · · · aλn |
2

bλ
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f � äîâiëüíèé åëåìåíò ç Hb
s(ℓ1). Çà îçíà÷åííÿì

ïðîñòîðó Hb
s(ℓ1), f ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

f =
∞∑
n=0

∑
|λ|=n

cλPλ, äå ‖f‖2 =
∞∑
n=0

∑
|λ|=n

|cλ|2bλ <∞.

Ïðèïóñòèìî, ùî φ ∈M(Hb
s(ℓ1)). Òîäi

φ(f) =
∞∑
n=0

∑
|λ|=n

cλφ(Pλ) =
∞∑
n=0

∑
|λ|=n

cλaλ <∞.

Ç òîãî, ùî φ(Pλ) = aλ âèïëèâà¹, ùî

φ =
〈
·
∣∣∣ ∞∑
n=0

∑
|λ|=n

aλPλ

|Pλ|2
〉
=
〈
·
∣∣∣ ∞∑
n=0

∑
|λ|=n

aλPλ

bλ

〉
. (4.1.1)

Òîìó

‖φ‖2 = 〈φ|φ〉 =
∞∑
n=0

∑
λ1+···+λn=n

|aλ1 · · · aλn |
2

bλ
.

Íàâïàêè, ÿêùî

∞∑
n=0

∑
λ1+···+λn=n

|aλ1 · · · aλn |
2

bλ
<∞,

òî ôîðìóëà (4.1.1) âèçíà÷à¹ ôóíêöiîíàë

φ(f) =
∞∑
n=0

∑
λ1+···+λn=n

cλφ(Pλ)
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êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Hb
s(ℓ1) i

‖φ‖2 =
∞∑
n=0

∑
λ1+···+λn=n

|aλ1 · · · aλn |
2

bλ
.

�

Îçíà÷åííÿ 4.1.3. Ñêàæåìî, ùî íîðìà ïðîñòîðó Hb
s(ℓ1) ñóáìóëü-

òèïëiêàòèâíà, ÿêùî iñíó¹ êîíñòàíòà C > 0, ÿêà íå çàëåæèòü âiä λ

òàêà, ùî C‖PλPµ‖ ≥ ‖Pλ‖‖Pµ‖ äëÿ äîâiëüíèõ ðîçáèòòiâ λ, µ. Ó âèïàäêó,

ÿêùî ‖PλPµ‖ = ‖Pλ‖‖Pµ‖ äëÿ äîâiëüíèõ ðîçáèòòiâ λ, µ, íîðìà ïðîñòîðó

Hb
s(ℓ1) áóäå íàçèâàòèñü ìóëüòèïëiêàòèâíîþ.

Î÷åâèäíî, ùî íîðìà ïðîñòîðó Hb
s(ℓ1) ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíîãî ðîçáèòòÿ λ = (λ1, . . . , λn), bλ =

bλ1 · · · bλn . Âèïàäîê bλ ≡ 1 ¹, çâè÷àéíî, ïðèêëàäîì ìóëüòèïëiêàòèâíî¨

íîðìè. Ëåãêî áà÷èòè, ùî âèïàäîê bλ = zλ âèçíà÷à¹ ñóáìóëüòèïëiêàòèâíó

àëå íå ìóëüòèïëiêàòèâíó íîðìó. Ïðîòå, ÿêùî çîáðàçèòè λ ó âèãëÿäi

λ = (1m1 , 2m2 , . . . , rmr , . . .),

òî

bλ =
zλ∏

z≥1mr!
=
∏
z≥1

rmr

âèçíà÷à¹ ìóëüòèïëiêàòèâíó íîðìó íà Hb
s(ℓ1). Çàóâàæèìî, ùî íå iñíó¹

ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ íîðìè íà Hb
s(ℓ1) òàêî¨, ùî ðàäióñ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíî-

ñòi âñiõ ôóíêöié ç Hb
s(ℓ1) ¹ íåñêií÷åííèì. Ñïðàâäi, íåõàé ‖P1‖ = c > 0. Ç

ìóëüòèïëiêàòèâíîñòi íîðìè âèïëèâà¹, ùî

‖Pn
1 ‖ =

√
b(1,...,1) =

√
cn.

Òîìó, ç òåîðåìè 3.2.1 ìà¹ìî, ùî ðàäióñ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi r ôóíêöié

ç Hb
s(ℓ1) íå ïåðåâèùó¹

√
c.

Ïîçíà÷èìî Db
2 = {ak : (ak

√
bλk

) ∈ ℓ2, |ak| <
√
bλk

}.
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Äëÿ âèïàäêó ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ íîðìè ìà¹ìî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîpåìà 4.1.4. Ïðèïóñòèìî, ùî íà Hb
s(ℓ1) çàäàíî ìóëüòèïëiêà-

òèâíó íîðìó. Ëiíiéíèé ìóëüòèïëiêàòèâíèé ôóíêöiîíàë φ íà Ps(ℓ1) áó-

äå íåïåðåðâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïîñëiäîâíiñòü a = {ak = φ(Pk)}

íàëåæèòü Db
2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé |ak| <
√
bλk

. Òîäi |ak|/
√
bλk

< 1. Òîìó

∞∑
n=0

∑
λ1+···+λn=n

|aλ1 · · · aλn |
2

bλ1 . . . bλn

=

∞∏
k=1

1

1− |ak|2(bλk
)−1

.

Öåé äîáóòîê ïðàâîðó÷ çáiãà¹òüñÿ, îñêiëüêè ïðîëîãàðèôìóâàâøè, îòðèìà-

¹ìî

∞∑
k=1

∣∣∣− log
1

1− |ak|2(bλk
)−1

∣∣∣ ≤ ∞∑
k=1

|ak|2bλk
= ‖(ak(

√
bλk

)−1)‖2.

Òàêèì ÷èíîì, ç òîãî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (ak/
√
bλk

) ∈ ℓ2, çà ëåìîþ 4.1.2,

ìà¹ìî

‖φ‖2 =
∞∑
n=0

∑
λ1+···+λn=n

|aλ1 · · · aλn |2

bλ1 . . . bλn

=
∞∏
k=1

1

1− |ak|2(b−1
λk

)
≤ e∥(ak/

√
bλk )∥

2

i, îòæå, φ � îáìåæåíèé ôóíêöiîíàë.

Íàâïàêè, ÿêùî φ � îáìåæåíèé ôóíêöiîíàë, òî

∞∑
k=1

|ak|2/bλk
≤

∞∑
n=0

∑
λ1+···+λn=n

|aλ1 · · · aλn |2

bλ1 . . . bλn

= ‖φ‖2.

Òîìó ïîñëiäîâíiñòü (ak/
√
bλk

) ∈ ℓ2.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî k, |ak|/
√
bλk

≥ 1. Ðîçãëÿíåìî åëåìåíò

f ∈ Hb
s(ℓ1) âèãëÿäó

f =
∞∑

m=1

Pm
k

(bλk
)m/2m

.
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Î÷åâèäíî, ùî

‖f‖2 =

∣∣∣∣∣
∞∑

m=1

1

m2

∣∣∣∣∣ <∞.

Òîäi

φ(f) =

∞∑
m=1

amk
m(bλk

)m/2
=

∞∑
m=1

(
ak√
bλk

)m
1

m
= ∞,

òîáòî â öüîìó âèïàäêó φ íå âèçíà÷åíèé íà Hb
s(ℓ1). Îòæå, |ak| < 1 äëÿ

êîæíîãî k, òîáòî a ∈ Db
2. �

Çàóâàæèìî, ùî ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ïîêàçàíî, ùî ôóíêöiîíàë

çíà÷åííÿ â òî÷öi δx(f) = f(x), f ∈ Hs(ℓ1) áóäå íåïåðåðâíèì ìóëüòèïëiêà-

òèâíèì ôóíêöiîíàëîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

x ∈ Ω = {x ∈ ℓ1 : |Pk(x)| < 1, k ∈ N}.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî φ = δx äëÿ äåÿêîãî x ∈ ℓ1 i |ak| = |φ(Pk)| = |Pk(x)| <

1, òî a = {ak} àâòîìàòè÷íî íàëåæèòü ìíîæèíi D2 ⊂ ℓ2.

Ïîêàæåìî, ùî iñíóþòü åëåìåíòè çM(Hs(ℓ1)), ÿêi íå ¹ ôóíêöiîíàëà-

ìè çíà÷åííÿ â òî÷öi.

Ïpèêëàä 4.1.5. Ðîçãëÿíåìî ñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü

{a1, . . . , am : |ai| < 1}, äëÿ ÿêî¨ íå âñi ai = 0. Çà òåîðåìîþ 4.1.4, äëÿ

áóäü-ÿêî¨ òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi iñíó¹ òàêèé ôóíêöiîíàë φ ∈ M(Hs(ℓ1))

òàêèé, ùî φ(Pk) = ak, 1 ≤ k ≤ m i φ(Pk) = 0, k > m. Ç ðîáîòè [26]

âiäîìî, ùî íå iñíó¹ åëåìåíòà x ∈ ℓ1, äëÿ ÿêîãî φ(Pk) = δx(Pk) äëÿ âñiõ

k. Òîìó, φ íå ¹ ôóíêöiîíàëîì çíà÷åííÿ â òî÷öi.

Ïpèêëàä 4.1.6. Íåõàé

z = {zn : |zn| < 1, ∀n ∈ N}
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� äåÿêà îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü òàêà, ùî äëÿ äåÿêîãî m ∈ N
∞∑
n=1

|zn|m+1 <∞ i ðÿä

∞∑
n=1

zkn

çáiãà¹òüñÿ óìîâíî (àëå íå àáñîëþòíî) äëÿ âñiõ k ≤ m. Òîäi

Pk(z) :=
∞∑
n=1

zkn

¹ âèçíà÷åíi äëÿ âñiõ k ∈ N i {ak} = {Pk(z)} ∈ ℓ2.

Çà òåîðåìîþ 4.1.4 iñíó¹ ôóíêöiîíàë φ ∈ M(Hs(ℓ1)) òàêèé, ùî

φ(Pk) = Pk(z). Àëå z /∈ ℓ1, òîìó φ íå ¹ ôóíêöiîíàëîì çíà÷åííÿ â òî-

÷öi.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hs ïðîñòið H
b
s(ℓ1) äëÿ âèïàäêó bλ ≥ |λ!|. Ó ïîïå-

ðåäíüîìó ðîçäiëi áóëî ïîêàçàíî, ùî Hs � ùiëüíèé ïiäïðîñòið â àëãåáði

ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié Hbs(ℓ1) íà ℓ1. Òàêèì ÷èíîì, êîæåí õà-

ðàêòåð àëãåáðè Hbs(ℓ1) áóäå ëiíiéíèì ìóëüòèïëiêàòèâíèì ôóíêöiîíàëîì

íà Hs. Çîêðåìà, ñåðåä õàðàêòåðiâ Hbs(ℓ1) ¹ îäíîïàðàìåòðè÷íà ñiì'ÿ ψs,

s ∈ C òàêà, ùî

ψs(P ) = lim
n→∞

P
( s
n
,
s

n
, . . . ,

s

n︸ ︷︷ ︸
n

, 0, 0, . . .
)
.

Ïðè öüîìó ψs(P1) = s i ψs(Pk) = 0 äëÿ k > 1. Î÷åâèäíî, ùî ôóíêöiîíàë

ψs íà Hs ìà¹ âèãëÿä ψs(f) = 〈f |sP1〉. Â ïîäiáíèé ñïîñiá ψs,k(f) =
〈f |sPk〉
‖Pk‖2

ìîæíà çàäàòè ìóëüòèïëiêàòèâíi ôóíêöiîíàëè íà Hs òàêi, ùî ψs,k(Pn) =

sδkn äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ s (äèâ. íàñòóïíå òâåðäæåííÿ). Ïðîòå, ôóíêöiî-

íàëè ψs,k âæå íå áóäóòü íåïåðåðâíèìè â òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó Hbs(ℓ1) [36].

Òîáòî, íå âñi ìóëüòèïëiêàòèâíi ôóíêöiîíàëè íà ïðîñòîði Hs ïðîäîâæóþ-

òüñÿ äî õàðàêòåðiâ àëãåáðè Hbs(ℓ1).

Àíàëîãè ôóíêöiîíàëiâ ψs,k iñíóþòü äëÿ øèðîêîãî êëàñó ïðîñòîðiâ

Hb
s(ℓ1).
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Ëåìà 4.1.7. Íà ïðîñòîði Hb
s(ℓ1) ç ñóáìóëüòèïëiêàòèâíîþ íîðìîþ

‖ · ‖ iñíó¹ ìóëüòèïëiêàòèâíà ãiëüáåðòîâà íîðìà ||| · |||, íåïåðåðâíà âiä-

íîñíî ‖ · ‖ i áàçèñ {Pλ} áóäå îðòîãîíàëüíèì ó
(
Hb

s(ℓ1), ||| · |||
)
.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ òîãî, ùîá âèçíà÷èòè íîðìó íà ãiëüáåðòîâîìó ïðî-

ñòîði, äîñòàòíüî ¨¨ âèçíà÷èòè íà îðòîãîíàëüíîìó áàçèñi {Pλ}. Ïîêëàäåìî

|||Pk||| = ‖Pk‖, k ∈ N i ÿêùî λ = (λ1, . . . , λm), òî

|||Pλ||| := |||Pλ1 ||| · · · |||Pλm |||.

Òàêèì, ÷èíîì, óìîâà ìóëüòèïëiêàòèâíîñòi äëÿ íîðìè ||| · ||| âèêîíó¹òüñÿ.

Ïîêàæåìî, ùî öÿ íîðìà ¹ íåïåðåðâíîþ âiäíîñíî ‖ · ‖ i êîðåêòíî âèçíà÷å-

íîþ íà âñüîìó ïðîñòîði. Ç óìîâè îðòîãîíàëüíîñòi {Pλ} i óìîâè ñóáìóëü-

òèïëiêàòèâíîñòi, äëÿ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ ñóìè
∑

λ cλPλ ∈ Hb
s(ℓ1) ìà¹ìî:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∑

λ

cλPλ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣2 =∑
λ

|cλ|2|||Pλ|||2 =
∑

λ=(λ1,...,λm)

|cλ|2‖Pλ1‖2 · · · ‖Pλm‖2

≤ C
∑

λ=(λ1,...,λm)

|cλ|2‖Pλ1 · · ·Pλm‖2 = C
∥∥∥∑

λ

cλPλ

∥∥∥2
äëÿ äåÿêî¨ êîíñòàíòè C > 0. Îòæå, íîðìà ||| · ||| ¹ îáìåæåíîþ, à òîìó

íåïåðåðâíîþ âiäíîñíî íîðìè ‖ · ‖ i, òîìó áóäå êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ íà

âñüîìó ïðîñòîði Hb
s(ℓ1). �

Òâåpäæåííÿ 4.1.8. Ó ïðîñòîði Hb
s(ℓ1) ç ñóáìóëüòèïëiêàòèâ-

íîþ íîðìîþ iñíóþòü íåïåðåðâíi ìóëüòèïëiêàòèâíi ôóíêöiîíàëè ψs,k,

ψs,k(Pn) = sδkn äëÿ òèõ i òiëüêè òèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë s, ÿêi çàäî-

âîëüíÿþòü íåðiâíiñòü |s| <
√
bλk

= ‖Pk‖.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé íîðìà ïðîñòîðó Hb
s(ℓ1) � ìóëüòèïëiêàòèâíà.

Çà òåîðåìîþ 4.1.4 ìóëüòèïëiêàòèâíèé ôóíêöiîíàë ψs,k áóäå íåïåðåðâíèì

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè |s| = |ψs,k(Pk)| < bλk
. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó

ñóáìóëüòèïëiêàòèâíî¨ íîðìè, çà ëåìîþ 4.1.7 íà Hb
s(ℓ1) iñíó¹ íåïåðåðâíà
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ìóëüòèïëiêàòèâíà íîðìà ||| · |||. Çà äîâåäåíèì âèùå, ôóíêöiîíàëè ψs,k ¹

îáìåæåíèìè âiäíîñíî öi¹¨ íîðìè. Òîìó âîíè áóäóòü îáìåæåíèìè i âiäíî-

ñíî íîðìè ‖ · ‖. �

Ïîçíà÷èìî ψk :=
√
bkψ1,k = ‖Pk‖ψ1,k, k ∈ N. Òîäi

‖ψk‖ = ψk

( Pk

‖Pk‖

)
= 1

i ôóíêöiîíàëè {ψk} ¹ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèìè â ïðîñòîði ëiíiéíèõ íå-

ïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà Hb
s(ℓ1). Ïîçíà÷èìî Eb � çàìêíåíó ëiíiéíó

îáîëîíêó ôóíêöiîíàëiâ ψk, k ∈ N.

Òâåpäæåííÿ 4.1.9. Äëÿ êîæíîãî x ∈ Ωb ôóíêöiîíàë δx ∈ Eb.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ôóíêöiîíàëè ψk áiîðòîãîíàëüíi äî ïîëiíîìiâ
Pk

‖Pk‖
, òî

〈δx, ψk〉 = δx

( Pk

‖Pk‖

)
=
Pk(x)

‖Pk‖
.

Òîìó ôóíêöiîíàë δx ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ {〈δx, ψk〉} i,

îñêiëüêè δx ìóëüòèïëiêàòèâíèé, òî çà òåîðåìîþ 4.1.4

|δx(Pk)| = |Pk(x)| ≤
√
bk = ‖Pk‖.

Òàêèì ÷èíîì, ïîêëàâøè ak = Pk(x), çà ëåìîþ 4.1.2 ìà¹ìî∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

〈δx, ψk〉ψk

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑
k=1

|Pk(x)|2

‖Pk‖2
=

∞∑
k=1

|ak|2

bk
<∞.

Îòæå, åëåìåíò

δx =

∞∑
k=1

〈δx, ψk〉ψk

íàëåæèòü ïðîñòîðó Eb. �
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Òåîpåìà 4.1.10. Íåõàé íà ïðîñòîði Hb
s(ℓ1) çàäàíî ñóáìóëüòèïëi-

êàòèâíó íîðìó. Òîäi iñíó¹ àáñòðàêòíèé ïðîñòið Ôîêà Fb
η íàä ãiëüáåðòî-

âèì ïðîñòîðîì Eb i óíiòàðíèé ái¹êòèâíèé îïåðàòîð U : Hb
s(ℓ1) → Hb

η =

(Fb
η)

∗ òàêèé, ùî

f(x) =
〈
η(δx),U(f)

〉
Fb

η

=

〈
η
( ∞∑

k=1

〈δx, ψk〉Eb
ψk

)
,U(f)

〉
Fb

η

,

äå U(f) = 〈·,U(f)〉Hb
η
∈ F b

η i âiäîáðàæåííÿ η : Eb → F b
η âèçíà÷åíî ôîðìó-

ëîþ

η
( ∞∑

n=1

ynψn

)
=

∞∑
n=1

∑
|λ|=n

bk1i1 · · · bknin
bλ

yk1i1 · · · yknin ψ
k1
i1

⊗s · · · ⊗s ψ
kn
in
, (4.1.2)

λ = (ik11 , i
k2
2 , . . . , i

kn
n ).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî àáñòðàêòíèé ïðîñòið Ôîêà Fb
η íàä ïðîñòî-

ðîì Eb, ç òâiðíîþ ôóíêöi¹þ η, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (4.1.2). Ç ðå-

çóëüòàòiâ, íàâåäåíèõ ó ïiäðîçäiëi 2.5 ìà¹ìî, ùî

‖ψk1
i1

⊗s · · · ⊗s ψ
kn
in
‖2Fb

η
=

bλ

bk1i1 · · · bknin
.

Ç iíøîãî áîêó, ç òåîðåìè 2.5.1 ìà¹ìî, ùî〈
η(δx), ψ

k1
i1

⊗s · · · ⊗s ψ
kn
in

〉
Fb

η

=

〈
η
( ∞∑

k=1

〈δx, ψk〉Eb
ψk

)
, ψk1

i1
⊗s · · · ⊗s ψ

kn
in

〉
Fb

η

= 〈δx, ψi1〉
k1 · · · 〈δx, ψin〉

kn =
P k1
i1
(x)

(
√
bi1)

k1
· · ·

P kn
in

(x)

(
√
bin)

kn
=

Pλ(x)√
bk1i1 · · · bknin

.

Âèçíà÷èìî îïåðàòîð U : Hb
s(ℓ1) → (Fb

η)
∗ íà îðòîãîíàëüíîìó áàçèñi òàêèì

÷èíîì

U : Pλ 7→
〈
·, ψλ

√
bk1i1 · · · bknin

〉
Fb

η

,
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äå ψλ = ψk1
i1

⊗s · · · ⊗s ψ
kn
in
. Òîäi, äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Hb

s(ℓ1),

f(x) =
∑
λ

cλPλ(x)

ìà¹ìî, ùî 〈
η(δx),U

(∑
λ

cλPλ(x)
)〉

Fb
η

= f(x).

Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàëè øóêàíó ðiâíiñòü. Êðiì òîãî,

‖ψλ‖
√
bk1i1 · · · bknin =

√
bλ = ‖Pλ‖.

Îòæå, U âiäîáðàæà¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â îðòîíîðìîâàíèé, çáåðiãàþ-

÷è íîðìó áàçèñíèõ âåêòîðiâ. Òîìó U ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì. �
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4.2. Îïåðàòîðè êîìïîçèöi¨ íà Hb
s(ℓ1)

Ðîçãëÿíåìî íà ïðîñòîði ℓ1 òàêå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi: x ∼ y,

ÿêùî Pk(x) = Pk(y), ∀k ∈ N. Ïîçíà÷èìî ℓ1/ ∼ ìíîæèíó êëàñiâ åêâiâà-

ëåíòíîñòi i [x] � êëàñ, ÿêèé ìiñòèòü åëåìåíò x. Âiäîìî (äèâ. [36]), ùî

ℓ1/ ∼ íå ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Ïðîòå, ëåãêî áà÷èòè, ùî ÿêùî [x] = [y],

òî ‖x‖ = ‖y‖. Òîìó ìè áóäåìî ïèñàòè ‖[x]‖ = ‖x‖.

Ïiä îïåðàòîðîì êîìïîçèöi¨ CF áóäåìî ðîçóìiòè íåïåðåðâíèé îïå-

ðàòîð CF : Hb
s(ℓ1) → Hb

s(ℓ1), äëÿ ÿêîãî iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ F : ℓ1/ ∼→

M(Hs(ℓ1)) òàêå, ùî CF (f) = f̂ ◦ F, äå f̂(φ) = φ(f), ∀φ ∈ M(Hs(ℓ1)).

Çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîðè êîìïîçèöi¨ ¹ ïðèêëàäàìè ìóëüòèïëiêàòèâíèõ

îïåðàòîðiâ.

Ïîçíà÷èìî B̃1 = {[x] ∈ ℓ1/ ∼: ‖x‖ < 1}. Çàóâàæèìî, ùî B̃1 ìîæíà

ðîçãëÿäàòè ÿê ïiäìíîæèíó óM(Hs(ℓ1)). Íàãàäàéìî, ùî ñèìâîëîì Hs(ℓ1)

ìè ïîçíà÷à¹ìî ïðîñòið Hb
s(ℓ1) äëÿ âèïàäêó bλ ≡ 1.

Íåõàé h(t) � äåÿêà ôóíêöiÿ îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, àíàëiòè÷íà

ó âiäêðèòîìó êðóçi |t| < 1 i ìà¹ àáñîëþòíî çáiæíèé ðÿä Òåéëîðà. Ðîçãëÿ-

íåìî âiäîáðàæåííÿ Fh : B̃1 → ℓ1/ ∼, âèçíà÷åíå òàêèì ÷èíîì:

Fh([x]) = [(h(x1), h(x2), . . . , h(xn), . . .)], x ∈ B̃1.

Î÷åâèäíî, ùî çíà÷åííÿ Fh íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðåäñòàâíèêà x ∈ [x].

Ïîêàæåìî, ùî Fh([x]) ∈ ℓ1/ ∼ äëÿ êîæíîãî x ∈ ℓ1, ‖x‖ < 1. Ñïðàâäi,

íåõàé h(t) =
∞∑
k=0

hkt
k � ðîçêëàä ôóíêöi¨ h ó ðÿä Òåéëîðà. Òîäi

‖Fh([x])‖ =
∞∑
n=0

|h(xn)| ≤
∞∑
n=0

∞∑
k=0

|hk||xn|k

=
∞∑
k=0

|hk|
∞∑
n=0

|xn|k ≤
∞∑
k=0

|hk| <∞.
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Ïîçíà÷èìî W àëãåáðó âñiõ àíàëiòè÷íèõ â êðóçi ôóíêöié îäíi¹¨ çìiííî¨ ç

àáñîëþòíî çáiæíèì ðÿäîì Òåéëîðà. Âiäîìî, ùî W � áàíàõîâà àëãåáðà

âiäíîñíî íîðìè ‖h‖ =

∞∑
k=0

|hk|.

Òåîpåìà 4.2.1. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ h ∈W òàêî¨, ùî ‖h‖ = r < 1 i

h(0) = 0 îïåðàòîð êîìïîçèöi¨ CFh
: f → f ◦Fh ¹ íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì

ç Hs(ℓ1) â Hs(ℓ1).

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî

CFh
(Pm)(x) = Pm(Fh(x)) =

∞∑
n=1

hm(xn) =
∞∑
n=1

( ∞∑
k=1

hkx
k
n

)m
=

∞∑
n=1

∞∑
k1,...,km=1

hk1 · · ·hkmxk1+···+km
n =

∞∑
k1,...,km=1

hk1 · · ·hkmPk1+···+km(x).

Òîìó

‖Pm ◦ Fh‖2 =
∞∑

k1,...,km=0

|hk1 |2 · · · |hkm |2 =

( ∞∑
k=0

|hk|2
)m

≤ ‖h‖2m = r2m ≤ 1.

Àíàëîãi÷íî äëÿ Pλ = Pλ1Pλ2 · · ·Pλn ,

‖Pλ ◦ Fh‖2 ≤ r2(λ1+···+λn).

Íåõàé f ∈ Hs(ℓ1), f =
∞∑
n=0

∑
|λ|=n

cλPλ,
∑

|cλ|2 = ‖f‖2. Òîäi

‖CFh
(f)‖ = ‖f ◦ Fh‖ ≤

∞∑
n=0

∑
|λ|=n

|cλ|‖Pλ ◦ Fn‖ ≤

‖f‖
∞∑
n=0

∑
|λ|=n

rn = ‖f‖
∑
n=0

p(n)rn,

äå p(n) � êiëüêiñòü ðîçáèòòiâ íàòóðàëüíîãî n íà íàòóðàëüíi äîäàíêè.

Ç âiäîìî¨ àñèìïòîòè÷íî¨ ôîðìóëè (3.2.3) âèïëèâà¹, ùî ðÿä
∞∑
n=0

p(n)rn
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çáiãà¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî r, |r| < 1. Òîìó îïåðàòîð CFh
� îáìåæåíèé i

‖CFh
‖ ≤

∞∑
n=0

p(n)rn. �

Íà ìíîæèíi ℓ1/ ∼ ââåäåìî íàñòóïíi îïåðàöi¨. Äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ ℓ1

ïîçíà÷èìî

[x] • [y] = [(x1, y1, x2, y2, . . .)]

� êëàñ, ÿêèé ìiñòèòü åëåìåíò ç ℓ1, ùî ìà¹ âñi êîîðäèíàòè âåêòîðà x òà

âåêòîðà y.

[x] � [y] = [(x1y1, x2y1, . . . , x1y2, . . . , xiyj , . . .)]

� êëàñ, ÿêèé ìiñòèòü åëåìåíò ç ℓ1, êîîðäèíàòè ÿêîãî ¹ âñåìîæëèâi ïîïàðíi

äîáóòêè êîîðäèíàò âåêòîðà x íà êîîðäèíàòè âåêòîðà y. Î÷åâèäíî, ùî

âêàçàíi îïåðàöi¨ êîðåêòíî âèçíà÷åíi íà âñiõ [x], [y] ∈ ℓ1 i ‖[x] • [y]‖ =

‖x‖+ ‖y‖, ‖[x] � [y]‖ = ‖x‖‖y‖.

Çàóâàæèìî, ùî Pλ(x � y) = Pλ(x)Pλ(y) i Pm(x • y) = Pm(x) + Pm(y).

Òâåpäæåííÿ 4.2.2. Äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ Ωb i f ∈ Hb
s(ℓ1), åëåìåíò

f(x�y) ∈ Hb
s(ℓ1) i îïåðàòîð My : f(x) 7→ f(x�y) ¹ íåïåðåðâíèì íà Hb

s(ℓ1)

i ‖My‖ = sup
λ

∣∣∣Pλ(y)√
bλ

∣∣∣.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé f =

∞∑
n=0

∑
|λ|=n

cλPλ. Òîäi

‖My(f)‖2 =
∥∥∥ ∞∑
n=0

∑
|λ|=n

cλMy(Pλ)
∥∥∥2 =

=
∥∥∥ ∞∑
n=0

∑
|λ|=n

cλPλ(y)Pλ

∥∥∥2 = ∞∑
n=0

∑
|λ|=n

∣∣cλPλ(y)
∣∣2 ≤

≤ sup
λ

∣∣∣Pλ(y)√
bλ

∣∣∣2 ∞∑
n=0

∑
|λ|=n

∣∣cλ∣∣2 = sup
λ

∣∣∣Pλ(y)√
bλ

∣∣∣2‖f‖2.
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Òàêèì ÷èíîìMy � îáìåæåíèé îïåðàòîð êîìïîçèöi¨ i ‖My‖ ≤ sup
λ

∣∣∣Pλ(y)√
bλ

∣∣∣.
Ç iíøîãî áîêó, î÷åâèäíî ùî öåé ñóïðåìóì äîñÿãà¹òüñÿ íà ìíîæèíi

Pλ(y)√
bλ

. Òîìó ‖My‖ = sup
λ

∣∣∣Pλ(y)√
bλ

∣∣∣.
�

Òâåðäæåííÿ 4.2.2 äîâåäåíî áåç ôîðìàëüíîãî ïðèïóùåííÿ ïðî òå,

ùî x � y ∈ Ωb. Ïðîòå, ÿêùî x � y /∈ Ωb, òî çíàéäåòüñÿ ôóíêöiÿ ç Hb
s(ℓ),

ÿêà íå âèçíà÷åíà â òî÷öi x � y. Òîìó, â öüîìó âèïàäêó, îïåðàòîð My íå

ìîæå áóòè âèçíà÷åíèì íà âñüîìó ïðîñòîðiHb
s(ℓ). Òàêèì ÷èíîì, ìè äîâåëè

òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 4.2.3. Ìíîæèíà Ωb ¹ íàïiâãðóïîþ âiäíîñíî îïåðàöi¨ ”�”.

Çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîð f(x) → f(x • y) ¹, â çàãàëüíîìó âèïàäêó,

íåîáìåæåíèì, ÿêùî y 6= 0. Ñïðàâäi, ÿêùî y � òàêèé âåêòîð ç ℓ1, ùî

x • y /∈ Ωb, äëÿ äåÿêîãî x ∈ Ωb, òî îïåðàòîð f(x) → f(x • y) âèçíà÷íèé

íå äëÿ âñiõ f ∈ Hb
s(ℓ). Ç iíøîãî áîêó, öåé îïåðàòîð çàâæäè âèçíà÷åíèé

íà ùiëüíîìó ïiäïðîñòîði ïîëiíîìiâ. Òîìó, çîêðåìà, â öüîìó âèïàäêó, öåé

îïåðàòîð áóäå íåîáìåæåíèì. Äåòàëüíiøå ìè ðîçãëÿíåìî öåé îïåðàòîð ó

íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ.

Òåîpåìà 4.2.4. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ ïðîñòîðó Hb
s(ℓ1) ìíîæèíà

ôóíêöiîíàëiâ δx, x ∈ Ωb ðîçäiëÿ¹ òî÷êè ïðîñòîðó Hb
s(ℓ1) (òîáòî âèêî-

íóþòüñÿ óìîâè òâåðäæåííÿ 3.5.5). Íåõàé A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà

Hb
s(ℓ1), ÿêèé êîìóòó¹ ç îïåðàòîðîì My äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ Ωb. Òîäi äëÿ

êîæíîãî ðîçáèòòÿ λ iñíó¹ ÷èñëî aλ ∈ C òàêå, ùî

A(Pλ) = aλPλ. (4.2.1)

Iíøèìè ñëîâàìè A � íîðìàëüíèé îïåðàòîð, Pλ � íàáið âëàñíèõ âåêòî-

ðiâ, à {aλ} � òî÷êîâèé ñïåêòð îïåðàòîðà A.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A(Pλ) = f =
∑
µ

cµPµ ∈ Hs(ℓ1).

Òîäi ∀y ∈ Ωb

My(A(Pλ)) =
∑
µ

cµPµ(y)Pµ = A(My(Pλ)) = Pλ(y)
∑
µ

cµPµ.

Ç öi¹¨ ðiâíîñòi îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî ðîçáèòòÿ µ

cµPµ(y) = cµPλ(y).

Îñêiëüêè öå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ y ∈ Ωb, òî, âèõîðèñòîâóþ÷è òîé ôàêò,

ùî ôóíêöiîíàëè çíà÷åíü â òî÷êàõ Ωb ðîçäiëÿþòü åëåìåíòè ïðîñòîðó

Hs(ℓ1), ìà¹ìî, ùî cµ = 0 äëÿ µ 6= λ. Òàêèì ÷èíîì, îïåðàòîð A â áàçèñi

Pλ ìà¹ âèãëÿä A(Pλ) = cλPλ. Çàëèøèëîñü ïîêëàñòè aλ := cλ. �

Î÷åâèäíî, ùî âiðíî é íàâïàêè: êîæåí îïåðàòîð âèãëÿäó 4.2.1 êîìó-

òó¹ ç My, y ∈ Ωb.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó, ÿêùî y ∈ ℓ1, îïåðàòîð f(x) 7→ f(x�y) ¹ âèçíà-

÷åíèì íà äåÿêîìó ùiëüíîìó ïiäïðîñòîði D(My) â H
b
s(ℓ1), ÿêèé ìiñòèòü

âñi ïîëiíîìè ç Hb
s(ℓ1). Ìè áóäåìî çáåðiãàòè ïîçíà÷åííÿ My äëÿ öüîãî

îïåðàòîðà, ïðèïóñêàþ÷è ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ D(My) ¹ ìàêñèìàëüíîþ.

Òâåpäæåííÿ 4.2.5. Îïåðàòîð My, y ∈ ℓ1 ìà¹ äiàãîíàëüíèé âèãëÿä

ó áàçèñi Pλ ïðîñòîðó Hb
s(ℓ1). ßêùî y ∈ Ωb, òî My ¹ íîðìàëüíèì.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøà ÷àñòèíà òâåðäæåííÿ î÷åâèäíà, îñêiëüêè

My(Pλ) = Pλ(y)Pλ. Òîìó M∗
y (Pλ) = Pλ(y)Pλ, äå ðèñêà çâåðõó îçíà÷à¹

êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ. Òîìó, ó âèïàäêó êîëè y ∈ Ωλ, My ¹ íåïåðåðâíèì

i, îòæå, íîðìàëüíèì. �
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Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà y ∈ ℓ1, y = (y1, y2, . . .) ïîçíà÷èìî y =

(y1, y2, . . .) i áóäåìî íàçèâàòè y êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèì äî y. Ñêàæåìî,

ùî y ∈ ℓ1 ¹ ñàìîñïðÿæåíèì åëåìåíòîì, ÿêùî y ∼ y, òîáòî [y] = [y].

Òâåpäæåííÿ 4.2.6. Íåõàé y ∈ ℓ1. Íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíè-

ìè:

1. y ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

2. Pn(y) ∈ R äëÿ êîæíîãî n ∈ N.

3. P (y) ∈ R äëÿ êîæíîãî ïîëiíîìà P ∈ Ps(ℓ1).

4. My ¹ ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì.

Äîâåäåííÿ. (1 ⇒ 2) ßêùî y � ñàìîñïðÿæåíèé, òî [y] = [y], òîìó

Pn(y) = Pn(y), n ∈ N. Ç iíøîãî áîêó Pn(y) = Pn(y). Òîìó Pn(y) = Pn(y)

i, îòæå Pn(y) ∈ R.

(2⇒ 3) Îñêiëüêè {Pn}∞n=1 ¹ àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì â Ps(ℓ1), òî ç òîãî,

ùî Pn(y) ∈ R, n ∈ N âèïëèâà¹, ùî P (y) ∈ R äëÿ êîæíîãî P ∈ Ps(ℓ1).

(3 ⇒ 2) Î÷åâèäíî, îñêiëüêè Pn ∈ Ps(ℓ1), n ∈ N.

(3 ⇒ 4) Âðàõîâóþ÷è, ùî îïåðàòîð My ìà¹ äiàãîíàëüíèé âèãëÿä,

îáëàñòü âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà My ¹ ìàêñèìàëüíîþ i âñi Pλ(y) ∈ R îòðè-

ìó¹ìî, ùî My � ñàìîñïðÿæåíèé.

(4⇒ 1) Ç òîãî, ùîMy � ñàìîñïðÿæåíèé, ìà¹ìî, ùî âëàñíi çíà÷åííÿ

My ¹ äiéñíi. Çîêðåìà Pλ(y) ∈ R. �

Çàóâàæèìî, ùî ñïåêòðîì îïåðàòîðà My áóäå çàìèêàííÿ ìíîæèíè

{Pλ(y)} ⊂ C, äå λ ïðîáiãà¹ ìíîæèíó ðîçáèòòiâ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Îá÷èñëèìî Gn(x � y) i Hn(x � y).

Òåîpåìà 4.2.7. Íåõàé y ∈ ℓ1. Òîäi ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi ðiâíîñòi

Gn(x � y) =
∑
|λ|=n

Mλ(y)Gλ(x)
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òà

Hn(x � y) =
∑
|λ|=n

Mλ(y)Hλ(x).

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨ ïîñëiäîâíîñòi

{Gn} ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü
∞∑
n=0

Gn(tx) =

∞∑
n=0

tnGn(x) =

∞∏
i=1

(1 + txi)

(äèâ. íàïð. [76], [71]).

Öÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ òèõ t òà x, äëÿ ÿêèõ ðÿäè çáiãàþòüñÿ.

Çîêðåìà, äëÿ ‖x‖ ≤ 1, |t| < 1. Òîìó

∞∑
n=0

Gn(x � y) =
∞∏

i,j=1

(1 + yjxi) =

∞∏
i=1

(1 + y1xi)

∞∏
i=1

(1 + y2xi) . . .

∞∏
i=1

(1 + yjxi) . . . =

∞∑
n=0

yn1Gn(x)
∞∑
n=0

yn2Gn(x) . . .
∞∑
n=0

ynj Gn(x) . . .

∞∑
n=0

∑
k1+...+kn=n

∑
j1<j2<...<jn

yk1j1 y
k2
j2
. . . yknjnGk1(x) . . . Gkn(x) =

∞∑
n=0

∑
|λ|=n

Mλ(y)Gλ(x).

Àíàëîãi÷íî, äëÿ ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨ ïîñëiäîâíîñòi {Hn} ìà¹ìî
∞∑
n=0

Hn(tx) =
∞∑
n=0

tnHn(x) =
∞∏
i=1

( 1

1− txi

)
.

Òîìó
∞∑
n=0

Hn(x � y) =
∞∏

i,j=1

( 1

1− yjxi

)
=

∞∏
i=1

( 1

1− y1xi

) ∞∏
i=1

( 1

1− y2xi

)
. . .

∞∏
i=1

( 1

1− yjxi

)
. . . =
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∞∑
n=0

yn1Hn(x)
∞∑
n=0

yn2Hn(x) . . .
∞∑
n=0

ynjHn(x) . . . =

∞∑
n=0

∑
|λ|=n

Mλ(y)Hλ(x).

�
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4.3. Áiîðòîãîíàëüíi áàçèñè â Hz
s (ℓ1)

Òåîpåìà 4.3.1. Â ïðîñòîði Hz
s (ℓ1) ëiíiéíi áàçèñè {Hλ} i {Mλ} ¹

áiîðòîãîíàëüíèìè, òîáòî 〈Hλ,Mµ〉 = δλ,µ äëÿ äîâiëüíèõ ðîçáèòòiâ λ, µ.

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 4.2.7 òà ôîðìóëó (3.1.3) ó òâåð-

äæåííi 3.1.2 ìà¹ìî∑
|λ|=n

Hλ(x)Mλ(y) = Hn(x � y) =
∑
|λ|=n

z−1
λ Pλ(x � y) =

∑
|λ|=n

z−1
λ Pλ(x)Pλ(y).

Òîìó 〈 ∑
|λ|=n

Hλ(·)Mλ(y),Mµ(·)
〉
=
∑
|λ|=n

z−1
λ Pλ(y)〈Pλ,Mµ〉.

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè
Pλ√
zλ

� îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ,

Mµ =
∑
λ

〈 Pλ√
zλ
,Mµ

〉 Pλ√
zλ

=
∑

|λ|=|µ|=n

〈 Pλ√
zλ
,Mµ

〉 Pλ√
zλ

i ÿêùî âèáðàòè y òàê, ùî ôóíêöiîíàë δ : f 7→ f(y), f ∈ Hz
s (ℓ1) íåïå-

ðåðâíèé (òîáòî y ∈ Ω) òî

δy(Mµ) =Mµ(y) =
∑
|λ|=n

z−1
λ Pλ(y)〈Pλ,Mµ〉.

Îòæå 〈 ∑
|λ|=n

Hλ(·)Mλ(y),Mµ(·)
〉
=
∑
|λ|=n

Mλ(y)〈Hλ,Mµ〉 =Mµ(y).

Îñêiëüêè öå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ y ∈ Ω i ìíîæèíà òàêèõ y ðîçäiëÿ¹

åëåìåíòè ïðîñòîðó Hz
s (ℓ1), òî

〈Hλ,Mµ〉 = δλ,µ.

�
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Ïîçíà÷èìî ω : Hb
s(ℓ1) → Hb

s(ℓ1) ëiíiéíèé ìóëüòèïëiêàòèâíèé îïåðà-

òîð, âèçíà÷åíèé íà ïîëiíîìàõ Pn íàñòóïíèì ÷èíîì: ω(Pn) = (−1)n−1Pn.

Âíàñëiäîê ìóëüòèïëiêàòèâíîñòi ω ìà¹ìî, ùî äëÿ λ = (λ1, . . . , λm) =

(1m1 , 2m2 , . . . , zmr), |λ| = n

ω
(
Pλ

)
= (−1)(1−1)m1(−1)(2−1)m2 · · · (−1)(r−1)mrPm1

1 Pm2
2 · · ·Pmr

r =

(−1)n−(m1+...+mr)Pλ.

Ç êîìáiíàòîðèêè âiäîìî (äèâ. [76] ñ. 12 ), ùî âiäîáðàæåííÿ ω ìà¹ âëàñòè-

âiñòü:

ω(Gλ) = Hλ i ω(Hλ) = Gλ (4.3.1)

äëÿ êîæíîãî ðîçáèòòÿ λ.

Òâåpäæåííÿ 4.3.2. Îïåðàòîð ω : Hb
s(ℓ1) → Hb

s(ℓ1) ¹ óíiòàðíèì

îïåðàòîðîì i ω2 = I, äå I � îäèíè÷íèé îïåðàòîð.

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà ω áà÷èìî, ùî ω � íåïåðåðâíèé

òà içîìåòðè÷íèé. Êðiì òîãî, ç (4.3.1) âèïëèâà¹, ùî ω2 = I. Òîìó ω∗ = ω =

ω−1. Îòæå, ω � óíiòàðíèé. �

Çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîð ω áóäå íåîáìåæåíèì â òîïîëîãi¨ ðiâíîìið-

íî¨ çáiæíîñòi íà îáìåæåíèõ ïiäìíîæèíàõ ïðîñòîðó ℓ1 [37].

Ïîçíà÷èìî M̃λ = ω(Mλ).

Íàñëiäîê 4.3.3. Ëiíiéíi áàçèñè {Gλ} i {M̃λ} ¹ áiîðòîãîíàëüíèìè â

ïðîñòîði Hz
s (ℓ1).

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 4.3.1 òà òâåðäæåííÿ 4.3 ìà¹ìî

〈Gλ, M̃µ〉 = 〈ω(Gλ), ω(M̃µ)〉 = 〈Hλ,Mµ〉 = δλµ.

�
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Íàãàäà¹ìî, ùî ïàðà áàçèñiâ {ei} òà {uj} ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði E

íàçèâà¹òüñÿ áiîðòîãîíàëüíèìè áàçèñàìè Ðiñà, ÿêùî (ei, uj)E = δij , i, j ∈

N i

sup
n

‖en‖‖un‖ <∞.

Ç âëàñòèâîñòi áiîðòîãîíàëüíîñòi âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ E

x =
∞∑
n=1

(x, en)un =
∞∑
n=1

(x, un)en.

ßê áóëî ïîêàçàíî, ‖Gn‖ = ‖Hn‖ = 1. Àëå ‖Mn‖ = ‖M̃n‖ = ‖Pn‖ =
√
n, òîìó sup

λ
‖Mλ‖‖Hλ‖ = ∞ i sup

λ
‖M̃λ‖‖Gλ‖ = ∞. Òîìó íi ïàðà {Hλ},

{Mλ} íi ïàðà {Gλ}, {M̃λ} íå ¹ áiîðòîãîíàëüíèìè áàçèñàìè Ðiñà â Hz
s (ℓ1).

Ïðîòå, äëÿ êîæíîãî f ∈ Hz
s (ℓ1) âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

f =
∞∑
n=1

∑
|λ|=n

〈f, M̃λ〉Gλ =
∞∑
n=1

∑
|λ|=n

〈f,Gλ〉M̃λ

òà

f =
∞∑
n=1

∑
|λ|=n

〈f,Mλ〉Hλ =
∞∑
n=1

∑
|λ|=n

〈f,Hλ〉Mλ.
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4.4. Ñèìåòðè÷íi äðîáîâi âiäîáðàæåííÿ i ñèìåòðè÷íå ôóí-

êöiîíàëüíå ÷èñëåííÿ

Ó ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ (äèâ. òàêîæ [35, 37]) áóëî ââåäåíî íàñòóïíi

îïåðàöi¨ íà ℓ1

x • y = (x1, y1, x2, y2, )

i

x � y = (xiyj)
∞∞
i,j=1.

Ïðè öüîìó,

Pk(x • y) = Pk(x) + Pk(y) i Pk(x � y) = Pk(x)Pk(y), x, y ∈ ℓ1.

Íåõàé I = (1, 0, . . .) ∈ ℓ1. Î÷åâèäíî, ùî Pk(x•0) = Pk(x) i Pk(x� I) =

Pk(x) äëÿ âñiõ k ∈ N i x ∈ ℓ1.

Â [37] äîâåäåíî, ùî ÿêùî x 6= 0, òî íå iñíó¹ y ∈ ℓ1 òàêîãî, ùî Pk(x •

y) = 0 äëÿ âñiõ k.

Òàêîæ Pk(x � y) = 1 äëÿ áóäü-ÿêîãî k òîäi i òiëüêè òîäi x = λI i

y = 1
λI äëÿ äåÿêèõ λ 6= 0.

Â [37] ïîêàçàíî, ùî àëãåáðà¨÷íèé ãîìîìîðôiçì P : Ps(ℓ1) →

Ps(ℓ1) → âèãëÿäó P (Pk) = akPk ¹ íåïåðåðâíèì â òîïîëîãi¨ ðiâíîìiðíî¨

çáiæíîñòi íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ ℓ1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ak = φ(Pk)

äëÿ äåÿêèõ íåïåðåðâíèõ êîìïëåêñíèõ ãîìîìîðôiçìiâ φ. Çîêðåìà, ãîìî-

ìîðôiçì

Pk 7→ −Pk, k = 1, 2, . . .

¹ ðîçðèâíèì. Íàãàäà¹ìî, ùî Hbs(ℓ1) ¹ ïîïîâíåííÿì ïðîñòîðó íà Ps(ℓ1) â

òîïîëîãi¨ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ.

Ìè ïîêàæåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ ℓ1, ‖x‖ < 1 iñíó¹ h ∈ ℓ1 òàêèé,

ùî Pk(h) =
1

1− Pk(x)
i ãîìîìîðôiçì â àëãåáðó ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ
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ôóíêöié â êóëi ïðîñòîðó ℓ1 ç öåíòðîì â íóëi, ðàäióñà 1, ùî ïîâíiñòþ

âèçíà÷à¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì Pk 7→ 1

1− Pk
, ¹ íåïåðåðâíèì.

Ïîçíà÷èìî •mn=1un • . . . • un i �mn=1un = u1 � . . . � um, un ∈ ℓ1. ßêùî

iñíó¹ ãðàíèöÿ limn→∞ •mn=1un â ℓ1, ìè ïîçíà÷èìî ¨¨ •∞n=1un. Òàêîæ, ìè

âèêîðèñòà¹ìî ïîçíà÷åííÿ x⋄n = x � . . . � x︸ ︷︷ ︸
n

.

Òåîpåìà 4.4.1. Íåõàé x ∈ ℓ1, ‖x‖ < 1. Òîäi

x = •∞n=0x
⋄n ∈ ℓ1, x

⋄0 = (1, 0, 0, . . .) i

1. âiäîáðàæåííÿ x 7→ •∞n=0x
⋄n ¹ àíàëiòè÷íèì íà êóëi B1 ç öåíòðîì

â íóëi i ðàäióñà 1 i îáìåæåíèì íà äîâiëüíié êóëi ç öåíòðîì â íóëi i

ðàäióñîì ìåíøèì çà 1;

2. äëÿ áóäü-ÿêîãî m,

Pm(•∞n=1x
⋄n) =

1

1− Pm(x)
, ‖x‖ < 1.

Äîâåäåííÿ. Ç [37] ìà¹ìî

‖x • y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

i

‖x � y‖ ≤ ‖x‖‖y‖.

Îòæå

‖ •∞n=1 x
⋄n‖ ≤

∞∑
n=0

‖x‖n =
1

1− ‖x‖
<∞.

Áiëüøå òîãî, ÿêùî ‖x‖ ≤ r < 1, òî ‖ •∞n=1 x
⋄n‖ ≤ 1

1−r <∞. Òîìó,

Pm(•∞n=1x
⋄n) =

∞∑
n=0

Pm(x⋄n) =
∞∑
n=0

(Pm(x))n =
1

1− Pm(x)
<∞.

Òîìó ‖Pm(x)‖ < 1, ÿêùî ‖x‖ < 1. �
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Â çàãàëüíîìó âèïàäêó, ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ òåîðåìè 4.4.1, îòðè-

ìà¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà c, |c| ≤ 1/r âiäîáðàæåííÿ

x 7→ •∞n=k(cx)
⋄n (4.4.1)

¹ àíàëiòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì êóëi Br ç öåíòðîì â íóëi, ðàäióñà r i äëÿ

áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî m,

Pm(•∞n=k(cx)
⋄n) =

cmkP k
m(x)

1− cmPm(x)
.

Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ âèãëÿäó (4.4.1) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê

äðîáîâi âiäîáðàæåííÿ íà ìíîæèíi ìóëüòèìíîæèí. Òîáòî, äëÿ ôóíêöi¨

g : t 7→ 1
1−t ìè ïîáóäóâàëè âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê

x 7→ 1
1−x , x ∈ ℓ1, ‖x‖ < 1 i ðîçãëÿäàòè ÿê �ñèìåòðè÷íå ôóíêöiîíàëüíå

÷èñëåííÿ� íà ìíîæèíi ìóëüòèìíîæèí. Íàâåäåíà âèùå êîíñòðóêöiÿ ìîæå

áóòè óçàãàëüíåíà äëÿ ôóíêöié g(t) áiëüø çàãàëüíîãî âèãëÿäó.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî x ∈ ℓ1 i x ∼ y, òî ‖x‖ = ‖y‖. Òîìó ìè ìîæåìî

ïîçíà÷èòè ‖[x]‖ := ‖x‖. Ïîçíà÷èìî

Br

(
ℓ1/ ∼

)
= {[x] ∈ ℓ1/ ∼ : ‖x‖ < r}.

Òâåpäæåííÿ 4.4.2. Íåõàé

g(t) =
∞∑
n=0

knt
n

� ôóíêöiÿ îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, àíàëiòè÷íà â êðóçi ç öåíòðîì â

íóëi ðàäióñà r i âñi êîåôiöi¹íòè kn ¹ öiëèìè íåâiä'¹ìíèìè ÷èñëàìè. Òîäi

iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ Lg : Br

(
ℓ1/ ∼

)
→ ℓ1/ ∼ òàêå, ùî

Lg(x) = •∞n=0

(
x⋄n
)
• · · · •

(
x⋄n
)︸ ︷︷ ︸

kn

, [x] ∈ Br

(
ℓ1/ ∼

)
.

Ïðè öüîìó ìàþòü ìiñöå òàêi âëàñòèâîñòi:

1. Pm(Lg(x)) = g(Pm(x)), m ∈ N;
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2. Lg1+g2(x) = Lg1(x) • Lg2(x);

3. Lg1g2(x) = Lg1(x) � Lg2(x);

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî x ∼ y, òî Lg(x) ∼ Lg(y). Ïîêà-

æåìî, ùî ÿêùî ‖x‖ < r, òî ‖Lg(x)‖ <∞. Ñïðàâäi,

‖Lg(x)‖ ≤
∞∑
n=0

kn‖x‖n = g(‖x‖) <∞.

Îòæå, Lg(x) ∈ ℓ1/ ∼ . Êðiì òîãî,

Pm(Lg(x)) = Pm

•∞n=0

(
x⋄n
)
• · · · •

(
x⋄n
)︸ ︷︷ ︸

kn

 = Pmg(Pm(x)).

Âëàñòèâîñòi 2 i 3 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç âëàñòèâîñòåé îïåðàöié �•�

i ���.

�
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4.5. Âiäòâîðþþ÷å ÿäðî ó ïðîñòîði Hs(ℓ1)

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ñêîðî÷åíi ïîçíà÷åííÿ:

•mn=1xn = x1 • · · · • xm i x⋄m = x � · · · � x︸ ︷︷ ︸
m

,

çîêðåìà,

x⋄0 = (1, 0, . . . , 0, . . .).

Ïîçíà÷èìî K(x, y) = •∞n=0(x � y)⋄n, x, y ∈ ℓ1. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ

êîæíîãî x, y ∈ ℓ1, ‖x‖ < 1, ‖y‖ < 1,

‖K(x, y)‖ ≤
∞∑
n=0

‖xy‖n =
1

1− ‖x‖‖y‖
.

Ïðè öüîìó, äëÿ x, y ∈ Ω,m ∈ N âèçíà÷åíî

Pm(K(x, y)) = lim
k→∞

Pm(•kn=0(x � y)⋄n)

=

∞∑
n=0

(Pm(x)Pm(y))n =
1

1− Pm(x)Pm(y)
.

Ïîçíà÷èìî íåñêií÷åííèé ôîðìàëüíèé äîáóòîê

C(x, y) =

∞∏
m=1

Pm(K(x, y)).

Ëåìà 4.5.1. Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî x ∈ Ω, C(x, y) ¹ ôóíêöi¹þ ç

Hs(ℓ1) âiäíîñíî y.

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

C(x, y) =

∞∏
m=1

∞∑
n=0

(Pm(x)Pm(y))n =

∞∑
n=0

∑
|λ|=n

Pλ(x)Pλ(y).

ßê áóëî çàóâàæåíî, {Pk(x)} = {ak} ∈ D2. Ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ òå-

îðåìè 4.1.4, îòðèìó¹ìî, ùî {Pλ(x)} ∈ ℓ2, òîìó çà îçíà÷åííÿì ïðîñòîðó

Hs(ℓ1), C(x, y) ∈ Hs(ℓ1) äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî x ∈ Ω. �



113

Òåîpåìà 4.5.2. Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî x ∈ Ω i f ∈ Hs(ℓ1) âèêî-

íó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f(x) = 〈C(x, ·), f〉Hs .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

f(y) =
∞∑
n=0

∑
|λ|=n

cλPλ(y).

Òîäi

〈C(x, ·), f〉Hs =

∞∑
n=0

∑
|λ|=n

〈Pλ(x)Pλ, cλPλ〉 =

=
∞∑
n=0

∑
|λ|=n

cλPλ(x) = f(x).

�

Ç òåîðåìè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî C(x, y) ¹ àáñòðàêòíèì âiäòâîðþ-

þ÷èì ÿäðîì ïðîñòîðó Hs(ℓ1) i 〈C(x, ·), f〉 = Rx(f), f ∈ Hs(ℓ1).



114

4.6. Âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà ñèìåòðè÷íîãî çñóâó

Âèçíà÷èìî îïåðàòîð Λy : Ps(ℓ1) → Ps(ℓ1) äëÿ êîæíîãî y ∈ ℓ1 òàêèì

÷èíîì:

Λy(P )(x) = P (x • y).

Î÷åâèäíî, ùî

Λy(P + cQ) = P (x • y) + cQ(x • y) = Λy(P ) + cΛy(Q)

äëÿ âñiõ P,Q ∈ Ps(ℓ1), c ∈ C. Òîìó Λy(P ) � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà ïðîñòî-

ði Ps(ℓ1). Ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè òèì ñàìèì ñèìâîëîì Λy � îïåðàòîð íà

Hb
s(ℓ1) ç ìàêñèìàëüíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ.

Òâåpäæåííÿ 4.6.1. Λy � ùiëüíî âèçíà÷åíèé â ïðîñòîði Hb
s(ℓ1)

îïåðàòîð, y ∈ ℓ1. ßêùî ìíîæèíà Ωb ìiñòèòü âiäêðèòó ïiäìíîæèíó i

x•y ∈ Ωb äëÿ êîæíîãî x ∈ Ωb, òî Λy � çàìêíåíèé (òîáòî ìà¹ çàìêíåíèé

ãðàôiê).

Äîâåäåííÿ. Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà Λy ìiñòèòü ùiëüíèé

ïiäïðîñòið Ps(ℓ1), òîìó Λy � ùiëüíî âèçíà÷åíèé.

Ç óìîâè òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà Ωb ðîçäiëÿ¹ òî÷êè ïðî-

ñòîðó Hb
s(ℓ1). Íåõàé {fn} � äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü â Hb

s(ℓ1) òàêà, ùî fn → f0

i Λy(fn) → g ïðè n→ ∞ äëÿ äåÿêèõ f0, g ∈ Hb
s(ℓ1). Ç òîãî, ùî

Λy(f)(x) = f(x • y) = δx•y(f)

i ôóíêöiîíàë δx•y íåïåðåðâíèé â Hb
s(ℓ1), ìà¹ìî

Λy(fn)(x) = fn(x • y) = δx•y(fn) → δx•y(f0) = Λy(f0)(x) = g(x).

Îñêiëüêè öå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ x ∈ Ωb, òî f = g. Òîìó îïåðàòîð Λy ìà¹

çàìêíåíèé ãðàôiê. �
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Òâåpäæåííÿ 4.6.2. ßêùî iñíó¹ x0 ∈ Ωb òàêèé, ùî x0 • y /∈ Ωb, òî

îïåðàòîð Λb � íåîáìåæåíèé.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî Λy � îáìåæåíèé. Òîäi ñïðÿæåíèé

îïåðàòîð Λ∗
y � òàêîæ îáìåæåíèé i äi¹ ç Hb∗

s (ℓ1) â H
b∗
s (ℓ1). Çãiäíî ç îçíà-

÷åííÿì Ωb, ôóíêöiîíàë çíà÷åííÿ â òî÷öi δx0 , áóäå íåïåðåðâíèì, òîáòî

δx0 ∈ Hb∗
s (ℓ1). Òîäi,

(Λ∗
y)(δx0) = δ(x0 • y) ∈ Hb∗

s (ℓ1).

À öå îçíà÷à¹, ùî x0•y ∈ Ωb � ñóïåðå÷íiñòü. Îòæå, Λy � íåîáìåæåíèé. �

Íàñëiäîê 4.6.3. Ïðèïóñòèìî, ùî Ωb ìiñòèòü âiäêðèòó ïiäìíî-

æèíó. Îïåðàòîð Λy áóäå îáìåæåíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií âè-

çíà÷åíèé íà âñüîìó ïðîñòîði Hb
s(ℓ1) (i ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â öüîìó ïðî-

ñòîði).

Äîâåäåííÿ. Ç òâåðäæåííÿ 4.6.1 âèïëèâà¹, ùî Λy ìà¹ çàìêíåíèé

ãðàôiê. Çà òåîðåìîþ Áàíàõà ïðî çàìêíåíèé ãðàôiê, Λy � îáìåæåíèé. �

Çàóâàæèìî, ùî ç òîãî, ùî x • y ∈ Ωb äëÿ âñiõ x ∈ Ωb íå âèïëèâà¹,

ùî Λy � îáìåæåíèé. Ìîæëèâà ñèòóàöiÿ êîëè iñíó¹ åëåìåíò f ∈ Hb
s(ℓ1)

òàêèé, ùî ôóíêöiÿ Λy(f)(x) = f(x • y) âèçíà÷åíà äëÿ âñiõ x ∈ Ωb, àëå íå

Λy(f) íàëåæèòü ïðîñòîðó Hb
s(ℓ1). Äåòàëüíiøå, ïðèêëàä òàêîãî âèïàäêó

áóäå ðîçãëÿíóòî ó íàñòóïíîìó ðîçäiëi.

Ïpèêëàä 4.6.4. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè Hb
s(ℓ1) = Hs(ℓ1), òîáòî,

êîëè bλ ≡ 1. Ó öüîìó âèïàäêó, ÿê áóëî äîâåäåíî,

Ω = Ωb = {x ∈ ℓ1 : |Pn(x)| < 1, n ∈ N}.

Ïðèïóñòèìî, ùî Λy � îáìåæåíèé îïåðàòîð äëÿ äåÿêîãî y 6= 0. Îñêiëüêè

y 6= 0, iñíó¹ íîìåð n òàêèé, ùî Pn 6= 0. Òîìó, äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî
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m, ∣∣∣Pn

(
y • · · · • y︸ ︷︷ ︸

m

)∣∣∣ > 1.

Òàêèì ÷èíîì, y • · · · • y︸ ︷︷ ︸
m

/∈ Ω i

(
Λy

)m
(f)(0) = f

(
y • · · · • y︸ ︷︷ ︸

m

)
.

Òîìó îïåðàòîð (Λy

)m
¹ íåîáìåæåíèì, i, îòæå, Λy ¹ íåîáìåæåíèì îïå-

ðàòîðîì äëÿ êîæíîãî y 6= 0.

Ïpèêëàä 4.6.5. Íåõàé bλ ≥ |λ|!. Òîäi, ÿê áóëî ïîêàçàíî ó òâåðäæåí-

íi 3.2, Ωb = ℓ1. Òîìó, â öüîìó âèïàäêó, Λy ¹ çàìêíåíèì îïåðàòîðîì äëÿ

âñiõ y ∈ ℓ1.

Ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîð Λy íå ¹ ñèìåòðè÷íèì. Äëÿ öüîãî çíàéäåìî

âèãëÿä îïåðàòîðà Λ∗
y ó ïðîñòîði Hb∗

s (ℓ1). Íåõàé φ ∈ Hb∗
s (ℓ1), òîäi iñíó¹

g ∈ Hb
s(ℓ1) òàêèé, ùî φ(f) = 〈f, g〉. Íåõàé g =

∞∑
|λ|=0

dλPµ.

Òîäi

〈Λ∗
y(φ), Pn〉 = 〈φ,Λy(Pn)〉 =

〈φ,Pn(y • ·)〉 = 〈φ,Pn(y) + Pn〉 =〈 ∞∑
|λ|=0

dλPλ, Pn(y) + Pn

〉
= d0Pn(y) + 〈φ,Pn〉 = dnbn.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó, äëÿ äîâiëüíîãî ðîçáèòòÿ λ = (λ1, . . . , λn) íà-

òóðàëüíîãî ÷èñëà |λ|, îòðèìà¹ìî

〈Λ∗
y(φ), Pλ〉 = 〈φ, (Pλ1(y) + Pλ1) · . . . · (Pλn(y) + Pλn)〉 =〈

φ,
∑

λ′∪λ′′=λ

Pλ′(y)Pλ′′

〉
=

∑
λ′∪λ′′=λ

dλ′′bλ′′Pλ′(y).

Òóò, ïiä îá'¹äíàííÿì äâîõ ðîçáèòòiâ λ′ = (λ′1, . . . λ
′
m) i λ′′ =

(λ′′1, . . . λ
′′
k) ìè ðîçóìi¹ìî ðîçáèòòÿ (λ′1, . . . λ

′
m, λ

′′
1, . . . λ

′′
k).
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Îá÷èñëèìî

Λy(g) =
∞∑

|µ|=0

dµPµ(y •x) =
∞∑

|µ|=0

dµ
(
Pµ1(y)+Pµ1(x)

)
. . .
(
Pµn(y)+Pµn(x)

)
=

∞∑
|µ|=0

dµ
∑

k+r=|λ|,i1<...<ik,j1<...<jr

Pµi1
(y) . . . Pµik

(y)Pµj1
· . . . · Pµjr

.

Íåõàé |λ| = r, λ = (λ1, . . . , λn), òîäi

〈Λy(g), Pλ〉 =
〈 ∑

|µ|=m

dµ
∑

k+r=m,i1<...<ik,j1<...<jr

Pµi1
(y) · . . .

. . . · Pµik
(y)Pµj1

· . . . · Pµjr
, Pλ

〉
=〈 ∑

|µ|=m

dµ
∑

k+r=m,i1<...<ik,j1<...<jr

Pµi1
(y) · . . .

·Pµik
(y)Pµj1

· . . . · Pµjr
, Pλ1 · . . . · Pλn

〉
=∑

µi1
+...+µik

=0

dµi1...µikλ1...λnPµi1
(y) . . . Pµik

(y).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî Λy 6= Λ∗
y. Ñïðàâäi, äëÿ âèïàäêó g = P1+P2−P1P2, Pλ =

P1P2 áåçïîñåðåäíi îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü, ùî ó ïðîñòîði Hs(ℓ1), Λ
∗
y(g) =

P1(y) + P2(y)− 1,Λy(g) = −1.
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4.7. Îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ Θt(Pn) = tPn, t ∈ C i Θt(c) = c, äå c =

const. Ïðîäîâæèìî éîãî çà ëiíiéíiñòþ i ìóëüòèïëiêàòèâíiñòþ íà ïðîñòið

ïîëiíîìiâ Ps(ℓ1):

Θt(Pλ) = Θt(Pλ1 · . . . · Pλm) = Θt(Pλ1) · . . . ·Θt(Pλm) = tmPλ

Θt

( ∑
|λ|=n

Pλ

)
=
∑
|λ|=n

Θt(Pλ).

Ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t, Θt äi¹ ç Ps(ℓ1) â Ps(ℓ1).

Ìà¹ ìiñöå òàêà îöiíêà:

‖Θt(Pλ)‖ = |t|l(λ)‖Pλ‖,

äå l(λ) = m îçíà÷à¹, ùî λ = (λ1, . . . , λm).

Òâåpäæåííÿ 4.7.1. Îïåðàòîð Θt áóäå îáìåæåíèì â ïðîñòîði

Hb
s(ℓ1) äëÿ |t| < 1 i ‖Θt‖ ≤ 1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé |t| < 1, i f =

∞∑
n=0

∑
|λ|=n

cλPλ ∈ Hb
s(ℓ1). Òîäi

‖Θt(f)‖2 =
∞∑
n=0

∑
|λ|=n

|cλ|2t2l(λ)bλ ≤
∞∑
n=0

∑
|λ|=n

|cλ|2bλ = ‖f‖2.

Òîìó îïåðàòîð Θt � îáìåæåíèé, i ‖Θt‖ ≤ 1.

�

Íà ïðîñòîði Hs(ℓ1) îïåðàòîð Θt áóäå íåîáìåæåíèì ïðè |t| > 1.

Ñïðàâäi, íàïðèêëàä, äëÿ Pλ = Pn
1 , ‖Pn

1 ‖ = 1, îòðèìà¹ìî ‖Θt(P
n
1 )‖ =

tn → ∞ ïðè n→ ∞.

Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð òèïó äèôåðåíöiþâàííÿ:

Dhf = lim
t→0

Θt(Λh(f(x)))− f(x)

t
, h ∈ Ω, h 6= 0.
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Òâåpäæåííÿ 4.7.2. Dh, h ∈ Ω, h 6= 0 ùiëüíîâèçíà÷åíèé îïåðàòîð â

ïðîñòîði Hb
s(ℓ1), äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ïðàâèëî Ëåéáíiöà

Dh(fg) = Dh(f)g + fDh(g)

äëÿ âñiõ f, g ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ Dh.

Äîâåäåííÿ. Ùiëüíîâèçíà÷åíiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî Dh âèçíà÷å-

íî íà ùiëüíîìó ïðîñòîði ïîëiíîìiâ Ps(ℓ1), à ïðàâèëî Ëåéáíiöà ïåðåâiðÿ-

¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî, âèêîðèñòîâóþ÷è ñòàíäàðòíi ìiðêóâàííÿ. �

Çàóâàæèìî, ùî Dh(Pn) = Pn(h) äëÿ âñiõ n. Òàêîæ,

Dh(Pλ) =
n∑

k=1

P
λ̃kPλk

(h),

äå λ = (λ1, . . . , λn i λ̃k = (λ1, . . . , λk−1, λk+1, . . . , λn).

Çíàéäåìî çàãàëüíèé âèãëÿä îïåðàòîðà D∗
h â ïðîñòîði Hb

s(ℓ1). Âðà-

õîâóþ÷è, ùî ìíîæèíà

{
Pλ√
bλ

}
óòâîðþ¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â Hb

s(ℓ1),

çíàéäåìî

〈
D∗

h

Pµ√
bµ
,
Pλ√
bλ

〉
.

〈
D∗

h

Pµ√
bµ
,
Pλ√
bλ

〉
=

〈
Pµ√
bµ
, Dh

Pλ√
bλ

〉
=

〈
Pµ√
bµ
,

∑n
k=1 Pλ̃kPλk

(h)
√
bλ

〉
.

Áà÷èìî, ùî öÿ âåëè÷èíà íå äîðiâíþ¹ íóëþ òiëüêè, ÿêùî λ̃k = µ, òîáòî

λ = (µ, j) = (µ1, . . . , µm, j) äëÿ äåÿêîãî j ∈ N. Ïðè öüîìó〈
D∗

h

Pµ√
bµ
,
P(µ,j)√
b(µ,j)

〉
=

√
bµ
b(µ,j)

Pj(h).

Òîìó

D∗ Pµ√
bµ

=
∞∑
j=1

√
bµ
b(µ,j)

Pj(h)
P(µ,j)√
b(µ,j)

=
∞∑
j=1

√
bµ

b(µ,j)
Pj(h)P(µ,j). (4.7.1)
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Òâåpäæåííÿ 4.7.3. ßêùî h ∈ Ωb, òî îïåðàòîð D
∗
h ùiëüíîâèçíà÷å-

íèé.

Äîâåäåííÿ. Ç ðiâíîñòi (4.7.1) ìà¹ìî, ùî∥∥∥∥∥D∗ Pµ√
bµ

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑
j=1

bµ
b2(µ,j)

b(µ,j)|Pj(h)|2 = bµ

∞∑
j=1

1

b(µ,j)
|Pj(h)|2.

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 3.5.4, h ∈ Ωb òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

∞∑
n=0

∑
|λ|=n

|Pλ(h)|2

bλ
<∞.

Çàôiêñó¹ìî ðîçáèòòÿ λ = µ. Òîäi

|Pµ(h)|2
∞∑
j=1

|Pj(h)|2

b(µ,j)
=

∞∑
j=1

|P(µ,j)(h)|2

b(µ,j)
≤

∞∑
n=0

∑
|λ|=n

|Pλ(h)|2

bλ
<∞.

Òîìó ∥∥∥∥∥D∗ Pµ√
bµ

∥∥∥∥∥
2

<∞.

Îòæå, îïåðàòîð D∗ âèçíà÷åíèé íà âñiõ áàçèñíèõ âåêòîðàõ ïðîñòîðó

Hb
s(ℓ1), òîìó i íà ¨õ ëiíiéíi îáîëîíöi, ÿêà ¹ ùiëüíèì ïiäïðîñòîðîì ó

Hs
b (ℓ1). �

Ç ðiâíîñòi (4.7.1) âèïëèâà¹, ùî

DhD∗
h(Pλ) =

n∑
k=1

Pλk
(h)

∞∑
j=1

bλ
b(λ,j)

P
(λ̃k,j)

Pj(h) +
∞∑
j=1

bλ
b(λ,j)

Pλ

∣∣Pj(h)
∣∣2 (4.7.2)

i

D∗
hDh(Pλ) =

n∑
k=1

Pλk
(h)

∞∑
j=1

b
λ̃k

b
(λ̃k,j)

P
(λ̃k,j)

Pj(h). (4.7.3)

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè bλ ≡ 1, òîáòî, Hb
s(ℓ1) = Hs(ℓ1).
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Òåîpåìà 4.7.4. Äëÿ äîâiëüíîãî h ∈ Ω, h 6= 0 îïåðàòîðè Dh òà D∗
h ¹

íåîáìåæåíèìè i ùiëüíîâèçíà÷åíèìè â ïðîñòîði Hs(ℓ1) òà çàäîâîëüíÿ-

þòü òàê çâàíå êàíîíi÷íå êîìóòàöiéíå ñïiââiäíîøåííÿ:

DhD∗
h −D∗

hDh = I
∞∑
k=1

|Pk(h)|2,

äå I � îäèíè÷íèé îïåðàòîð.

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi (4.7.2) òà (4.7.3) äëÿ âèïàäêó

bλ ≡ 1 ìà¹ìî

D∗
hDh(Pλ) =

n∑
k=1

Pλk
(h)
∑
j

P
(λ̃k,j)

Pj(h).

DhD∗
h(Pλ) =

n∑
k=1

Pλk
(h)
∑
j

P
(λ̃k,j)

Pj(h) +
∑
j

Pλ

∣∣Pj(h)
∣∣2.

Òîìó

(DhD∗
h −D∗

hDh)(Pλ) = Pλ

∑
j

∣∣Pj(h)
∣∣2.

�

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî h1, h2 6= 0, òî Dh1Dh2 = Dh2Dh1 i D∗
h1
D∗

h2
=

D∗
h2
D∗

h1
.

Íàãàäà¹ìî, ùî îïåðàòîð a ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó íàçèâà¹òüñÿ îïå-

ðàòîðîì íàðîäæåííÿ, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ êàíîíi÷íå êîìóòàöiéíå ñïiââiä-

íîøåííÿ a∗a− aa∗ = I. Ïðè öüîìó a∗ íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì çíèùåííÿ.

Íàñëiäîê 4.7.5. Äëÿ êîæíîãî h ∈ Ω, h 6= 0 îïåðàòîðè

ah =
Dh√∑∞

k=1 |Pk(h)|2

òà

a∗h =
D∗

h√∑∞
k=1 |Pk(h)|2
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¹ îïåðàòîðàìè íàðîäæåííÿ òà çíèùåííÿ âiäïîâiäíî.

Âiäçíà÷èìî äåÿêi î÷åâèäíi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ ah òà a
∗
h.

Òâåpäæåííÿ 4.7.6. 1. Äëÿ äîâiëüíèõ h1, h2 ∈ Ω òàêèõ, ùî

h1 • h2 ∈ Ω

a∗h1•h2
(Pn) =

Dh1(Pn)√∑∞
k=1 |Pk(h1) + Pk(h2)|2

+
Dh2(Pn)√∑∞

k=1 |Pk(h1) + Pk(h2)|2
=

Pn(h1)√∑∞
k=1 |Pk(h1) + Pk(h2)|2

+
Pn(h2)√∑∞

k=1 |Pk(h1) + Pk(h2)|2
.

2. Äëÿ äîâiëüíèõ h1, h2 ∈ Ω òàêèõ, ùî h1 • h2 ∈ Ω

ah1•h2(Pn) =
D∗

h1
(Pn)√∑∞

k=1 |Pk(h1) + Pk(h2)|2
+

D∗
h2
(Pn)√∑∞

k=1 |Pk(h1) + Pk(h2)|2
=∑

j PnPjPj(h1)√∑∞
k=1 |Pk(h1) + Pk(h2)|2

+

∑
j PnPjPj(h2)√∑∞

k=1 |Pk(h1) + Pk(h2)|2
.

3. Íåõàé h ∈ Ω i t � êîìïëåêñíå ÷èñëî òàêå, ùî th ∈ Ω. Òîäi

a∗th(Pn) = tna∗(Pn).

4. Íåõàé h ∈ Ω i t � êîìïëåêñíå ÷èñëî òàêå, ùî th ∈ Ω. Òîäi

ath(Pn) =

∑∞
j=1 t

jPnPjPj(h)√∑∞
k=1 |Pk(h)|2

.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Ó öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi ìóëüòèïëiêàòèâíèõ îïåðà-

òîðiâ i ôóíêöiîíàëiâ íà ïðîñòîði Hb
s(ℓ1). Ëiíiéíi ìóëüòèïëiêàòèâíi âiä-

îáðàæåííÿ ¹ ãîìîìîðôiçìàìè àëãåáðè ïîëiíîìiâ ç ïðîñòîðó Hb
s(ℓ1), òîìó

âîíè âèçíà÷àþòüñÿ ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè íà ïîëiíîìàõ Pn, n ∈ N.

Ó ïiäðîçäiëi 4.1 äîñëiäæåíî ìóëüòèïëiêàòèâíi ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè

íà ïðîñòîði Hb
s(ℓ1) i âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè íåïåðåðâíîñòi

òàêèõ ôóíêöiîíàëiâ. Òàêîæ, ðîçãëÿíóòî âèïàäêè, êîëè íîðìà ïðîñòîðó

Hb
s(ℓ1) ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ àáî ñóáìóëüòèïëiêàòèâíîþ. Çîêðåìà, ïîêà-

çàíî, ùî ÿêùî íàHb
s(ℓ1) âèçíà÷åíî ñóáìóëüòèïëiêàòèâíó íîðìó, òîH

b
s(ℓ1)

ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ïðîñòîðà àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà ãiëüáåðòîâîìó

ïðîñòîði ìóëüòèïëiêàòèâíèõ ôóíêöiîíàëiâ.

Ó ïiäðîçäiëi 4.2 ðîçãëÿíóòî îïåðàòîðè êîìïîçèöi¨ íà ïðîñòîði

Hb
s(ℓ1). Âñòàíîâëåíî íåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðiâ êîìïîçèöi¨ ïîâ'ÿçàíèõ ç

ôóíêöiÿìè, ÿêi íàëåæàòü àëãåáði Âiíåðà. Äîñëiäæåíî óìîâè îáìåæåíîñòi

i ñàìîñïðÿæåíîñòi îïåðàòîðà My : f(x) 7→ f(x � y).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ïiäðîçäiëó 4.2, ó ïiäðîçäiëi 4.3 ïîêàçà-

íî, ùî áàçèñè {Hλ} i {Mλ} ¹ áiîðòîãîíàëüíèìè â ïðîcòîði Hz
s (ℓ1). Çíà-

éäåíî áiîðòîãîíàëüíèé áàçèñ äî áàçèñó {Gλ}.

Ó ïiäðîçäiëi 4.4 ïîáóäîâàíî ïåâíèé àíàëîã ôóíêöiîíàëüíîãî ÷èñëå-

ííÿ ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, çîêðåìà, äðîáîâèõ ñèìåòðè÷íèõ

ôóíêöié. Ó ïiäðîçäiëi 4.5 çàñòîñîâàíî öåé ïiäõiä äî ïîáóäîâè âiäòâîðþ-

þ÷îãî ÿäðà ïðîñòîðó Hs(ℓ1).

Ó ïiäðîçäiëi 4.6 äåòàëüíiøå äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà ñè-

ìåòðè÷íîãî çñóâó, ÿêèé ¹ ùå îäíèì ïðèêëàäîì îïåðàòîðà êîìïîçèöi¨.

Çíàéäåíî óìîâè çàìêíåíîñòi òà îáìåæåíîñòi öüîãî îïåðàòîðà. Âèêîðè-

ñòîâóþ÷è öi ðåçóëüòàòè, ó ïiäðîçäiëi 4.7 ïîáóäîâàíî îïåðàòîð äèôåðåíöi-

þâàííÿ. Ïîêàçàíî, ùî îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ ¹ ùiëüíî âèçíà÷åíèì,
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äîñëiäæåíî ñïðÿæåíèé îïåðàòîð äî íüîãî òà äîâåäåíî êîìóòàöiéíi ñïiâ-

âiäíîøåííÿ ìiæ öèìè îïåðàòîðàìè. Ðîçãëÿíóòî âëàñòèâîñòi âiäïîâiäíèõ

îïåðàòîðiâ íàðîäæåííÿ i çíèùåííÿ.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ÷åòâåðòîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî ó [3, 7, 8, 9, 11,

12, 13, 14, 15, 38, 60, 61, 65, 66, 67, 69].
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòî-

ðiâ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ òà àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié i äi¨ îïåðàòîðiâ íà

öèõ ïðîñòîðàõ. Ïðîñòið ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ âiä íåñêií÷åííî¨ êiëüêî-

ñòi çìiííèõ ìà¹ íàéáàãàòøó àëãåáðà¨÷íó ñòðóêòóðó, êîëè öi ïîëiíîìè âè-

çíà÷åíi íà ℓ1. Â öüîìó âèïàäêó âñi ïîëiíîìè Pn ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèìè i

óòâîðþþòü àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ â àëãåáði ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ Ps(ℓ1), à

ïîëiíîìè Pλ = Pλ1 · · ·Pλn , äå λ ïðîáiãà¹ ìíîæèíó ðîçáèòòiâ íàòóðàëüíèõ

÷èñåë, óòâîðþ¹ ëiíiéíèé áàçèñ â öié àëãåáði. Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, âè-

áèðàþ÷è ðiçíi åâêëiäîâi íîðìè íà ïðîñòîði Ps(ℓ1), îòðèìàíî ó ïîïîâíåííi

ðiçíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè Hb
s(ℓ1). Åëåìåíòàìè öèõ ïðîñòîðiâ ¹ ñòåïåíå-

âi ðÿäè, ÿêi, ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ, ¹ àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè ó äåÿêié

îáëàñòi ïðîñòîðó ℓ1.

Ó äèñåðòàöi¨ çíàéäåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè, òîãî, ùî ïðîñòið

Hb
s(ℓ1) ñêëàäà¹òüñÿ ç àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié â äåÿêié îáëàñòi Ωb ⊆ ℓ1 òà

îïèñàíî öþ îáëàñòü. Òàêîæ, îïèñàíî ïðèðîäíi içîìîðôiçìè Hb
s(ℓ1) i çâà-

æåíèõ (àáñòðàêòíèõ) ñèìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ Ôîêà. Öåé ïiäõiä äîçâîëÿ¹,

âèêîðèñòîâóþ÷è ðiçíi àëãåáðà¨÷íi áàçèñè ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ i âiäîìi

êîìáiíàòîðíi òîòîæíîñòi áóäóâàòè ðiçíi, â òîìó ÷èñëi íåîäíîðiäíi îðòî-

ãîíàëüíi áàçèñè ó ñèìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ Ôîêà.

Çíà÷íå ìiñöå â äèñåðòàöi¨ çàéìà¹ äîñëiäæåííÿ ëiíiéíèõ ôóíêöiîíà-

ëiâ i îïåðàòîðiâ, ïîðîäæåíèõ âíóòðiøíüîþ ñòðóêòóðîþ ïðîñòîðó Hb
s(ℓ1).

Íà ïðîñòîði ℓ1 (òî÷íiøå, íà ìíîæèíi êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî ïðî-

ñòîðó âiäíîñíî äi¨ ãðóïè ñèìåòðié) iñíóþòü ïðèðîäíi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨

ñèìåòðè÷íîãî çñóâó òà ñèìåòðè÷íîãî äîáóòêó. Âèêîðèñòîâóþ÷è öi îïåðà-

öi¨ ìîæíà ïîáóäóâàòè îïåðàòîðè êîìïîçèöi¨ íà ïðîñòîði Hb
s(ℓ1). Ó ðîáîòi
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äîñëiäæåíî óìîâè, êîëè öi îïåðàòîðè ùiëüíî âèçíà÷åíi, çàìêíåíi, îáìå-

æåíi, ñàìîñïðÿæåíi, òîùî. ×åðåç îïåðàòîðè êîìïîçèöi¨ âäàëîñü âèðàçèòè

âiäòâîðþþ÷å ÿäðî ïðîñòîðó Hs(ℓ1) òà ïîáóäóâàòè ïåâíèé àíàëîã ôóí-

êöiîíàëüíîãî ÷èñëåííÿ.

Ñåðåä îïåðàòîðiâ êîìïîçèöi¨ öiêàâèì ¹ îïåðàòîð ñèìåòðè÷íîãî çñóâó.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé îïåðàòîð ïîáóäîâàíî îïåðàòîðè äèôåðåíöiþâàííÿ

â Hb
s(ℓ1) òà äîñëiäæåíî ¨õ âëàñòèâîñòi. Îïèñàíî ñïðÿæåíèé îïåðàòîð äî

äèôåðåíöiþâàííÿ. Ïîêàçàíî, ùî â ñïåöiàëüíîìó âèïàäêó îïåðàòîð äèôå-

ðåíöiþâàííÿ òà ñïðÿæåíèé ¹ îïåðàòîðàìè íàðîäæåííÿ i çíèùåííÿ, òîáòî

çàäîâîëüíÿþòü êàíîíi÷íå êîìóòàöiéíå ñïiââiäíîøåííÿ.
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ìàòåìàòèêè iìåíi àêàäåìiêà ß.Ñ. Ïiäñòðèãà÷à (ì. Ëüâiâ, 24 - 27 òðàâíÿ

2011 ð.);

9. Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ïðèêëàäíi çàäà÷i ìà-

òåìàòèêè�, ïðèñâÿ÷åíié 50-ði÷÷þ êàôåäðè âèùî¨ ìàòåìàòèêè Iâàíî-

Ôðàíêiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî òåõíi÷íîãî óíiâåðñèòåòó íàôòè i ãàçó

(ßðåì÷å, 13 - 15 æîâòíÿ 2011 ð.);
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10. Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨

éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (ì. Âîðîõòà, 20-26 ëþòîãî 2012

ð.);

11. Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Àëãåáðà, òîïîëîãiÿ, àíàëiç,

ñòîõàñòèêà� ïðèñâÿ÷åíà 10-ði÷÷þ ôàêóëüòåòó ìàòåìàòèêè òà iíôîðìàòè-

êè Ïðèêàðïàòñüêîãî Íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíè-

êà (Ìèêóëè÷èí, 20 - 23 âåðåñíÿ 2012 ð.);

12. Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨

éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (ì. Âîðîõòà, 25 ëþòîãî - 3 áåðå-

çíÿ 2013 ð.);

13. Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨

éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (ì. Âîðîõòà, 25 ëþòîãî - 1 áåðå-

çíÿ 2015 ð.);

14. Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨

éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (ì. Âîðîõòà, 24 ëþòîãî - 27 ëþ-

òîãî 2016 ð.);

15. Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨

éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (ì. Âîðîõòà, 22 ëþòîãî - 25 ëþ-

òîãî 2017 ð.);

16. International conference in functional analysis dedicated to the 125th

anniversary of Stefan Banach (Lviv, Ukraine, 18-23 September 2017);

17. Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨

éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (ì. Âîðîõòà, 27 ëþòîãî - 02 áå-

ðåçíÿ 2018 ð.);

18. Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨

éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (ì. Âîðîõòà, 25 ëþòîãî - 01 áå-

ðåçíÿ 2019 ð.);
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19. International Conference �Morse theory and its applications� dedi-

cated to the memory and 70th anniversary of Volodymyr Vasylyovych Sharko

(Kyiv, Ukraine, 25-28 September 2019);

20. International conference dedicated to the 70th anniversary of

professor Oleh Lopushansky �In�nite-dimensional analysis and topology�

(Ivano-Frankivsk, Ukraine, 16-20 October 2019);

21. Ñåìiíàði âiääiëó ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó Iíñòèòóòó ïðèêëàäíèõ

ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè iìåíi ß.Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè (ì.

Ëüâiâ);

22. Ñåìiíàðàõ êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî i ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó

ÄÂÍÇ �Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôà-

íèêà�.


