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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ 

Актуальність теми. Значення математичного моделювання процесів і явищ, 

викликаних взаємодією полів різної фізичної природи, стає чимраз більш 

актуальним зі зростанням потреби їх повнішого і точнішого опису. Математичне 

моделювання із використанням аналітичних і обчислювальних методів ефективно 

використовується, зокрема, у класичній і квантовій електродинаміці, квантовій 

теорії поля, квантовій хромодинаміці та у релятивістській теорії гравітаційного 

поля – загальній теорії відносності. Відомо, що вивчення методами аналітичного і 

числового моделювання як самого гравітаційного поля, так і взаємодії його з 

іншими полями становить особливу складність, зумовлену в першу чергу тим, що 

у загальній теорії відносності, яка до цього часу залишається найбільш 

перевіреною теорією гравітації, гравітаційне поле моделюється шляхом 

ототожнення із метричним тензором псевдоріманового простору. Це вимагає 

використання та розвитку теорії рівнянь з частинними похідними, методів 

диференціальної геометрії ріманових просторів, перш ніж стає можливим 

використання обчислювальних методів. 

В останні десятиліття значну увагу як об’єкт аналітично-геометричного та 

чисельного моделювання привертає поведінка електромагнітного поля у просторі-

часі Керра, оскільки саме електромагнітне поле до цього часу є носієм інформації 

про джерело гравітаційного поля – чорну діру з власним обертальним моментом. 

Розроблені у циклах робіт Тюкольського, Бардіна, Преса, Старобінського і 

Чурілова, Чандрасекара, Долана і Лайте, Кріспіно та ін. (1973-2020) наближені 

методи опису поведінки полів у полі чорної діри Керра не дають повної якісної 

картини поведінки у всій області визначення змінних та області значень польових 

функцій та для всіх можливих мас, обертальних моментів і зарядів чорної діри. 

Зокрема, розглядаються плоско-хвильові розв’язки чи ряди на їх основі, 

високочастотна чи довгохвильова асимптотика. 

У просторі-часі Керра, який описує поле чорної діри із власним обертальним 

моментом, дослідження гравітаційних, електромагнітних та спінорних полів до 

цього часу здійснювались за допомогою головного рівняння Тюкольського, яке 

вдається відокремити у системі рівнянь Максвелла. Розв’язки цього рівняння 

отримано у вигляді розвинень за спін-зваженими сфероїдними гармоніками. 

Нелінійність задачі робить неможливим якісний аналіз поведінки полів у всьому 

діапазоні змінних. Тому актуальним є пошук аналітичних (точних) часткових 

розв’язків, які, тим не менше, дають змогу отримати висновки загального 

характеру. 

Враховуючи вищесказане, у дисертаційній роботі запропоновано модель, в 

основу якої покладено виділення алгебраїчно-спеціального поля Максвелла та 

знайдено точні розв’язки рівнянь цього типу. Такий підхід дає можливість описати 

властивості хвиль у всій фізично допустимій області визначеності підходу та при 

всіх значеннях параметрів. Завдяки використанню запропонованої методики 

вперше у хвильовому підході точно описано два ефекти впливу гравітаційного 

поля чорної діри Керра на поляризаційні властивості електромагнітного поля – 

поворот площини поляризації лінійно поляризованої хвилі та вплив 
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гравітаційного поля на кут еліптичності хвилі. 

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертаційна 

робота виконана відповідно до планів науково-дослідних робіт Інституту 

прикладних проблем механіки і математики ім. Я. С. Підстригача НАН України в 

рамках держбюджетних тем: “Алгебро-геометричні методи дослідження 

інваріантних структур на многовидах та релятивістських рівнянь математичної та 

теоретичної фізики” (№ д/р 0110U004819, 2011-2015 рр.), “Розвиток методів 

дослідження структур на многовидах, асоційованих з групами, алгебрами і 

графами та розвиток геометричного аналізу стосовно теорії релятивістських полів 

і часток” (№ д/р 0115U007253, 2016-2019 рр.), за бюджетною програмою 

“Підтримка розвитку пріоритетних наукових напрямків” (№ д/р 6451230, 2018-

2019), Наукової космічної програми НАН України та частково за рахунок 

програми НАН України “Ґрід-інфраструктура та ґрід технології для науки та 

застосувань” (№ д/р 0118U004780, 2014-2018 рр.), в яких здобувач брав участь як 

виконавець. 

Метою дисертаційного дослідження є створення моделі для опису впливу 

гравітаційного поля на електромагнітні хвилі шляхом виділення певного класу 

таких полів, розвинення методів розв’язування рівнянь Максвелла у 

викривленому просторі, отримання загальних і часткових алгебраїчно-

спеціальних розв’язків у просторі Керра та  дослідження їх властивостей. 

Для досягнення поставленої мети необхідно було виконати такі завдання:  

 отримати умови розщеплення системи рівнянь Максвелла в термінах вектор-

потенціалу у рімановому просторі на основі спінорного методу; 

 отримати достатні умови розщеплення системи рівнянь Максвелла в термінах 

вектор-потенціалу у рімановому просторі у випадку ізотропного поля; 

 побудувати алгебраїчно-спеціальний загальний розв’язок та розв’язок з 

відокремленими змінними рівнянь Максвелла для спінора Максвелла у просторі-

часі Керра; 

 обчислити фізичні компоненти ізотропного поля Максвелла у локальній 

ортонормованій базі та тензор електромагнітного поля; 

 обчислити поляризаційні характеристики ізотропного поля Максвелла у 

гравітаційному полі Керра. 

Об’єктом дослідження є поширення електромагнітних хвиль у 

викривленому просторі та, зокрема, у просторі Керра. 

Предметом дослідження є розвиток методів розщеплення системи рівнянь 

Максвелла у викривлених просторах, побудова алгебраїчно-спеціальних 

розв’язків рівнянь Максвелла у просторі Керра та отримання фізичних наслідків, 

які випливають з цих розв’язків. 

Методи досліджень. Рівняння електромагнітного поля у викривленому 

просторі розглядаються у формалізмі Ньюмена-Пенроуза у його спінорній 

інтерпретації. Для отримання фізичних компонент поля застосовано метод 

локальної ортонормованої бази, відповідної до ізотропної тетради Кіннерслі. Для 

отримання однонапрямлених ізотропних розв’язків рівнянь Максвелла у просторі 

Керра було використано методи теорії диференціальних рівнянь в частинних 
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похідних першого порядку та методи теорії звичайних диференціальних рівнянь. 

Використовується геометризована система одиниць ( = =1c G ). При проведенні 

аналітичних перетворень використовувались та створювались методи 

комп’ютерної алгебри для обчислення тензорних та спінорних величин у 

ріманових просторах загальної теорії відносності. 

Наукова новизна отриманих результатів полягає у тому, що в 

дисертаційній роботі: 

 отримано достатні умови розщеплення системи рівнянь Максвелла відносно 

вектор-потенціалу у калібруванні Лоренца у випадку ізотропного поля та у 

загальному випадку. Встановлено, що простір-час, у якому виконуються достатні 

умови розщеплення, задовольняє відповідні рівняння поля Ньюмена-Пенроуза; 

 знайдено загальні розв’язки неоднорідної та розв’язки з відокремленими 

змінними однорідної системи рівнянь Максвелла у просторі Керра для вихідного 

та вхідного однонапрямлених ізотропних полів; 

 за умов обмеженості за часом та 2π-періодичності за азимутальною змінною 

отримано розв’язок в аналітичній формі, що описує вихідні та вхідні право та ліво 

поляризовані монохроматичні хвилі. Показано, що умови вхідного характеру 

хвилі на горизонті та обмеженості компоненти тензора енергії-імпульсу 

встановлюють обмеження на частоту, яке залежить від фіксованого азимутального 

числа та параметрів метрики Керра; 

 отримано однонапрямлені ізотропні розв’язки у просторі Керра рівнянь 

фізичних полів цілого та пів цілого значення спіну; 

 досліджено властивості фази вихідного однонапрямленого поля Максвелла, 

побудовано хвильовий вектор, обчислено групову та фазову швидкості. Показано, 

що хвильовий вектор не є ізотропним, а також, що інтегральна конгруенція 

хвильового вектора не є геодезійною; 

 знайдено вирази для компонент вектора електричної напруженості у локальній 

ортонормованій тетраді Кіннерслі. Обчислено параметри Стокса, кути 

еліптичності та орієнтації. Отримано формулу кута повороту площини 

поляризації, яка збігається з формулою, отриманою Ґнєдіним та Димніковою в 

наближенні геометричної оптики. Звідси випливає відсутність частотної дисперсії 

кута повороту площини поляризації; 

 на основі алгебраїчно-спеціального розв’язку побудована модель поширення 

електромагнітних хвиль, яка виявляє вплив кутового моменту чорної діри Керра 

на поляризацію хвилі, зумовлюючи її еліптичну або кругову поляризацію. Цей 

вплив визначається частотою, первісною поляризацією, власним кутовим 

моментом електромагнітної хвилі, кутовим моментом чорної діри і залежить від 

полярного кута. 

Достовірність отриманих результатів і висновків забезпечується 

математичною строгістю покладених у основу досліджень рівнянь та методів; 

застосуванням пакетів програмних засобів для аналітичних розрахунків; 

коректним формулюванням задач; зіставленням одержаних результатів з відомими 

у літературі; відповідністю отриманих результатів фізичній суті досліджуваних 

задач. 
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Практичне значення одержаних результатів полягає у можливості 

використання рівнянь Максвелла відносно вектор-потенціалу у формалізмі 

Ньюмена-Пенроуза для подальшого розвитку методики розщеплення системи 

рівнянь, зокрема, встановлення інших достатніх умов розщеплення, отримання 

часткових розв’язків за допомогою цього підходу у метриці Керра. 

Однонапрямлені ізотропні розв’язки можуть бути використані для побудови 

моделей випромінювання, що генерується в околі чорної діри Керра, а 

поляризаційні властивості цього випромінювання – для визначення з 

експериментів її параметрів. 

Отримані висновки стосовно кута еліптичності і поляризаційного кута 

можуть мати застосування також у квантових комунікаціях поблизу Землі (near-

Earth quantum communications), де істотне значення має врахування повороту 

площини поляризації у гравітаційному полі Землі. 

Особистий внесок здобувача. Постановку завдань здійснював науковий 

керівник В. О. Пелих. Основні наукові результати дисертації отримані автором 

самостійно, або при його безпосередній участі. Дисертант реалізував методику 

розщеплення системи рівнянь Максвелла відносно 4-потенціалу, брав участь у 

створенні моделі однонапрямленого ізотропного поля. У роботах, виконаних у 

співавторстві, здобувачеві належить: [1, 3, 4, 7, 8] — участь в проведенні 

розрахунків та аналізі основних результатів; [5, 6] — участь у постановці задач, 

проведенні розрахунків, формулюванні висновків. 

Апробація результатів дисертації. Основні положення та результати 

дисертації доповідалися та обговорювалися на: 10th Central European Relativity 

Seminar (Potsdam-Golm, Germany, 2020); Bogolyubov Kyiv conference “Problems of 

theoretical and mathematical physics” (Kyiv, 2019); 22nd International Conference on 

General Relativity and Gravitation 13th Edoardo Amaldi Conference on Gravitational 

Waves (Valencia, Spain, 2019); International conference XI Bolyai-Gauss-Lobachevsky 

Conference: Non-Euclidean, Non-Commutative Geometry and Quantum Physics (Kyiv, 

2019); Міжнародна конференція молодих математиків (Київ, 2017, 2019); An 

international conference in honor of Ya. Zeldovich in Minsk “The third Zeldovich 

meeting SNAUPS-18” (Minsk, Belarus, 2018); The 3rd and the 4th Conference of the 

Polish Society on Relativity (Krakow – 2016, Kazimierz Dolny – 2017, Poland); Міжн. 

матем. конф. мол. матем. присв. 100-р. з дня нар. Ю. Митропольського (Київ, 

2017); Міжнародній науковій конференції “Диференціальні рівняння та їх 

застосування” присвяченій 70-річчю академіка НАН України М. О. Перестюка 

(Ужгород, 2016); Міжнародній конференції “Астрономія та фізика космосу” (Київ, 

2014, 2015, 2018, 2020); Конференції молодих вчених “Проблеми теоретичної 

фізики” (Київ, 2019); 20th Annual conference of doctoral students “Week of Doctoral 

Students” (Prague, Czech Republic, 2013); Міжнародній конференції “Сучасні 

проблеми механіки і математики” (Львів, 2013, 2018); Конференції молодих 

вчених “Підстригачівські читання” (Львів, 2012, 2014, 2017, 2019, 2020); 

Міжнародній математичній конференції ім. В. Я. Скоробогатька (Дрогобич – 2011, 

2015, Львів – 2020); семінарах відділу диференціальних рівнянь і теорії функцій 

Інституту прикладних проблем механіки і математики ім. Я. С. Підстригача НАН 

України (2011–2021 рр.). 
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У повному обсязі дисертаційна робота доповідалась та обговорювалась на 

розширеному науковому семінарі відділу диференціальних рівнянь і теорії 

функцій та відділу математичної фізики під керівництвом д. ф.-м. н., пр. н. с. 

Р. М. Пляцка та загальноінститутському науковому семінарі за напрямком 

“Математичне моделювання та обчислювальні методи” під керівництвом д. ф.-

м. н., проф. В. В. Михаськіва Інституту прикладних проблем механіки і 

математики ім. Я. С. Підстригача НАН України; науковому семінарі кафедри 

прикладної математики Національного університету “Львівська політехніка” МОН 

України під керівництвом д. ф.-м. н., проф. Б. М. Марковича; науковому семінарі 

кафедри інформаційних систем Львівського національного університету імені 

Івана Франка МОН України під керівництвом д. ф.-м. н., проф. Г. А. Шинкаренка. 

Публікації. За матеріалами дисертаційної роботи опубліковано 34 наукових 

праці, зокрема, 5 статей [3, 5-8] у наукових фахових виданнях України, 2-і статті в 

іноземних наукових виданнях [2, 4], 1-а стаття у періодичному виданні в Україні 

[1] та 26 публікацій у матеріалах та тезах міжнародних та всеукраїнських 

наукових конференцій. Праці [2, 10-13, 15, 19, 26-27, 29] опубліковані автором 

одноосібно. Статті [4-7] прореферовані наукометричною базою Scopus. 

Структура та обсяг роботи. Дисертаційна робота складається зі вступу, 

трьох розділів, які містять 8 рисунків та одну таблицю, висновків, списку 

використаних джерел із 84 найменувань та додатків. Загальний обсяг 

дисертаційної роботи становить 133 сторінок. Обсяг основного тексту – 88 

сторінок. 

ОСНОВНИЙ ЗМІСТ РОБОТИ 

У вступі обґрунтовано актуальність теми дисертації, сформульовано мету і 

завдання роботи, вказано на наукову новизну результатів та їх практичне значення. 

Подано інформацію про апробацію результатів дослідження та особистий внесок 

здобувача. 

У першому розділі проведено огляд основних підходів до розщеплення 

системи рівнянь Максвелла у рімановому просторі чи в криволінійних 

координатах, що ґрунтуються на використанні формалізму Ньюмена-Пенроуза. 

Розроблено підпрограми, що використовують систему комп’ютерної алгебри 

Maple, вперше отримано систему рівнянь відносно 4-потенціалу у формалізмі 

Ньюмена-Пенроуза, отримано достатні умови розщеплення системи рівнянь 

Максвелла відносно 4-потенціалу та запроваджено однонапрямлені ізотропні поля 

(тобто, з рівною нулеві нормою у псевдорімановій метриці) у просторах типу D, 

використовуючи поняття головних спінорів. 

У підрозділі 1.1 проведено огляд методу Тюкольського розщеплення системи 

рівнянь Максвелла у просторах типу D . У підрозділі 1.2 проведено огляд методу 

Когена і Кегелеса розщеплення системи рівнянь Максвелла відносно поля Герца в 

просторі типу D . 

У підрозділі 1.3 загальноковаріантні рівняння відносно 4-потенціалу  

= 0b a a c

b c
A R A    (1) 

записані у загальному рімановому просторі у компонентній формі у формалізмі 

Ньюмена-Пенроуза. Тут  
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2 1 1 0
=a AA A A A A A A A AA A A o o Ao A o A       

     (2) 

– розклад дійсного 4-потенціалу у спіновій діаді, 
2 2
:A A , 

0 0
:A A , 

1 1
:A A  — компоненти розкладу в спіновій діаді. Система рівнянь складається 

з чотирьох рівнянь відносно двох дійсних та однієї комплексної функцій. 

Матриці коефіцієнтів при других похідних D    є одиничними, D ,  ,  , 

  – похідні за напрямками ізотропної тетради Ньюмена-Пенроуза. Матриці 

коефіцієнтів при перших похідних та алгебраїчній частині пов’язують між собою 

всі компоненти поля, таким чином, рівняння системи є зв’язаними. 

Достатніми умовами розщеплення системи рівнянь будемо називати умови 

на коефіцієнти рівняння, які забезпечуватимуть повне або послідовне 

відокремлення рівнянь. Ці умови матимуть вигляд рівнянь, в які входять скаляри 

Ньюмена-Пенроуза, похідні від них та/або скаляри кривини. 

Встановлено такі достатні умови розщеплення системи відносно 4-

потенціалу [1]. 

Твердження 1. Система рівнянь Максвелла відносно 4-потенціалу 

розщеплюється у псевдорімановому просторі за виконання умов  

= = = = = = 0.       (3) 

, , , , , , , , , , ,             – скаляри Ньюмена-Пенроуза. 

Розщеплення рівнянь системи є послідовним. Ріманів простір, в якому 

система рівнянь Максвелла відносно 4-потенціалу розщеплюється, визначається 

рівняннями (3), та відповідними рівняннями поля. Спінор Вейля належить до типу 

II за класифікацією Петрова, оскільки компоненти спінора Вейля 
0 1
,   

дорівнюють нулю.  

У підрозділі 1.4 з метою встановлення достатніх умов розщеплення системи, 

що виділяють більш загальний ріманів простір, розглянуто умови на поле 

Максвелла у вигляді  

0 1
= = 0,   (4) 

які визначають ізотропне поле (вільне електромагнітне поле). 
0 1 2
, ,    – 

компоненти спінора Максвелла 
AB

  у спіновій діаді. 

Враховуючи зв’язок спінора Максвелла і спінора вектор-потенціалу 
 = A

AB AA B
A 

  та застосовуючи комутаційні співвідношення, запропоновано 

методику відокремлення рівнянь вихідної системи [2]. 

Твердження 2. Система рівнянь відносно 4-потенціалу, що відповідає 

ізотропному полю (4), при виконанні умов  

22
= = = = = = 0, = ,        (5) 

та у калібруванні Лоренца розщеплюється:  



7 

 

2 2 2 2

2 2

2

0 0 2 2

1 1 1 0 0 2

1 1 0 0

(2 ) ( 2 2 )

( ) ( 2 ) (

2( ) (2 2 ) ( ) ) = 0,

( ) = ( ) ,

( ) = ( ) ,

( ) = ( ) .

D A A DA A

A A

A

A A DA A

A A A A A A

DA A A A

       

          

           

   

        

      

           

             

        

    

        

     











 (6) 

22
  – компонента спінора Річчі у тетраді Ньюмена-Пенроуза. 

Отримуємо наступну схему послідовного розщеплення. З чотирьох рівнянь 

Максвелла залишається лише одне рівняння другого порядку – рівняння відносно 

2
A . Рівняння, з яких визначаються решта компонент, отримані зі співвідношення 

 = A

AB AA B
A 

 , до яких застосована умова ізотропності (4). Після знаходження 

розв’язку 
2

A , знаходимо розв’язки 
0

A  та 
1

A . 

Далі показано, що множина просторів, які виділяються умовами (5), не є 

порожньою, та містить підмножину просторів з локально-обертальною симетрією, 

що належить до класифікації Сеґре при 
22

  0   (Goode, Wainwright 1986, 

Lozanowski, Carminati 2003). 

У підрозділі 1.5 подано вичерпний опис моделей однонапрямлених 

ізотропних полів з 4-струмом у просторі типу D . 

Означення 1. Ізотропне поле Максвелла  

2
= ,

AB A B
o o   (7) 

називатимемо вихідним однонапрямленим ізотропним полем (ОІП) Максвелла. 

Спінор Максвелла є алгебраїчно-спеціальним типу N . 

У дисертаційній роботі обґрунтовано отримання спінора Максвелла у вигляді 

(7) шляхом орієнтації його головних спінорів вздовж одного з кратних головних 

ізотропних напрямків гравітаційного поля. Саме поняття ізотропності спінора 

Максвелла є ширшим і не пов’язане з такою орієнтацією. Розгляд алгебраїчно-

спеціального спінора Герца у подібному вигляді (7) використовується у підході до 

розщеплення системи рівнянь відносно спінора (тензора) Герца (Коген, Кегелес, 

Стюарт (1979)). 

У роботі далі для моделювання загального поля розглядається система 

рівнянь Максвелла першого порядку для випадку вихідного (7) та вхідного ОІП 

(
0

=
AB A B

    ). Система рівнянь Максвелла загального вигляду (Стюарт, 1991) при 

переході до розгляду вихідного ОІП у просторі типу D  має вигляд  

2 2
(2 ) = 0,D      (8) 

2 2 2
(2 ) = ,j       (9) 

2 2
( ) = 0,Dj j        (10) 

'

2 '

A A

AA
j j    – компонента 4-струму

AA
j 

 у тетраді Ньюмена-Пенроуза. 

Рівняння (8), (9) є рівняннями Максвелла, рівняння (10) є рівнянням 

неперервності 4-струму. 4-струм є ізотропним = 0AA

AA
j j



 . Доцільність розгляду 

ізотропного 4-струму підтверджується тим, що у безсиловій електродинаміці 
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Бланфорда і Знаєка (1977), Бренана, Ґраллі і Джейкобсона (2013), яка є частиною 

моделі генерації джетів від чорних дір, він використовується для опису швидкого  

руху зарядів. 

У другому розділі у просторі Керра у калібруванні Кіннерслі знайдено 

загальний розв’язок неоднорідної системи (8)-(9) та розв’язок з відокремленими 

змінними відповідної однорідної. Проведено узагальнення випадку 

однонапрямлених ізотропних полів на поля цілого та пів цілого значень спіну та 

знайдено загальний розв’язок та розв’язок з відокремленими змінними. 

У підрозділі 2.1 проведено огляд робіт з розв’язування рівнянь Максвелла у 

просторі Керра. Метод відокремлення змінних не дає змоги точно визначити 

константи відокремлення радіального та кутового рівнянь Тюкольського та 

потребує використання апроксимаційних методів, чисельних методів, апарату 

функцій Гойна. Знаходження точних розв’язків є необхідним як для побудови 

нових моделей електромагнітного випромінювання, так і для подальшого 

вдосконалення існуючих методів розв’язування. 

У підрозділі 2.2 знайдено загальний розв’язок системи (8)-(9)  

    2 1 2 1 2

1
= , 2 , , sin ,

sin ( cos )
F d

r ia
       

 
 


  (11) 

де 
1 2

( , )F    – довільна функція класу 
1C  інтегралів 

1
 , 

2
 , яка відповідає 

вільному полю,  1 2
, ,    – довільна функція класу 

1C  інтегралів 
1

 , 
2

 , яка 

визначає поле зумовлене 4-струмом,  
2

1 2 2
= ln ln cos ,

M r r
t r M ia

r rM a
 



 
     

  
 (12) 

2 2 2

1 cos
= ln ln ,

sin2

a r r
i

r rM a


 






   
    

    
 (13) 

2

1 2 2
= ln ln ,

M r r
t r M

r rM a
 



 
     

  
 (14) 

2 2 2
 =   ln ,

2

a r r

r rM a





 
  

  
   (15) 

, , ,t r    – координати Бойєра-Ліндквіста, 
2 22r Mr a    , 2 2 2cosr a    ,  

M , a  – маса та питомий кутовий момент чорної діри Керра, 
2 2a M , r


, r


 

– горизонт подій та горизонт Коші. 

 

Один із доданків у інтегралі 
1

  розв’язку у просторі Шварцшильда  

1
= 2 ln( 2 )Schw t r M r M     (16) 

є аналогом логарифмічної фази кулонівського потенціалу (див. (4.2.6) у Фролов, 

Новіков (1998)). 

Функція  1 2
, ,    визначає розв’язок рівняння неперервності (10) – 

 2 1 2
= , , /j     , та повинна задовольняти рівняння  
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     1 3 1 3

1
sin , , sin , , sin = 0,

sin
a d d

t
          

 

 
  

 
   (17) 

яке випливає з дійсності компоненти 4-струму 
2
j . Аналогічний загальний 

розв’язок отриманий для вхідного ОІП Максвелла. 

Подібні точні загальні розв’язки в аналітичному вигляді представлено 

одночасно у роботах Єзерського, Смолки та Бренана, Граллі, Джейкобсона. Наші 

розв’язки отримані незалежно від розв’язків, представлених у роботах цих 

авторів. Відмінністю нашого розв’язку від розв’язку Єзерського, Смолки є різні 

підходи, у яких вони отримані та вибір відмінних ізотропних тетрад. У роботі 

Бренана, Граллі, Джейкобсона розв’язок для вільного поля відсутній. 

У підрозділі 2.3 знайдено розв’язок з відокремленими змінними відповідної 

однорідної системи  

1 2

2

1 cos
exp cos ln

sin
= ,

sin ( cos )

ia i

C
r ia

  
     

  





    




 
 

(18) 

тут C


 – комплексна стала,  ,   – комплексні константи відокремлення. 

Аналогічний розв’язок отриманий для вхідного ОІП Максвелла. Розв’язок (18) 

отримується з розв’язку однорідної системи (11) при такому виборі довільної 

функції: 
1 2 1 2

( , ) =F     . Отримані розв’язки з відокремленими змінними є 

новими. 

В цьому ж підрозділі за припущення про обмеженість розв’язку (18) для всіх 

t  та 2 -періодичності по  , розглянуто властивості розв’язку у формі 

 1 2

2

exp cos 1 cos
= ( ) .

sin ( cos ) sin

m

m

i im a
C

r ia

   
 

  

    
 

  
 (19) 

Константи відокремлення стають такими: = i  , = im ,  , m . Такі самі 

умови накладені і на відповідний розв’язок відносно 
0

 . 

Він описує вихідні монохроматичні хвилі з кутовим моментом, який 

визначається цілочисельними значеннями m . Радіальна частина розв’язку 

визначає поверхню супервипромінювання 2

.1
= = /

cr
r r am a    для хвиль 

відповідної частоти. На цій поверхні змінюється вихідний-вхідний характер 

електромагнітної хвилі. 

У підрозділі 2.4 на розв’язок (18) накладено умови обмеженості для всіх t , 

2 -періодичності по  , умову, що хвиля на горизонті є вхідною  

.1
> ,

cr
r r


 

та умову регулярності компоненти тензора енергії-імпульсу 
=0
=

| <T
 

 

 ,  

22 2 2 cos

2| | 1 cos
= .sin

2 sin

maa C e
T

 






 

  
 

  
 (20) 

Частота   стає обмеженою, азимутальне число – = 1m   (записано 2 

випадки)  
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cos
( )

*

2 1
= ( ) , 0 < < ,

( cos )(1 cos ) 2

a
i t r i e a

C e
r ia Mr

 
 

  
 


 




 

 (21) 

cos
( )

*

2 1
= ( ) , < < 0.

( cos )(1 cos ) 2

a
i t r i e a

C e
r ia Mr

 
 

  
 


 




 

 (22) 

Частота   та азимутальне число m  повинні мати різні знаки. Різні знаки   

відповідають правій ( > 0 ) та лівій ( < 0 ) поляризації. Величина, що обмежує 

частоту зверху, є обернено-пропорційною масі M  чорної діри. Наявність кутового 

моменту електромагнітної хвилі, який описується числом m , є суттєвою при 

розгляді хвиль, що мають вхідний характер на горизонті. 

У підрозділі 2.5 метод вибору однонапрямлених ізотропних полів 

застосовано також для систем рівнянь, що описують гравітаційне поле, нейтринне 

поле та поле Раріти-Швінґера. Рівняння у компонентній формі у формалізмі 

Ньюмена-Пенроуза у просторі типу D записано у вигляді системи двох 

відокремлених рівнянь першого порядку, в яку спін поля входить як параметр. 

Знайдено загальний розв’язок та розв’язок з відокремленими змінними 

узагальненої системи рівнянь в координатах Бойєра-Ліндквіста  

 1 2
= , ,F    (23) 

 

2

0 2 1

( cos ) , = 1;sin

= sin
, =1.

2( cos )

l

l

l l

l

r ia k

k
r ia

  

 


 

 



 

 (24) 

де = ( )k sgn s , s  – спінова вага поля нульової маси спокою, =| |l s  – спін поля. 

Частковим випадком цього розв’язку (та, відповідно, розв’язку з відокремленими 

змінними) є випадок вихідного електромагнітного поля = 1s  : загальний 

розв’язок (11), розв’язок з відокремленими змінними (18) ( = 1k  ). Знак k  

визначає випадок вихідного ( = 1k  ) чи вхідного ( =1k ) ОІП. 

У третьому розділі на основі хвильового розв’язку (19) проведено 

дослідження його властивостей та ефектів у полі Керра. 

У підрозділі 3.1 проведено огляд досліджень ефектів впливу гравітаційного 

поля маси, що обертається, на поширення електромагнітних хвиль. У більшості 

робіт використовують метод геометричної оптики та його модифікації. Крім 

цього, виходячи з особливості задачі, інші параметри розв’язків беруться 

обмеженими. Однонапрямлені ізотропні поля вперше згадані Чандрасекаром, 

досліджувались Волдом, Бренаном, Ґралею, Джейкобсоном, Фізієвим, Борісовим, 

Єзерським, Смолкою та ін. У просторі Керра, як і в інших викривлених просторах, 

фізичні властивості алгебраїчно-спеціальних полів досліджено не повністю. 

У підрозділі 3.2 із отриманого точного виразу для фази 
1 2

=
g

m    

отримано хвильовий вектор  
2 2( )

= = , ,0, ,
g

r a am
k m
 




  
    

 (25) 

радіальна компонента якого визначає частотну дисперсію хвилі, а кутова — 
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кутовий момент хвилі. 

Твердження 3. Квадрат хвильового вектора  

 
22

2

sin
=

sin

a m
k k










 


 (26) 

не є ізотропним. 

Твердження 4. Інтегральна конгруенція векторного поля k

 не є геодезійною. 

Неізотропність хвильового вектора вказує на те, що лінії ортогональні до 

поверхонь постійної фази, не є ізотропними геодезійними. Неізотропність 

хвильового вектора є наслідком взаємодії поляризації електромагнітної хвилі і 

обертального моменту чорної діри (ефект спін-спіральної взаємодії). Права та ліва 

кругова поляризація визначаються в залежності від знаку  . Питомий кутовий 

момент > 0a  відповідає обертанню чорної діри проти годинникової стрілки. 

Наш висновок про неізотропність хвильового вектора співпадає з висновком 

роботи Асенхо, Хойман (2017) для метрики Керра та не співпадає для метрики 

Шварцшильда, оскільки ними застосовано обмежуюче припущення про 

незалежність 4-потенціалу від координати  . 

Обчислено фазову та групову швидкості:  

= = 1,
gr

dk
v

d
   (27) 

 2 2
= = 1 = 1 ( ).

ph

k am m
v r

r a  
     


 (28) 

Групова швидкість є швидкістю світла у вакуумі, фазова швидкість є меншою 

за швидкість світла у вакуумі та змінює знак на поверхні супервипромінювання 

.1
=

cr
r r . Рівняння поверхні супервипромінювання отримане для таких r , які 

лежать поза горизонтом, на відміну від результату Тюкольського, де таку 

поверхню знайдено при наближенні до горизонту. 

Обчислено фізичні компоненти поля Максвелла у ортонормованій тетраді 

Кіннерслі  
cos

2 2

ˆ 1 21

1 cos
= sin ,

sinsin

ma

o

e
E c c

  



  
  

  
 (29) 

cos

2 2

ˆ 1 22

1 cos
= cos ,

sinsin

ma

o

e
E c c

  



  
  

  
 (30) 

де 
1 2

( ) =
m

C c ic  1,  

 
2

2 2
= ln ln

o

M r r
t r M m

r rM a
 



  
        

   
 

 

 1

2 2

2

cos
ln .

2

a r r c a
arctg arctg

r r c rM a


 



  
     

   
 (31) 

Хвиля є циркулярно-поляризованою. Знак   визначає поляризацію хвилі — 

                                           
1 Індекс та залежність від   для констант 1c , 2c  та 1d , 2d  опущена з метою зменшення громіздкості запису. 
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при > 0  хвиля має праву кругову поляризацію, при < 0  – ліву кругову 

поляризацію. Фаза є несиметричною відносно екваторіальної площини = / 2   за 

рахунок останнього доданка (31). Побудовано зображення поверхонь сталої фази, 

які для фундаментальної моди = 0m  є сферами. 

Фізичні компоненти (29) та (30) обчислено у локальній системі відліку 

спостерігача, який має таку 4-швидкість  

21 1
= 1 , ,0, sin 1 .

2 2 22
a

v a 
      

             
 (32) 

Отже, компоненти 4-швидкості визначені скрізь поза горизонтом, тому такий 

спостерігач є фізично реалізовний. 

У підрозділі 3.3 обчислено параметри Стокса та кути еліптичності   і 

орієнтації  , що відповідають розв’язку (19)  

= 0,  (33) 

= ,
4


   (34) 

0    , / 4 / 4     , знак « » у (34) відповідає випадку право 

поляризованої хвилі, «» – ліво поляризованої. Локальний спостерігач у всіх 

точках спостереження спостерігає право, чи ліво циркулярно поляризовану 

хвилю. Для виявлення гравітаційного аналогу ефекту Фарадея розглянуто 

суперпозицію право та ліво поляризованих хвиль  

2 2 2
= ,T R L    (35) 

де компоненти R , L  мають однакову за модулем частоту = = > 0
R L

    та 

протилежні азимутальні числа = =
R L

m m m . Використовуючи співвідношення 

ˆ ˆ2 2 1 2
=R L T TE iE    , отримано вирази для компонент вектора напруженості 

електричного поля 
1̂

TE  та 
2̂

TE , параметри Стокса та кути орієнтації і еліптичності у 

тетраді Кіннерслі  

1 2 2 1

1 1 2 2

1 cos
= ,

2

T c d c d a
arctg arctg

c d c d r




 
 

 
 (36) 

42 2

4 cos1 2

2 2

1 2

42 2

4 cos1 2

2 2

1 2

1 cos
1

1 sin
=

2 1 cos
1

sin

m

a

T

m

a

c c
e

d d
arcsin

c c
e

d d

 

 














   
  

   
   

  
   

 (37) 

монохроматичної хвилі з частотою  , 
1 2

( ) =
m

D d id   – константа, що відповідає 

розв’язку L . 

При довільних ( )
m

C   та ( )
m

D   хвиля є еліптично поляризованою. Лінійно 

поляризована хвиля отримується з умови рівності фаз компонент 
1̂

TE , 
2̂

TE . Умова 

лінійної поляризації хвилі має вигляд 
42 2

4 cos1 2

2 2

1 2

1 cos
= .

sin

m

ad d
e

c c

 



  
 

  
 (38) 
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В нашому підході формула повороту площини поляризації  

1 2 2 1

1 1 2 2

1 cos
=

2

T c d c d a
arctg arctg

c d c d r




 
 

 
 (39) 

співпадає з результатом, отриманим Ґнєдіним та Димніковою, який вони отримали 

в наближенні геометричної оптики. З нашого результату випливає відсутність 

частотної дисперсії кута повороту площини поляризації, оскільки наближення 

геометричної оптики не застосовується. 

Формула кута еліптичності отримана у всьому діапазоні зміни полярного кута 

та частоти, що є перевагою застосування точного розв’язку. Координатна 

особливість на осі є усувною, це пояснює чому у роботі Незнамова, Сафронова 

(2016) досягається достатня точність обчислень у близьких до осі точках. 

При оцінці значень магнітного поля в околі чорної діри в галактиці 87M  у 

роботі великої групи авторів співробітництва EHT (2021) не враховано 

гравітаційного ефекту Фарадея. Такий ефект враховується у роботі Гелеса та ін. 

(2021) у наближенні геометричної оптики. У нашому підході отримано точний 

вираз для кута повороту площини поляризації при довільному значенні полярного 

кута  . До результатів цієї публікації необхідно зробити ще одне застереження: 

відомо, що у рімановому просторі частинки зі спіном рухаються не по геодезійних 

лініях. 

Отримані висновки стосовно кута еліптичності і поляризаційного кута 

можуть мати застосування також у квантових комунікаціях поблизу Землі (near-

Earth quantum communications), де істотне значення має врахування повороту 

площини поляризації у гравітаційному полі Землі. Такі ефекти у статті Кумар, 

Терно (2021) знайдені лише у пост-ньютонівському наближенні. 

ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ І ВИСНОВКИ 

У роботі вирішено актуальне наукове завдання – проведено моделювання 

впливу гравітаційного поля на електромагнітне випромінювання шляхом розробки 

загальної методики розщеплення системи рівнянь Максвелла у полях тяжіння, що 

описуються загальною теорією відносності, та  виділення  на основі геометрично-

аналітичних методів однонапрямленого ізотропного поля 

Отримано наступні нові наукові результати: 

1. Отримано достатні умови розщеплення системи рівнянь Максвелла 

відносно 4-потенціалу у вигляді умов на скаляри Ньюмена-Пенроуза, які    

виділяють ріманів простір, що задається т. зв. рівняннями поля Ньюмена-

Пенроуза. У випадку ізотропного алгебраїчно-спеціального поля Максвелла 

отримано достатні умови розщеплення системи рівнянь Максвелла відносно 

вектор-потенціалу, що виділяють ріманів простір більшої загальності, ніж у 

випадку довільного поля Максвелла. Таким простором може бути один з типів 

просторів з локально-обертальною симетрією, що належить до класифікації 

Сеґре при 
22

0  . 

2. Розглянуто модель однонапрямленого ізотропного поля за наявності 

дійсного 4-струму. Побудовано загальний розв’язок неоднорідної та розв’язок з 

відокремленими змінними однорідної системи рівнянь Максвелла для випадків 
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вихідного та вхідного однонапрямлених ізотропних полів у просторі Керра. 

При приєднанні додаткових умов на розв’язок – обмеженості для всіх t  та 

2 -періодичності за змінною  , – отримується розв’язок у вигляді 

монохроматичної хвилі з дійсною частотою та цілим азимутальним числом. При 

приєднанні умови вхідного характеру хвилі на горизонті та умови обмеженості 

компоненти тензора енергії-імпульсу частота стає обмеженою зверху, а розв’язок 

має перший порядок особливості на осі. Приєднання умови вхідного характеру 

хвилі на горизонті веде до виникнення поверхні супервипромінювання. 

Поля нульової маси спокою довільного цілого та пів цілого значень спіну 

розглянуті як однонапрямлені ізотропні поля у просторі типу D  та у просторі 

Керра. У цих просторах отримано узагальнені системи рівнянь, побудовано 

загальний розв’язок та розв’язок з відокремленими змінними у просторі Керра. 

3. Досліджено фізичні властивості однонапрямленого ізотропного розв’язку. 

Знайдено компоненти хвильового вектора у просторі Керра та встановлено, що 

він не є ізотропним. Неізотропність хвильового вектора є проявом спін-спіральної 

взаємодії, викликаної взаємодією кутового моменту чорної діри з поляризацією 

електромагнітної хвилі. Величина ефекту пропорційна до a . Інтегральна 

конгруенція хвильового вектора у просторі Керра не є геодезійною. Отримано 

вирази для фазової і групової швидкості. Групова швидкість дорівнює швидкості 

світла, фазова швидкість є меншою за швидкість світла для визначеного 

діапазону частот. У порівнянні з результатами Тюкольського поверхні 

супервипромінювання заповнюють деяку область поза горизонтом. 

4. Досліджено поляризаційні характеристики однонапрямленого ізотропного 

поля: отримано параметри Стокса та формули для кутів еліптичності та 

орієнтації. Використовуючи розв’язок з відокремленими змінними в аналітичній 

формі, побудовано модель поширення еліптично поляризованої монохроматичної 

хвилі, що виходить з околу чорної діри Керра. Модель описує електромагнітні 

хвилі у всьому діапазоні частот та кутів. Отримано формулу повороту площини 

поляризації, яка співпадає з результатом Ґнєдіна та Димнікової, та отримана поза 

межами наближення геометричної оптики. Виявлено, що у ортонормованій базі  

Кіннерслі хвиля може бути лінійно поляризованою лише для певних значень кута 

 , а фаза вихідної монохроматичної хвилі є асиметричною відносно 

екваторіальної площини. 

Еліптична поляризація хвилі не залежить від радіальної змінної r  та для 

фіксованого напрямку 
0

=   є сталою. Множник 
cosae  

 у формулі для кута 

еліптичності визначає підсилення або придушення циркулярно поляризованих 

складових хвилі, яке визначається співпадінням або неспівпадінням характеру 

поляризації з напрямком обертання чорної діри. 
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Анотація. Тайстра Ю. В. Моделювання поширення електромагнітних 

хвиль у просторі Керра на основі аналітично-геометричного методу. –

 Рукопис. 

Дисертація на здобуття наукового ступеня кандидата фізико-математичних 

наук за спеціальністю 01.05.02 – математичне моделювання та обчислювальні 

методи. – Інститут прикладних проблем механіки і математики 

ім. Я. С. Підстригача НАН України, Львів, 2021. 

Робота стосується моделювання впливу гравітаційного поля на 

електромагнітне поле у загальній теорії відносності. Отримано систему рівнянь 

відносно 4-потенціалу у формалізмі Ньюмена-Пенроуза та встановлено достатні 

умови відокремлення її рівнянь, якими виділяється певний ріманів простір. У 

частковому випадку ізотропного поля отримано достатні умови відокремлення 

системи рівнянь, що виділяють менш спеціалізований ріманів простір, ніж у 

загальному випадку. Зокрема, таким простором є один з типів просторів з 

локально-обертальною симетрією. 
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У просторі Керра при калібруванні Кіннерслі методами теорії 

диференціальних рівнянь з частинними похідними першого порядку знайдено 

загальний розв’язок та розв’язок з відокремленими змінними у вигляді 

однонапрямлених ізотропних полів. 

Розглянуто однонапрямлені ізотропні поля нульової маси спокою довільного 

цілого та пів цілого значення спіну у просторі типу D  за класифікацією Петрова, 

знайдено загальний розв’язок та розв’язок з відокремленими змінними систем 

рівнянь у просторі Керра. 

Досліджено властивості однонапрямленого ізотропного поля Максвелла. 

Знайдено точні вирази компонент хвильового вектора, фазової та групової 

швидкості однонапрямленого ізотропного розв’язку. Виявлено частотну дисперсію 

хвильового вектора та наявність азимутального кутового моменту хвилі. 

Встановлено, що у просторі Керра хвильовий вектор не є ізотропним. Вираз 

квадрату хвильового вектора є точним та відображає вплив кутового моменту 

чорної діри Керра на поляризацію хвилі, який є пропорційним до a . Інтегральна 

конгруенція хвильового вектора не є геодезійною. 

На основі однонапрямленого ізотропного розв’язку побудовано модель 

випромінювання, що виходить з околу чорної діри Керра та є еліптично 

поляризованим. Отримано формулу для кута повороту площини поляризації та 

формули поляризаційних кутів. Модель дозволяє досліджувати поширення 

електромагнітних хвиль у всьому діапазоні частот та кутів інклінації. Вплив 

кутового моменту чорної діри Керра на амплітуди право та ліво поляризованих 

хвиль є пропорційним до 
cosae  

. 

Ключові слова: рівняння Максвелла, спінорний підхід, формалізм Ньюмена-

Пенроуза, алгебраїчно-спеціальне поле, простір-час Керра, хвильовий вектор, 

поляризація, спін-спіральна взаємодія, поворот площини поляризації. 

Аннотация. Тайстра Ю. В. Моделирование распространения электро-

магнитных волн в пространстве Керра на основе аналитически-

геометрического метода. – Рукопись. 

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математических 

наук по специальности 01.05.02 – математическое моделирование и 

вычислительные методы. – Институт прикладных проблем механики и 

математики им. Я. С. Подстригача НАН Украины, Львов, 2021. 

Работа посвящена моделированию воздействия гравитационного поля на 

электромагнитное поле в общей теории относительности. Получена система 

уравнений относительно 4-потенциала в формализме Ньюмена-Пенроуза и 

установлены достаточные условия отделения ее уравнений, которыми выделяется 

определенное риманово пространство. В частном случае изотропного поля 

получены достаточные условия расщепления системы уравнений, выделяющие 

менее специализированное риманово пространство, чем в общем случае. В 

частности, таким пространством является один из типов пространств с локально-

вращательной симметрией. 

В пространстве Керра при калибровке Киннерсли методами теории 

дифференциальных уравнений с частными производными первого порядка 
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найдено общее решение и решение с разделяющимися переменными в виде 

однонаправленных изотропных полей. 

Рассмотрены однонаправленные изотропные поля нулевой массы покоя 

произвольного целого и полуцелого значений спина в пространстве типа D  по 

классификации Петрова, найдены общее решение и решение с разделяющимися 

переменными систем уравнений в пространстве Керра. 

Исследованы свойства однонаправленного изотропного поля Максвелла. 

Найдены точные выражения компонент волнового вектора, фазовая и групповая 

скорости однонаправленного изотропного поля. Выявлена частотная дисперсия 

волнового вектора и наличие азимутального углового момента волны. 

Установлено, что в пространстве Керра волновой вектор не является 

изотропным. Выражение квадрата волнового вектора является точным и отражает 

влияние углового момента черной дыры Керра на поляризацию волны, которое 

пропорционально a . Интегральная конгруэнция волнового вектора не является 

геодезической. 

На основе однонаправленного изотропного решения построена модель 

эллиптически поляризованного излучения, выходящего из окрестности черной 

дыры Керра. Получена формула для угла поворота плоскости поляризации и 

формулы поляризационных углов. Модель позволяет исследовать 

распространение электромагнитных волн во всем диапазоне частот и угла 

инклинации. Влияние углового момента черной дыры Керра на амплитуды право 

и лево поляризованных волн пропорционально 
cosae  

. 

Ключевые слова: уравнения Максвелла, спинорный подход, формализм 

Ньюмена-Пенроуза, алгебраически-специальное поле, пространство-время Керра, 

волновой вектор, поляризация, спин-спиральное взаимодействие, поворот 

плоскости поляризации. 

Abstract. Taistra Y. V. Modeling the propagation of electromagnetic waves in 

the Kerr space-time based on the analytical-geometric method. – Manuscript. 
The thesis for a candidate of physical and mathematical sciences degree in 

speciality 01.05.02 – mathematical simulation and calculation methods. – Pidstryhach 

Institute for Applied Problems of Mechanics and Mathematics NAS of Ukraine, Lviv, 

2021. 

The work is devoted to modeling of influence of a gravitational field on an 

electromagnetic field in the general theory of relativity. A system of equations with 

respect to the 4-potential in the Newman-Penrose formalism is obtained and sufficient 

conditions for the decopuling of its equations, which distinguish a certain Riemannian 

space, are established. In the partial case of null field, sufficient conditions are obtained 

for the decoupling of a system of equations that give a less specialized Riemannian 

space than in the general case. In particular, such a space is one of the types of spaces 

with locally rotational symmetry. 

In the Kerr space-time with Kinnersley gauge a general solution and a solution 

with separated variables in the form of one-way null fields was found by the methods of 

the theory of differential equations with partial derivatives of the first order. 

One-way null zero rest-mass fields of arbitrary integer and half-integer spin 
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values in a Petrov type D  space-time are considered, general solution and solution with 

separated variables of systems of equations in the Kerr space-time are found. 

The properties of null one-way Maxwell field are investigated. The exact 

expressions of the components of the wave vector, phase and group velocities of the 

one-way null solution are found. The frequency dispersion of wave vector and the 

presence of an azimuthal angular momentum are revealed. 

It is established that in the Kerr space-time the wave vector is not null. The 

expression of the square of the wave vector is exact and reflects the influence of the 

angular momentum of the Kerr black hole on the polarization of the wave, which is 

proportional to a . The integral congruence of the wave vector is not geodesic. 

On the basis of a one-way null solution, a model of elliptically polarized 

radiation, emanating from the Kerr black hole, is constructed. The formula for the angle 

of rotation of the plane of polarization and the formulas of polarization angles are 

obtained. The model allows to study the propagation of electromagnetic waves in the 

entire frequency range and angle of inclination. Influence of the angular momentum of a 

Kerr black hole on the amplitudes of right and left polarized waves is proportional to 
cosae  

. 

Key words: the Maxwell equations, spinor approach, the Newman-Penrose 

formalism, algebraically special field, the Kerr space-time, wave vector, polarization, 

spin-spiral interaction, rotation of the plane of polarization. 


