




1

ÀÍÎÒÀÖIß

Òàéñòðà Þ. Â.Ìîäåëþâàííÿ ïîøèðåííÿ åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü ó ïðîñòîði

Êåððà íà îñíîâi àíàëiòè÷íî-ãåîìåòðè÷íîãî ìåòîäó. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà

ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ

íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.05.02 ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ òà îá÷èñëþâàëüíi ìå-

òîäè. � Iíñòèòóò ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè iì. ß. Ñ. Ïiäñòðè-

ãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè. Ëüâiâ, 2021.

Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ íèçêè àñïåêòiâ âïëèâó ãðàâiòàöiéíîãî ïî-

ëÿ íà åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå ó çàãàëüíié òåîði¨ âiäíîñíîñòi. Îòðèìàíî ñèñòåìó

ðiâíÿíü âiäíîñíî 4-ïîòåíöiàëó ó ôîðìàëiçìi Íüþìåíà-Ïåíðîóçà òà âñòàíîâëå-

íî äîñòàòíi óìîâè âiäîêðåìëåííÿ ¨¨ ðiâíÿíü, ÿêèìè âèäiëÿ¹òüñÿ ïåâíèé ðiìà-

íiâ ïðîñòið. Ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó içîòðîïíîãî ïîëÿ îòðèìàíî äîñòàòíi óìîâè

âiäîêðåìëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü, ùî âèäiëÿþòü ìåíø ñïåöiàëiçîâàíèé ðiìàíiâ

ïðîñòið, íiæ ó çàãàëüíîìó âèïàäêó. Çîêðåìà, òàêèì ïðîñòîðîì ¹ îäèí ç òèïiâ

ïðîñòîðiâ ç ëîêàëüíî-îáåðòàëüíîþ ñèìåòði¹þ.

Ó ïðîñòîði Êåððà ïðè êàëiáðóâàííi Êiííåðñëi ìåòîäàìè òåîði¨ äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó çíàéäåíî çàãàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê òà ðîçâ'ÿçîê ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè ó âèãëÿäi îäíîíàïðÿìëåíèõ

içîòðîïíèõ ïîëiâ.

Ó âèïàäêó ðîçâ'ÿçêó ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè ïðè¹äíàíî óìîâè, ùî âè-

äiëÿþòü 2π-ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ç äiéñíîþ ÷àñòîòîþ òà öiëèì àçèìóòàëüíèì

÷èñëîì. Äîäàòêîâî ïðè¹äíàíî óìîâó âõiäíîãî õàðàêòåðó õâèëi íà ãîðèçîíòi òà

óìîâó îáìåæåíîñòi êîìïîíåíòè òåíçîðà åíåðãi¨-iìïóëüñó. ×àñòîòà â öüîìó âè-

ïàäêó ñòà¹ îáìåæåíîþ çà ìîäóëåì çâåðõó, îñîáëèâiñòü ïî θ ìà¹ ïåðøèé ïîðÿäîê.

Íàñëiäêîì çàñòîñóâàííÿ óìîâè âõiäíîãî õàðàêòåðó õâèëi íà ãîðèçîíòi ¹ âèäiëå-

ííÿ ïîâåðõíi, ðiâíÿííÿ ÿêî¨ óçàãàëüíþ¹ óìîâó iñíóâàííÿ ñóïåðâèïðîìiíþâàííÿ

Ñòàðîáiíñüêîãî, Òþêîëüñüêîãî íà âèïàäîê äîâiëüíî¨ îáëàñòi (îñòàííþ óìîâó

àâòîðè îòðèìàëè äëÿ îáëàñòi ïîáëèçó ãîðèçîíòó ïîäié).
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Ðîçãëÿíóòî îäíîíàïðÿìëåíi içîòðîïíi ïîëÿ íóëüîâî¨ ìàñè ñïîêîþ äîâiëüíîãî

öiëîãî òà ïiâ öiëîãî çíà÷åííÿ ñïiíó ó ïðîñòîði òèïóD çà êëàñèôiêàöi¹þ Ïåòðîâà,

çíàéäåíî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òà ðîçâ'ÿçîê ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè ñèñòåì

ðiâíÿíü ó ïðîñòîði Êåððà.

Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi îäíîíàïðÿìëåíîãî içîòðîïíîãî ïîëÿ Ìàêñâåëëà. Çíà-

éäåíî òî÷íi âèðàçè êîìïîíåíò õâèëüîâîãî âåêòîðà, ôàçîâî¨ òà ãðóïîâî¨ øâèä-

êîñòi îäíîíàïðÿìëåíîãî içîòðîïíîãî ðîçâ'ÿçêó. Âèÿâëåíî ÷àñòîòíó äèñïåðñiþ

õâèëüîâîãî âåêòîðà òà íàÿâíiñòü àçèìóòàëüíîãî êóòîâîãî ìîìåíòó ãàðìîíiêè

õâèëi.

Âñòàíîâëåíî, ùî ó ïðîñòîði Êåððà õâèëüîâèé âåêòîð íå ¹ içîòðîïíèì. Îòðè-

ìàíèé âèðàç êâàäðàòó õâèëüîâîãî âåêòîðà ¹ òî÷íèì òà âiäîáðàæà¹ âïëèâ êóòî-

âîãî ìîìåíòó ÷îðíî¨ äiðè Êåððà íà ïîëÿðèçàöiþ õâèëi, ÿêèé ¹ ïðîïîðöiéíèì äî

aω. Iíòåãðàëüíà êîíãðóåíöiÿ õâèëüîâîãî âåêòîðà íå ¹ ãåîäåçiéíîþ.

Íà îñíîâi îäíîíàïðÿìëåíîãî içîòðîïíîãî ðîçâ'ÿçêó ïîáóäîâàíî ìîäåëü âè-

ïðîìiíþâàííÿ, ùî âèõîäèòü ç îêîëó ÷îðíî¨ äiðè Êåððà òà ¹ åëiïòè÷íî ïîëÿðè-

çîâàíèì. Îòðèìàíî ôîðìóëó, ÿêà âèçíà÷à¹ êóò ïîâîðîòó ïëîùèíè ïîëÿðèçàöi¨

òà âèðàçè äëÿ ïîëÿðèçàöiéíèõ êóòiâ. Ìîäåëü äîçâîëÿ¹ äîñëiäæóâàòè ïîøèðåí-

íÿ åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü ó âñüîìó äiàïàçîíi ÷àñòîò òà êóòiâ iíêëiíàöi¨. Âïëèâ

êóòîâîãî ìîìåíòó ÷îðíî¨ äiðè Êåððà íà àìïëiòóäè ïðàâî òà ëiâî ïîëÿðèçîâàíèõ

õâèëü ¹ ïðîïîðöiéíèì äî eaω cos θ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà, ñïiíîðíèé ïiäõiä, ôîðìàëiçì Íüþìå-

íà-Ïåíðîóçà, àëãåáðà¨÷íî-ñïåöiàëüíå ïîëå, ïðîñòið-÷àñ Êåððà, õâèëüîâèé âå-

êòîð, ïîëÿðèçàöiÿ, ñïií-ñïiðàëüíà âçà¹ìîäiÿ, ïîâîðîò ïëîùèíè ïîëÿðèçàöi¨.
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ABSTRACT

Taistra Y. V. Modeling the propagation of electromagnetic waves in Kerr space

based on the analytical-geometric method. � Quali�cation scienti�c work with the

manuscript copyright.

The thesis for a candidate of physical and mathematical sciences degree in speci-

ality 01.05.02 mathematical modelling and computing methods. � Pidstryhach Insti-

tute for Applied Problems of Mechanics and Mathematics NAS of Ukraine. Lviv,

2021.

The work is devoted to the study of a number of aspects of the in�uence of the

gravitational �eld on the electromagnetic �eld in the general theory of relativity. A

system of equations with respect to the 4-potential in the Newman-Penrose formali-

sm is obtained and su�cient conditions for the decopuling of its equations, which

distinguish a certain Riemannian space, are established. In the partial case of null

�eld, su�cient conditions are obtained for the decoupling of a system of equations

that give a less specialized Riemannian space than in the general case. In particular,

such a space is one of the types of spaces with locally rotational symmetry.

In the Kerr space-time with Kinnersley gauge a general solution and a solution

with separated variables in the form of one-way null �elds was found by the methods

of the theory of di�erential equations with partial derivatives of the �rst order.

For the solution with separated variables, conditions are imposed that describes

2π-periodic solution with real frequency and integer azimuthal number. Additionally,

the condition of the ingoing character of the wave on the horizon and the conditi-

on of boundedness of the energy-momentum tensor component are imposed. The

frequency asolute value in this case becomes bounded above, singularity on θ is of

the �rst order. Consequence of applying the condition of the ingoing character of

the wave on the horizon is selection of the surface, the equation of which generalizes

the Teukolsky and Starobinsky condition of the existence of superradiation in the

case of an arbitrary region (the latter condition was obtained for the region near the

event horizon).
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One-way null zero rest-mass �elds of arbitrary integer and half-integer spin values

in a Petrov type D space-time are considered, general solution and solution with

separated variables of systems of equations in the Kerr space-time are found.

The properties of null one-way Maxwell �eld are investigated. The exact expressi-

ons of the components of the wave vector, phase and group velocities of the one-way

null solution are found. The frequency dispersion of wave vector and the presence

of an azimuthal angular momentum of wave harmonic are revealed.

It is established that in the Kerr space-time the wave vector is not null. Obtained

expression of the square of the wave vector is exact and re�ects the in�uence of the

angular momentum of the Kerr black hole on the polarization of the wave, which is

proportional to aω. The integral congruence of the wave vector is not geodesic.

On the basis of a one-way null solution, a model of elliptically polarized radiation,

emanating from the Kerr black hole, is constructed. The formula, which determines

the angle of rotation of the plane of polarization and expressions of polarization

angles are obtained. The model allows to study the propagation of electromagnetic

waves in the entire frequency range and angle of inclination. In�uence of the angular

momentum of a Kerr black hole on the amplitudes of right and left polarized waves

is proportional to eaω cos θ.

Key words : the Maxwell equations, spinor approach, the Newman-Penrose formali-

sm, algebraically special �eld, the Kerr space-time, wave vector, polarization, spin-

spiral interaction, rotation of the plane of polarization.
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Âñòóï

Îá ðóíòóâàííÿ âèáîðó òåìè äîñëiäæåííÿ Çíà÷åííÿ ìàòåìàòè÷íîãî

ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñiâ i ÿâèù, âèêëèêàíèõ âçà¹ìîäi¹þ ïîëiâ ðiçíî¨ ôiçè÷íî¨

ïðèðîäè, ñòà¹ ÷èìðàç áiëüø àêòóàëüíèì çi çðîñòàííÿì ïîòðåáè ¨õ ïîâíiøîãî

i òî÷íiøîãî îïèñó. Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ iç âèêîðèñòàííÿì àíàëiòè÷íèõ i

îá÷èñëþâàëüíèõ ìåòîäiâ åôåêòèâíî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ, çîêðåìà, ó êëàñè÷íié i

êâàíòîâié åëåêòðîäèíàìiöi, êâàíòîâié òåîði¨ ïîëÿ, êâàíòîâié õðîìîäèíàìiöi òà

ó ðåëÿòèâiñòñüêié òåîði¨ ãðàâiòàöiéíîãî ïîëÿ � çàãàëüíié òåîði¨ âiäíîñíîñòi. Âi-

äîìî, ùî âèâ÷åííÿ ìåòîäàìè àíàëiòè÷íîãî i ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ ÿê ñàìîãî

ãðàâiòàöiéíîãî ïîëÿ, òàê i âçà¹ìîäi¨ éîãî ç iíøèìè ïîëÿìè ñòàíîâèòü îñîáëèâó

ñêëàäíiñòü, çóìîâëåíó â ïåðøó ÷åðãó òèì, ùî ó çàãàëüíié òåîði¨ âiäíîñíîñòi,

ÿêà äî öüîãî ÷àñó çàëèøà¹òüñÿ íàéáiëüø ïåðåâiðåíîþ òåîði¹þ ãðàâiòàöi¨, ãðà-

âiòàöiéíå ïîëå ìîäåëþ¹òüñÿ øëÿõîì îòîòîæíåííÿ iç ìåòðè÷íèì òåíçîðîì ïñåâ-

äîðiìàíîâîãî ïðîñòîðó. Öå âèìàãà¹ âèêîðèñòàííÿ òà ðîçâèòêó òåîði¨ ðiâíÿíü ç

÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ìåòîäiâ äèôåðåíöiàëüíî¨ ãåîìåòði¨ ðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ,

ïåðø íiæ ñòà¹ ìîæëèâèì âèêîðèñòàííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ ìåòîäiâ.

Â îñòàííi äåñÿòèëiòòÿ çíà÷íó óâàãó ÿê îá'¹êò àíàëiòè÷íî-ãåîìåòðè÷íîãî òà

÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ ïðèâåðòà¹ ïîâåäiíêà åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ó ïðîñ-

òîði-÷àñi Êåððà, îñêiëüêè ñ�àìå åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå äî öüîãî ÷àñó ¹ íîñi¹ì ií-

ôîðìàöi¨ ïðî äæåðåëî ãðàâiòàöiéíîãî ïîëÿ � ÷îðíó äiðó ç âëàñíèì îáåðòàëüíèì

ìîìåíòîì. Ðîçðîáëåíi ó öèêëàõ ðîáiò Òþêîëüñüêîãî, Áàðäiíà, Ïðåñà, Ñòàðîáií-

ñüêîãî i ×óðiëîâà, ×àíäðàñåêàðà, Äîëàíà i Ëàéòå, Êðiñïiíî òà ií. (1973-2020)

íàáëèæåíi ìåòîäè îïèñó ïîâåäiíêè ïîëiâ ó ïîëi ÷îðíî¨ äiðè Êåððà íå äàþòü

ïîâíî¨ ÿêiñíî¨ êàðòèíè ïîâåäiíêè ó âñié îáëàñòi âèçíà÷åííÿ çìiííèõ òà îáëàñòi

çíà÷åíü ïîëüîâèõ ôóíêöié òà äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ ìàñ, îáåðòàëüíèõ ìîìåíòiâ i

çàðÿäiâ ÷îðíî¨ äiðè. Çîêðåìà, ðîçãëÿäàþòüñÿ ïëîñêî-õâèëüîâi ðîçâ'ÿçêè ÷è ðÿäè
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íà ¨õ îñíîâi, âèñîêî÷àñòîòíà ÷è äîâãîõâèëüîâà àñèìïòîòèêà.

Â îêîëàõ áàãàòüîõ àñòðîôiçè÷íèõ îá'¹êòiâ, çîêðåìà, ÷îðíèõ äið, íåéòðîí-

íèõ çið òîùî ãåíåðó¹òüñÿ òà ïîøèðþ¹òüñÿ åëåêòðîìàãíiòíå âèïðîìiíþâàííÿ.

Îñêiëüêè â öèõ îáëàñòÿõ ãðàâiòàöiéíå ïîëå ¹ ñèëüíèì, òî âîíî ïîâèííå îïèñó-

âàòèñü ðåëÿòèâiñòñüêîþ òåîði¹þ ãðàâiòàöi¨.

Ôiçè÷íi ïîëÿ, çà âèíÿòêîì ñêàëÿðíîãî, çîêðåìà, i ïîëå Ìàêñâåëëà ó ðiìà-

íîâèõ ïðîñòîðàõ çàãàëüíî¨ òåîði¨ âiäíîñíîñòi îïèñóþòüñÿ çâ'ÿçàíèìè ñèñòåìàìè

ðiâíÿíü, ùî iñòîòíî óñêëàäíþ¹ ¨õ äîñëiäæåííÿ òà îòðèìàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ. Âiäî-

ìî, ùî ó ïðîñòîði òèïó D ñèñòåìà ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà ó ñïiíîðíîìó ïiäõîäi

âiäîêðåìëþ¹òüñÿ äî íåçàëåæíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî îêðåìèõ ñêëàäîâèõ ñïiíîðà

Ìàêñâåëëà. Ó ïiäõîäi Ãåðöà íåîáõiäíî çàñòîñîâóâàòè äâîêîìïîíåíòíèé ïiäõiä

Äåáàÿ ðàçîì ç êàëiáðóâàëüíèìè óìîâàìè. Ïðîáëåìà âiäîêðåìëåííÿ äî îêðåìèõ

ðiâíÿíü (decoupling, ðîçùåïëåííÿ) ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà ¹ àêòóàëüíîþ òà

ïîëÿãà¹ ó âñòàíîâëåííi íåîáõiäíèõ i äîñòàòíiõ óìîâ âiäîêðåìëåííÿ ðiâíÿíü àáî

æ ëèøå äîñòàòíiõ óìîâ.

Ìåòîäè âiäîêðåìëåííÿ ðiâíÿíü ó çâ'ÿçàíèõ ñèñòåìàõ ðiâíÿíü ïîëÿãàþòü ó

çâåäåííi îäíîãî àáî êiëüêîõ ðiâíÿíü äî ðiâíÿííÿ ëèøå ç îäíi¹þ íåâiäîìîþ ôóí-

êöi¹þ. Ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà ó ïëîñêîìó ïðîñòîði, ó äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîð-

äèíàò âiäîêðåìëþþòüñÿ. Âèêîðèñòàííÿ êðèâîëiíiéíèõ êîîðäèíàò, íàïðèêëàä,

ñôåðè÷íèõ, ïðèâîäèòü äî çâ'ÿçàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Ðîçãëÿä ñèñòåìè ðiâíÿíü ó

ôîíîâîìó ãðàâiòàöiéíîìó ïîëi ùå áiëüøå çâ'ÿçó¹ ðiâíÿííÿ, òà ðîáèòü íåìîæëè-

âèì âiäîêðåìëåííÿ ðiâíÿíü øëÿõîì âèáîðó çðó÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò (âiäëi-

êó).

Ìàòåìàòè÷íèé çàïèñ òàêî¨ ñèñòåìè ó âåêòîðíié ôîðìi ¹ ïîäiáíèì äî ðîçãëÿäó

ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà äëÿ äåÿêîãî ìàòåðiàëüíîãî ñåðåäîâèùà. Ìàòåðiàëüíå ñåðå-

äîâèùå â öüîìó âèïàäêó âèçíà÷à¹òüñÿ ìåòðèêîþ. Ïðîáëåìà çâ'ÿçàíîñòi ñèñòåìè

ðiâíÿíü àêòóàëüíà íå ëèøå äëÿ ðîçãëÿäó ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà â ãðàâiòàöiéíîìó

ïîëi, àëå é äëÿ ¨õ ðîçãëÿäó â åëåêòðîäèíàìiöi ñóöiëüíèõ ñåðåäîâèù.

Âiäîêðåìëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà ïðîâîäèòüñÿ ïðè ðîçãëÿäi ðiâ-
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íÿíü âiäíîñíî òåíçîðà (ñïiíîðà) Ìàêñâåëëà, âiäíîñíî âåêòîð-ïîòåíöiàëó, ÷è âiä-

íîñíî ïîòåíöiàëiâ Ãåðöà.

Ó âiäîìèõ ïiäõîäàõ äî ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà çàñòîñîâó-

þòüñÿ êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ. Ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà âiäíîñíî òåíçîðà Ìà-

êñâåëëà çâîäÿòüñÿ äî çàãàëüíîêîâàðiàíòíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó, ðiâíÿ-

ííÿ Ìàêñâåëëà âiäíîñíî 4-ïîòåíöiàëó òàêîæ ¹ ðiâíÿííÿìè äðóãîãî ïîðÿäêó. Ó

ïiäõîäi Ãåðöà îòðèìóþòüñÿ ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó äëÿ òåíçîðà Ãåðöà, à òåí-

çîð Ìàêñâåëëà çíàõîäèòüñÿ ÿê äðóãà êîâàðiàíòíà ïîõiäíà âiä òåíçîðà Ãåðöà. Ó

öèõ âèïàäêàõ çâ'ÿçíiñòü ðiâíÿíü ïîñëàáëþ¹òüñÿ, ïðîòå, íå óñóâà¹òüñÿ ïîâíiñòþ

ó àëãåáðà¨÷íî-çàãàëüíèõ ïðîñòîðàõ.

Ðîçãëÿä ôîíîâîãî ãðàâiòàöiéíîãî ïîëÿ, ùî íàëåæèòü äî âóæ÷î¨ ñïåöiàëiçàöi¨

çà êëàñèôiêàöi¹þ Ïåòðîâà ïîñëàáëþ¹ çâ'ÿçíiñòü ñèñòåìè ðiâíÿíü. Êðiì àëãåáðà-

¨÷íî¨ óìîâè íà êëàñ ãðàâiòàöiéíèõ ïîëiâ ìîæëèâå íàêëàäàííÿ óìîâ íà âåëè÷èíè,

ùî îïèñóþòü ïîòåíöiàëè ãðàâiòàöiéíîãî ïîëÿ � öå êîåôiöi¹íòè çâ'ÿçíîñòi, êî-

åôiöi¹íòè îáåðòàííÿ Ði÷÷i, ñêàëÿðè Íüþìåíà-Ïåíðîóçà. Ðîçãëÿä ãðàâiòàöiéíèõ

ïîëiâ ó ÿêèõ ñèñòåìà ðiâíÿíü ðîçùåïëþ¹òüñÿ, ¹ çàäà÷åþ ç âèçíà÷åííÿ íåîáõi-

äíèõ óìîâ ðîçùåïëåííÿ. Ïîøóê óìîâ, ùî âèäiëÿþòü ðiìàíîâi ïðîñòîðè, ó ÿêèõ

âiäáóâà¹òüñÿ ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü ¹ çàäà÷åþ ïîøóêó äîñòàòíiõ óìîâ

âiäîêðåìëåííÿ ðiâíÿíü.

Äëÿ âiäîêðåìëåííÿ ðiâíÿíü òàêîæ çàñòîñîâó¹òüñÿ ñïåöiàëiçàöiÿ ñàìîãî ïîëÿ,

� öå ðîçãëÿä ïîëÿ, ùî ìà¹ ïåâíó ñèìåòðiþ, àáî çàäîâîëüíÿ¹ ïåâíîìó çâ'ÿçóþ÷îìó

ðiâíÿííþ. Ó ïiäõîäi Ãåðöà íàêëàäàííÿ óìîâ íà ïîëå ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî êîìïî-

íåíòè òåíçîðà Ãåðöà âèáèðàþòüñÿ ó ïåâíîìó âèãëÿäi, â ðåçóëüòàòi òåíçîð Ãåðöà

îïèñó¹òüñÿ äâîìà äiéñíèìè ôóíêöiÿìè çàìiñòü øåñòè, à ðåøòà êîìïîíåíò � ðiâ-

íi íóëåâi. Íàêëàäàííÿ òàêèõ óìîâ ¹ óçàãàëüíåííÿì äâîêîìïîíåíòíîãî ïiäõîäó

Äåáàÿ. Ðàçîì ç çàñòîñóâàííÿì êàëiáðóâàëüíèõ óìîâ òðåòüîãî ðîäó ïðîâåäåíî

âiäîêðåìëåííÿ ðiâíÿíü äëÿ òåíçîðà (ñïiíîðà) Ãåðöà ó ïðîñòîði òèïó D (Êîãåí,

Êåãåëåñ [1, 2]).

Çàñòîñóâàííÿ ñïiíîðíîãî ïiäõîäó ñòàëî îñíîâîþ ó îòðèìàíi âiäîêðåìëåíèõ
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ðiâíÿíü âiäíîñíî êîìïîíåíò ñïiíîðà Ìàêñâåëëà ó ïðîñòîði òèïó D çà Ïåòðîâèì

(Òþêîëüñüêèé). Éîãî îñíîâîþ ¹ ðîçãëÿä ïîëiâ ó içîòðîïíié áàçi, ÿêà ¹ ïðèðî-

äíîþ äëÿ ôiçè÷íèõ ïîëiâ, ÿêi ïîøèðþþòüñÿ çi øâèäêiñòþ ñâiòëà. Âíàñëiäîê

öüîãî îòðèìóþòüñÿ i ÿêiñíi ïåðåâàãè ó ðîçâ'ÿçóàííi ðiâíÿíü.

Ó ïðîñòîði-÷àñi Êåððà, ÿêèé îïèñó¹ ïîëå ÷îðíî¨ äiðè iç âëàñíèì îáåðòàëüíèì

ìîìåíòîì, äîñëiäæåííÿ ãðàâiòàöiéíèõ, åëåêòðîìàãíiòíèõ òà ñïiíîðíèõ ïîëiâ äî

öüîãî ÷àñó çäiéñíþâàëèñü çà äîïîìîãîþ ãîëîâíîãî ðiâíÿííÿ Òþêîëüñüêîãî, ÿêå

âäà¹òüñÿ âiäîêðåìèòè ó ñèñòåìi ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà. Ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâíÿííÿ

îòðèìàíî ó âèãëÿäi ðîçâèíåíü çà ñïií-çâàæåíèìè ñôåðî¨äíèìè ãàðìîíiêàìè. Íå-

ëiíiéíiñòü çàäà÷i ðîáèòü íåìîæëèâèì ÿêiñíèé àíàëiç ïîâåäiíêè ïîëiâ ó âñüîìó

äiàïàçîíi çìiííèõ. Òîìó àêòóàëüíèì ¹ ïîøóê àíàëiòè÷íèõ (òî÷íèõ) ÷àñòêîâèõ

ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi, òèì íå ìåíøå, äàþòü çìîãó îòðèìàòè âèñíîâêè çàãàëüíîãî õà-

ðàêòåðó.

Äëÿ îïèñó âïëèâó ãðàâiòàöiéíîãî ïîëÿ íà ãåíåðîâàíå â îêîëi ÷îðíèõ äið i

äîñòóïíå äëÿ ñïîñòåðåæåíü åëåêòðîìàãíiòíå äîñòàòíüî âèâ÷èòè ïîâåäiíêó ïî-

ëÿ, ùî âèõîäèòü âiä äæåðåëà � outgoing ó òåðìiíîëîãi¨ ×àíäðàñåêàðà, àáî æ

�âèõiäíîãî� ïîëÿ, äàëi ïiä öi¹þ íàçâîþ ó òåêñòi. Öå ïîëå ó ïëàñêîìó ïðîñòîði

îïèñó¹òüñÿ óìîâîþ çàëåæíîñòi ïîëüîâèõ ôóíêöié ëèøå âiä êîìáiíàöi¨ çìiííèõ

(x − ct), îäíàê ó ðiìàíîâîìó ïðîñòîði ïîäiáíà óìîâà íåâiäîìà. Âèîêðåìëåííÿ

òàêîãî ïîëÿ ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi çäiéñíþ¹òüñÿ øëÿõîì âèáîðó ñïiíîðà Ìà-

êñâåëëà àëãåáðà¨÷íî-ñïåöiàëüíèì (içîòðîïíèì) òà òàêèì, ùî îäèí ç êðàòíèõ

ãîëîâíèõ içîòðîïíèõ íàïðÿìêiâ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ¹ êðàòíèì îäíîìó ç

êðàòíèõ ãîëîâíèõ içîòðîïíèõ íàïðÿìêiâ ãðàâiòàöiéíîãî ïîëÿ. Âíàñëiäîê òàêîãî

âèáîðó ñïiíîð Ìàêñâåëëà çâîäèòüñÿ äî ôîðìè, äå âií ìà¹ ëèøå îäíó êîìïëåêñíó

êîìïîíåíòó.

Òàêèé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè äîñòàòíi óìîâè âiäîêðåìëþâàíîñòi äî íåçà-

ëåæíèõ ðiâíÿíü (ðîçùåïëåííÿ) ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà ó ðiìàíîâèõ ïðîñòî-

ðàõ çàãàëüíî¨ òåîði¨ âiäíîñíîñòi âiäíîñíî 4-ïîòåíöiàëó, ÿêi âèîêðåìëþþòü áiëüø

çàãàëüíèé ðiìàíiâ ïðîñòið, íiæ ó âèïàäêó çàãàëüíîãî ïîëÿ. Ñèñòåìà ðiâíÿíü Ìà-
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êñâåëëà âiäíîñíî ñïiíîðà Ìàêñâåëëà ó âèïàäêó àëãåáðà¨÷íî-ñïåöiàëüíîãî ñïiíî-

ðà Ìàêñâåëëà ñòà¹ ñóêóïíiñòþ äâîõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî îäíi¹¨

êîìïîíåíòè i äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ íå ïîòðåáó¹ ïiäâèùåííÿ ïîðÿäêó ðiâíÿíü òà

çàñòîñóâàííÿ íàáëèæåíèõ ìåòîäiâ íà âiäìiíó âiä ïiäõîäiâ iíøèõ àâòîðiâ.

Âðàõîâóþ÷è âèùåñêàçàíå, ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi çàïðîïîíîâàíî ìîäåëü, â

îñíîâó ÿêî¨ ïîêëàäåíî âèäiëåííÿ àëãåáðà¨÷íî-ñïåöiàëüíîãî ïîëÿ Ìàêñâåëëà òà

çíàéäåíî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü öüîãî òèïó. Òàêèé ïiäõiä äà¹ ìîæëèâiñòü îïè-

ñàòè âëàñòèâîñòi õâèëü ó âñié ôiçè÷íî äîïóñòèìié îáëàñòi âèçíà÷åíîñòi ïiäõî-

äó òà ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ. Çàâäÿêè âèêîðèñòàííþ çàïðîïîíîâàíî¨

ìåòîäèêè âïåðøå ó õâèëüîâîìó ïiäõîäi òî÷íî îïèñàíî äâà åôåêòè âïëèâó ãðà-

âiòàöiéíîãî ïîëÿ ÷îðíî¨ äiðè Êåððà íà ïîëÿðèçàöiéíi âëàñòèâîñòi åëåêòðîìà-

ãíiòíîãî ïîëÿ � ïîâîðîò ïëîùèíè ïîëÿðèçàöi¨ ëiíiéíî ïîëÿðèçîâàíî¨ õâèëi òà

âïëèâ ãðàâiòàöiéíîãî ïîëÿ íà êóò åëiïòè÷íîñòi õâèëi. Òîìó òåìîþ äèñåðòàöi¨ ¹

�Ìîäåëþâàííÿ ïîøèðåííÿ åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü ó ïðîñòîði Êåððà íà îñíîâi

àíàëiòè÷íî-ãåîìåòðè÷íîãî ìåòîäó�.

Îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ òà äåòàëüíå îá ðóíòóâàííÿ íàïðÿìêiâ

äîñëiäæåíü, ó çâ'ÿçêó ç ¨õ îá'¹ìíiñòþ, âiäíåñåìî äî âiäïîâiäíèõ ðîçäiëiâ ðîáîòè.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ïîøèðåííÿ åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü ó âèêðèâëåíî-

ìó ïðîñòîði òà, çîêðåìà, ó ïðîñòîði Êåððà.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ðîçâèòîê ìåòîäiâ ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü

Ìàêñâåëëà ó âèêðèâëåíèõ ïðîñòîðàõ, ïîáóäîâà àëãåáðà¨÷íî-ñïåöiàëüíèõ ðîç-

â'ÿçêiâ ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà ó ïðîñòîði Êåððà òà îòðèìàííÿ ôiçè÷íèõ íàñëiäêiâ,

ÿêi âèïëèâàþòü ç öèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Ìåòîþ äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ ¹ ñòâîðåííÿ ìîäåëi äëÿ îïèñó âïëè-

âó ãðàâiòàöiéíîãî ïîëÿ íà åëåêòðîìàãíiòíi õâèëi øëÿõîì âèäiëåííÿ ïåâíîãî êëà-

ñó òàêèõ ïîëiâ, ðîçâèíåííÿ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà ó âèêðèâ-

ëåíîìó ïðîñòîði, îòðèìàííÿ çàãàëüíèõ i ÷àñòêîâèõ àëãåáðà¨÷íî-ñïåöiàëüíèõ ðîç-

â'ÿçêiâ ó ïðîñòîði Êåððà òà äîñëiäæåííÿ ¨õ âëàñòèâîñòåé.
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Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:

1. îòðèìàòè óìîâè ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà â òåðìiíàõ âåê-

òîð-ïîòåíöiàëó ó ðiìàíîâîìó ïðîñòîði íà îñíîâi ñïiíîðíîãî ìåòîäó;

2. îòðèìàòè äîñòàòíi óìîâ ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà â òåðìiíàõ

âåêòîð-ïîòåíöiàëó ó ðiìàíîâîìó ïðîñòîði ó âèïàäêó içîòðîïíîãî ïîëÿ;

3. ïîáóäóâàòè àëãåáðà¨÷íî-ñïåöiàëüíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òà ðîçâ'ÿçîê ç âiä-

îêðåìëåíèìè çìiííèìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà äëÿ ñïiíîðà Ìàêñâåëëà ó ïðîñ-

òîði-÷àñi Êåððà;

4. îá÷èñëèòè ôiçè÷íi êîìïîíåíòè içîòðîïíîãî ïîëÿ Ìàêñâåëëà ó ëîêàëüíié îð-

òîíîðìîâàíié áàçi òà òåíçîð åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ;

5. îá÷èñëèòè ïîëÿðèçàöiéíi õàðàêòåðèñòèêè içîòðîïíîãî ïîëÿ Ìàêñâåëëà ó ãðà-

âiòàöiéíîìó ïîëi Êåððà.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ

Ðiâíÿííÿ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ó âèêðèâëåíîìó ïðîñòîði ðîçãëÿäàþòüñÿ ó

ôîðìàëiçìi Íüþìåíà-Ïåíðîóçà ó éîãî ñïiíîðíié iíòåðïðåòàöi¨. Äëÿ îòðèìàííÿ

ôiçè÷íèõ êîìïîíåíò ïîëÿ çàñòîñîâàíî ìåòîä ëîêàëüíî¨ îðòîíîðìîâàíî¨ áàçè,

âiäïîâiäíî¨ äî içîòðîïíî¨ òåòðàäè Êiííåðñëi. Äëÿ îòðèìàííÿ îäíîíàïðÿìëåíèõ

içîòðîïíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà ó ïðîñòîði Êåððà áóëî âèêîðèñòàíî

ìåòîäè òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó

òà ìåòîäè òåîði¨ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ãåîìå-

òðèçîâàíà ñèñòåìà îäèíèöü (c = G = 1). Ïðè ïðîâåäåííi àíàëiòè÷íèõ ïåðå-

òâîðåíü âèêîðèñòîâóâàëèñü òà ñòâîðþâàëèñü ìåòîäè êîìï'þòåðíî¨ àëãåáðè äëÿ

îá÷èñëåííÿ òåíçîðíèõ òà ñïiíîðíèõ âåëè÷èí ó ðiìàíîâèõ ïðîñòîðàõ çàãàëüíî¨

òåîði¨ âiäíîñíîñòi.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ:

1. îòðèìàíî äîñòàòíi óìîâè ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà âiäíîñíî

âåêòîð-ïîòåíöiàëó ó êàëiáðóâàííi Ëîðåíöà ó âèïàäêó içîòðîïíîãî ïîëÿ òà ó

çàãàëüíîìó âèïàäêó. Âñòàíîâëåíî, ùî ïðîñòið-÷àñ, ó ÿêîìó âèêîíóþòüñÿ äî-

ñòàòíi óìîâè ðîçùåïëåííÿ, çàäîâîëüíÿ¹ âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ ïîëÿ Íüþìåíà-
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Ïåíðîóçà;

2. çíàéäåíî çàãàëüíi ðîçâ'ÿçêè íåîäíîðiäíî¨ òà ðîçâ'ÿçêè ç âiäîêðåìëåíèìè

çìiííèìè îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà ó ïðîñòîði Êåððà äëÿ âè-

õiäíîãî òà âõiäíîãî îäíîíàïðÿìëåíèõ içîòðîïíèõ ïîëiâ;

3. çà óìîâ îáìåæåíîñòi çà ÷àñîì òà 2π-ïåðiîäè÷íîñòi çà àçèìóòàëüíîþ çìiííîþ

îòðèìàíî ðîçâ'ÿçîê â àíàëiòè÷íié ôîðìi, ùî îïèñó¹ âèõiäíi òà âõiäíi ïðàâî

òà ëiâî ïîëÿðèçîâàíi ìîíîõðîìàòè÷íi õâèëi. Ïîêàçàíî, ùî óìîâè âõiäíîãî

õàðàêòåðó õâèëi íà ãîðèçîíòi òà îáìåæåíîñòi êîìïîíåíòè òåíçîðà åíåðãi¨-

iìïóëüñó âñòàíîâëþþòü îáìåæåííÿ íà ÷àñòîòó, ÿêå çàëåæèòü âiä ôiêñîâàíîãî

àçèìóòàëüíîãî ÷èñëà òà ïàðàìåòðiâ ìåòðèêè Êåððà;

4. îòðèìàíî îäíîíàïðÿìëåíi içîòðîïíi ðîçâ'ÿçêè ó ïðîñòîði Êåððà ðiâíÿíü ôi-

çè÷íèõ ïîëiâ öiëîãî òà ïiâ öiëîãî çíà÷åííÿ ñïiíó;

5. äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi ôàçè âèõiäíîãî îäíîíàïðÿìëåíîãî ïîëÿ Ìàêñâåë-

ëà, ïîáóäîâàíî õâèëüîâèé âåêòîð, îá÷èñëåíî ãðóïîâó òà ôàçîâó øâèäêîñòi.

Ïîêàçàíî, ùî õâèëüîâèé âåêòîð íå ¹ içîòðîïíèì, à òàêîæ, ùî iíòåãðàëüíà

êîíãðóåíöiÿ õâèëüîâîãî âåêòîðà íå ¹ ãåîäåçiéíîþ;

6. çíàéäåíî âèðàçè äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà åëåêòðè÷íî¨ íàïðóæåíîñòi ó ëîêàëü-

íié îðòîíîðìîâàíié òåòðàäi Êiííåðñëi. Îá÷èñëåíî ïàðàìåòðè Ñòîêñà, êóòè

åëiïòè÷íîñòi òà îði¹íòàöi¨. Îòðèìàíî ôîðìóëó êóòà ïîâîðîòó ïëîùèíè ïî-

ëÿðèçàöi¨, ÿêà çáiãà¹òüñÿ ç ôîðìóëîþ, îòðèìàíîþ �í¹äiíèì òà Äèìíiêîâîþ

â íàáëèæåííi ãåîìåòðè÷íî¨ îïòèêè. Çâiäñè âèïëèâà¹ âiäñóòíiñòü ÷àñòîòíî¨

äèñïåðñi¨ êóòà ïîâîðîòó ïëîùèíè ïîëÿðèçàöi¨;

7. íà îñíîâi àëãåáðà¨÷íî-ñïåöiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ïîáóäîâàíà ìîäåëü ïîøèðåííÿ

åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü, ÿêà âèÿâëÿ¹ âïëèâ êóòîâîãî ìîìåíòó ÷îðíî¨ äiðè

Êåððà íà ïîëÿðèçàöiþ õâèëi, çóìîâëþþ÷è ¨¨ åëiïòè÷íó àáî êðóãîâó ïîëÿðè-

çàöiþ. Öåé âïëèâ âèçíà÷à¹òüñÿ ÷àñòîòîþ, ïåðâiñíîþ ïîëÿðèçàöi¹þ, âëàñíèì

êóòîâèì ìîìåíòîì åëåêòðîìàãíiòíî¨ õâèëi, êóòîâèì ìîìåíòîì ÷îðíî¨ äiðè i

çàëåæèòü âiä ïîëÿðíîãî êóòà.
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Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à

Ïîñòàíîâêó çàâäàíü çäiéñíþâàâ íàóêîâèé êåðiâíèê Â. Î. Ïåëèõ. Îñíîâíi íà-

óêîâi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îòðèìàíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî, àáî ïðè éîãî áåçïî-

ñåðåäíié ó÷àñòi. Äèñåðòàíò ðåàëiçóâàâ ìåòîäèêó ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü

Ìàêñâåëëà âiäíîñíî 4-ïîòåíöiàëó, áðàâ ó÷àñòü ó ñòâîðåííi ìîäåëi îäíîíàïðÿì-

ëåíîãî içîòðîïíîãî ïîëÿ. Ó ðîáîòàõ, âèêîíàíèõ ó ñïiâàâòîðñòâi, çäîáóâà÷åâi íà-

ëåæèòü: [3�7] � ó÷àñòü â ïðîâåäåííi ðîçðàõóíêiâ òà àíàëiçi îñíîâíèõ ðåçóëüòà-

òiâ; [8, 9] � ó÷àñòü ó ïîñòàíîâöi çàäà÷, ïðîâåäåííi ðîçðàõóíêiâ, ôîðìóëþâàííi

âèñíîâêiâ.

Àïðîáàöiÿ ìàòåðiàëiâ äèñåðòàöi¨

Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi ó äàíié äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, äîïîâiäàëèñÿ òà îáãîâî-

ðþâàëèñÿ íà òàêèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ, ñåìiíàðàõ, øêîëàõ:

� 10th Central European Relativity Seminar (Potsdam-Golm, February 20-22, 2020);

� Bogolyubov Kyiv Conference �Problems of theoretical and mathematical physics�

(Kyiv, September 24-26, 2019);

� 22nd International Conference on General Relativity and Gravitation 13th Edo-

ardo Amaldi Conference on Gravitational Waves (Valencia, Spain, July 7-12,

2019);

� International conference XI Bolyai-Gauss-Lobachevsky (BGL-2019) Conference:

Non-Euclidean, Non-Commutative Geometry and Quantum Physics (Kyiv, May

19-24, 2019);

� Ìiæíàðîäíà êîíôåðåöiÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ (Êè¨â, 7-10 ÷åðâíÿ 2017, 6-8

÷åðâíÿ 2019);

� An international conference in honor of Ya. Zeldovich in Minsk �The third Zeldovi-

ch meeting SNAUPS-18� (Minsk, Belarus, April 23-27, 2018);

� The conference of the Polish Society on Relativity (Krakow � September 25-29,

2016, Kazimierz Dolny � September 24-28, 2017, Poland);

� Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çàñòîñóâà-

ííÿ� ïðèñâÿ÷åíà 70-ði÷÷þ àêàäåìiêà ÍÀÍ Óêðà¨íè Ì. Î. Ïåðåñòþêà (Óæãî-
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ðîä, 19-21 òðàâíÿ 2016);

� Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ �Àñòðîíîìiÿ òà ôiçèêà êîñìîñó� (Êè¨â, 27-30 òðàâ-

íÿ 2014, 20-25 êâiòíÿ 2015, 29 òðàâíÿ - 1 ÷åðâíÿ 2018, 27-29 òðàâíÿ 2020);

� Êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ �Ïðîáëåìè òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè� (23-24 ãðóäíÿ

2019);

� 20th Annual Student Conference, Week of Doctoral Students 2013 (Prague,

Czech Republic, June 4-7, 2013);

� Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè� (Ëüâiâ,

21-25 òðàâíÿ 2013, 22-25 òðàâíÿ 2018 ðð.);

� Êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ �Ïiäñòðèãà÷iâñüêi ÷èòàííÿ� (Ëüâiâ, 23-25 òðàâ-

íÿ 2012, 28-30 òðàâíÿ 2014, 23-25 òðàâíÿ 2017, 27-29 òðàâíÿ 2019, 26-28 òðàâíÿ

2020);

� Ìiæíàðîäíà ìàòåìàòè÷íà êîíôåðåíöiÿ iì. Â. ß. Ñêîðîáîãàòüêà (Äðîãîáè÷,

19-23 âåðåñíÿ 2011, 25-28 ñåðïíÿ 2015, 26-30 æîâòíÿ 2020);

� ñåìiíàðè âiääiëó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ïðè-

êëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè iì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè

(2011�2021 ðð.).

Ó ïîâíîìó îáñÿçi äèñåðòàöiéíà ðîáîòà äîïîâiäàëàñü òà îáãîâîðþâàëàñü íà

ðîçøèðåíîìó íàóêîâîìó ñåìiíàði âiääiëó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i òåîði¨ ôóí-

êöié òà âiääiëó ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ïiä êåðiâíèöòâîì ä. ô.-ì. í., ïð. í. ñ.

Ð. Ì. Ïëÿöêà òà çàãàëüíîiíñòèòóòñüêîìó íàóêîâîìó ñåìiíàði çà íàïðÿìêîì �Ìà-

òåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ òà îá÷èñëþâàëüíi ìåòîäè� Iíñòèòóòó ïðèêëàäíèõ ïðî-

áëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè iì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè ïiä êåðiâíè-

öòâîì ä. ô.-ì. í., ïðîô. Â. Â. Ìèõàñüêiâà; íàóêîâîìó ñåìiíàði êàôåäðè ïðè-

êëàäíî¨ ìàòåìàòèêè Íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó �Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà� ÌÎÍ

Óêðà¨íè ïiä êåðiâíèöòâîì ä. ô.-ì. í., ïðîô. Á. Ì. Ìàðêîâè÷à; íàóêîâîìó ñå-

ìiíàði êàôåäðè iíôîðìàöiéíèõ ñèñòåì Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó

iìåíi Iâàíà Ôðàíêà ÌÎÍ Óêðà¨íè ïiä êåðiâíèöòâîì ä. ô.-ì. í., ïðîô. Ã. À. Øèí-

êàðåíêà.
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Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, òðüîõ ðîçäiëiâ, ÿêi ìiñòÿòü 8 ðè-

ñóíêiâ òà îäíó òàáëèöþ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë iç 84 íàéìåíó-

âàíü òà äîäàòêiâ. Çàãàëüíèé îáñÿã äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ñòàíîâèòü 133 ñòîðiíîê.

Îáñÿã îñíîâíîãî òåêñòó � 88 ñòîðiíîê.

Ðåçóëüòàòè ðîáîòè îòðèìàíi íà îñíîâi ñïiíîðíîãî ïiäõîäó òà ôîðìàëiçìó

Íüþìåíà-Ïåíðîóçà, ÿêi ¹ åôåêòèâíèìè ìåòîäàìè îïèñó ïîëiâ ó òåîði¨ âiäíî-

ñíîñòi. Ñòèñëèé îïèñ öèõ ïiäõîäiâ, îçíà÷åíü, ïîçíà÷åíü òà ìåòîäiâ çðîáëåíî ó

äîäàòêó À.

Ïåðøèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé ïðîáëåìi âiäîêðåìëåííÿ ðiâíÿíü ó ðiìàíîâîìó

ïðîñòîði. Âèêëàäåíî îñíîâíi ðiâíÿííÿ, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ, � ó ñïiíîðíîìó òà

òåíçîðíîìó ïiäõîäàõ. Ó ïiäðîçäiëi 1.1 ïðîâåäåíî îãëÿä ìåòîäiâ âiäîêðåìëåííÿ

ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà ó ôîðìàëiçìi Íüþìåíà-Ïåíðîóçà, ùî îòðèìàíi ó

1972, 1974 Òþêîëüñüêèì òà Ïðåñîì [10,11] äëÿ ïðîñòîðó òèïó D. Ó 1.2 çäiéñíå-

íî îãëÿä ïiäõîäó Ãåðöà-Äåáàÿ äëÿ ïðîñòîðiâ òèïó D (Êîãåí òà Êåãåëåñ [1,2]). Ó

1.3 ïðåäñòàâëåíi äîñòàòíi óìîâè âiäîêðåìëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà âiä-

íîñíî âåêòîð-ïîòåíöiàëó ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, à â 1.4 � ó âèïàäêó içîòðîïíîãî

ïîëÿ [3,12]. Ðåçóëüòàòè ó öèõ ïiäðîçäiëàõ îòðèìàíi âèêîðèñòàííÿì ðîçðîáëåíèõ

äîäàòêîâèõ ïiäïðîãðàì äëÿ ñåðåäîâèùà Maple, ÿêi íàâåäåíi ó äîäàòêó Â. Îïèñ

åëåêòðîäèíàìiêè îäíîíàïðÿìëåíèõ içîòðîïíèõ ïîëiâ ç 4-ñòðóìîì äëÿ ðiâíÿíü

ïåðøîãî ïîðÿäêó ó ïðîñòîði òèïó D, ïðîâåäåíî ó ïiäðîçäiëi 1.5 [4].

Ó äðóãîìó ðîçäiëi ïðåäñòàâëåíî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà ó ñïiíîðíîìó

ïiäõîäi ó ìåòðèöi Êåððà. Ó ïiäðîçäiëi 2.1 ïðîâåäåíî îãëÿä ïiäõîäó Òþêîëüñüêî-

ãî [10]. Ó ïiäðîçäiëàõ 2.2, 2.3, 2.4 ïðåäñòàâëåíî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü

Ìàêñâåëëà äëÿ îäíîíàïðÿìëåíîãî içîòðîïíîãî ïîëÿ Ìàêñâåëëà òà ðîçâ'ÿçêè ç

âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè ç äîäàòêîâèìè óìîâàìè [4, 5, 8, 9]. Ó äîäàòêó Á íà-

âåäåíî ìåòîäèêó çíàõîäæåííÿ çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó. Ó ïiäðîçäiëi 2.5 ïîäàíî

óçàãàëüíåííÿ ïiäõîäó ç ðîçãëÿäó içîòðîïíîãî ïîëÿ ó ïðîñòîðàõ òèïó D íà ïîëÿ

öiëèõ òà íàïiâöiëèõ ñïiíiâ [8] òà ïðåäñòàâëåíî ðîçâ'ÿçêè ó ïðîñòîði Êåððà.



22

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé îäíîíàïðÿìëåíî-

ãî içîòðîïíîãî ïîëÿ. Ó ïiäðîçäiëi 3.1 çðîáëåíî îãëÿä äîñëiäæåíü, ïîâ'ÿçàíèõ ç

âïëèâîì ìàñè, ùî îáåðòà¹òüñÿ, íà ïîøèðåííÿ åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü. Ó ïiä-

ðîçäiëi 3.2 îïèñàíî âëàñòèâîñòi õâèëüîâîãî âåêòîðà [6]. Ó ïiäðîçäiëi 3.3 íà îñíîâi

ìåòîäó îðòîíîðìîâàíî¨ áàçè ïðåäñòàâëåíî ôiçè÷íi êîìïîíåíòè âèõiäíîãî îäíî-

íàïðÿìëåíîãî içîòðîïíîãî ïîëÿ Ìàêñâåëëà, ó ïiäðîçäiëi 3.4 � ïîëÿðèçàöiéíi

âåëè÷èíè [7].

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè, ãðàí-

òàìè

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêîíàíà âiäïîâiäíî äî ïëàíiâ íàóêîâî-äîñëiäíèõ ðîáiò

Iíñòèòóòó ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè iì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à

ÍÀÍ Óêðà¨íè â ðàìêàõ äåðæáþäæåòíèõ òåì: �Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷íi ìåòîäè äî-

ñëiäæåííÿ iíâàðiàíòíèõ ñòðóêòóð íà ìíîãîâèäàõ òà ðåëÿòèâiñòñüêèõ ðiâíÿíü

ìàòåìàòè÷íî¨ òà òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè� (� ä/ð 0110U004819, 2011-2015 ðð.), �Ðîç-

âèòîê ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ ñòðóêòóð íà ìíîãîâèäàõ, àñîöiéîâàíèõ ç ãðóïàìè,

àëãåáðàìè i ãðàôàìè òà ðîçâèòîê ãåîìåòðè÷íîãî àíàëiçó ñòîñîâíî ðåëÿòèâiñò-

ñüêèõ ïîëiâ i ÷àñòîê� (� ä/ð 0119U101243, 2016-2019 ðð.), çà áþäæåòíîþ ïðîãðà-

ìîþ �Ïiäòðèìêà ðîçâèòêó ïðiîðèòåòíèõ íàóêîâèõ íàïðÿìêiâ� (� ä/ð 6451230,

2018-2019 ðð.), Íàóêîâî¨ êîñìi÷íî¨ ïðîãðàìè ÍÀÍ Óêðà¨íè òà ÷àñòêîâî çà ðà-

õóíîê ïðîãðàìè ÍÀÍ Óêðà¨íè ��ðiä-iíôðàñòðóêòóðà òà  ðiä òåõíîëîãi¨ äëÿ íà-

óêè òà çàñòîñóâàíü� (� ä/ð 0118U004780, 2014-2018 ðð.), â ÿêèõ çäîáóâà÷ áðàâ

ó÷àñòü ÿê âèêîíàâåöü.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ ïîëÿãà¹ ó ìîæëèâîñòi âèêîðè-

ñòàííÿ ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà âiäíîñíî âåêòîð-ïîòåíöiàëó ó ôîðìàëiçìi Íüþìåíà-

Ïåíðîóçà äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó ìåòîäèêè ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü,

çîêðåìà, âñòàíîâëåííÿ iíøèõ äîñòàòíiõ óìîâ ðîçùåïëåííÿ, îòðèìàííÿ ÷àñòêî-

âèõ ðîçâ'ÿçêiâ çà äîïîìîãîþ öüîãî ïiäõîäó ó ìåòðèöi Êåððà.

Îäíîíàïðÿìëåíi içîòðîïíi ðîçâ'ÿçêè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ïîáóäîâè
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ìîäåëåé âèïðîìiíþâàííÿ, ùî ãåíåðó¹òüñÿ â îêîëi ÷îðíî¨ äiðè Êåððà, à ïîëÿðè-

çàöiéíi âëàñòèâîñòi öüîãî âèïðîìiíþâàííÿ � äëÿ âèçíà÷åííÿ ç åêñïåðèìåíòiâ ¨¨

ïàðàìåòðiâ.

Îòðèìàíi âèñíîâêè ñòîñîâíî êóòà åëiïòè÷íîñòi i ïîëÿðèçàöiéíîãî êóòà ìî-

æóòü ìàòè çàñòîñóâàííÿ òàêîæ ó êâàíòîâèõ êîìóíiêàöiÿõ ïîáëèçó Çåìëi (near-

Earth quantum communications), äå iñòîòíå çíà÷åííÿ ìà¹ âðàõóâàííÿ ïîâîðîòó

ïëîùèíè ïîëÿðèçàöi¨ ó ãðàâiòàöiéíîìó ïîëi Çåìëi.
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ÐÎÇÄIË 1

Ïðîáëåìà ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà ó

âèêðèâëåíîìó ïðîñòîði

Âåêòîðíi, ñïiíîðíi òà òåíçîðíi ïîëÿ íà âiäìiíó âiä ñêàëÿðíîãî ñêëàäàþòüñÿ ç

êiëüêîõ êîìïîíåíò. Òàêèì ÷èíîì, i ñèñòåìè ðiâíÿíü, ùî ¹ ìîäåëÿìè ïîøèðåííÿ

öèõ ïîëiâ, ìiñòÿòü öi êîìïîíåíòè. Çàñòîñóâàííÿ êðèâîëiíiéíèõ ñèñòåì êîîð-

äèíàò òà ðîçãëÿä ðiâíÿíü ó âèêðèâëåíîìó ïðîñòîði ïðèâîäèòü äî çâ'ÿçóâàííÿ

ðiâíÿíü i äî âèíèêíåííÿ çàäà÷i ç ðîçùåïëåííÿ öèõ ñèñòåì.

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè çðîáèìî îãëÿä îñíîâíèõ ïiäõîäiâ äî ðîçùåïëåííÿ ñèñòåì

ðiâíÿíü ó ïðîñòîðàõ òèïó D, òà ïðåäñòàâèìî ðåçóëüòàòè, ùî ñòîñóþòüñÿ äîñòà-

òíiõ óìîâ ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà âiäíîñíî 4-ïîòåíöiàëó. Ó

âèïàäêó içîòðîïíîãî ñïiíîðà Ìàêñâåëëà, îòðèìà¹ìî äîñòàòíi óìîâè âiäîêðåì-

ëåííÿ ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà, ùî âèäiëÿþòü áiëüø çàãàëüíèé ðiìàíîâèé ïðîñòið,

íiæ ó âèïàäêó äîâiëüíîãî ïîëÿ. Íà çàâåðøåííÿ ïðîâåäåìî îïèñ åëåêòðîäèíàìi-

êè îäíîíàïðÿìëåíèõ içîòðîïíèõ ïîëiâ Ìàêñâåëëà ó ïðîñòîði òèïó D ó âèãëÿäi

ñèñòåì ðiâíÿíü ó ôîðìàëiçìi Íüþìåíà-Ïåíðîóçà.

1.1. Ðîçùåïëåííÿ ñïiíîðíèõ ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà

Ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà ó òåíçîðíîìó ïiäõîäi ìàþòü âèãëÿä ∇aF
ab = 4πJ b,

∇[aFbc] = 0;
(1.1)

F ab � òåíçîð Ìàêñâåëëà, Ja � âåêòîð 4-ñòðóìó, ∇a � êîâàðiàíòíà ïîõiäíà. Ó

ðîáîòi ðîçãëÿäàòèìåìî äiéñíå ïîëå Ìàêñâåëëà Fab = Fab òà äiéñíèé 4-ñòðóì

Ja = Ja.
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Îñêiëüêè òåíçîð F ab äiéñíèé òà àíòèñèìåòðè÷íèé, òî éîãî ìîæíà çàïèñàòè

çà ôîðìóëîþ (À.59) ÷åðåç ñïiíîð Ìàêñâåëëà ϕAB. Äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1.1)

åêâiâàëåíòíî ðiâíÿííþ ∇aF
∗ab = 0, äå F ∗ab = 1/2eabcdF

cd äóàëüíèé îáðàç F ab.

Ñïiíîðíèé ðîçêëàä äóàëüíîãî òåíçîðà F ∗ab ìà¹ âèãëÿä F ∗ab = −iϕABεA′B′ +

iεABϕ̄A
′B′. Âèõîäÿ÷è ç öüîãî, ïîâíó ñèñòåìó ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà ìîæåìî çàïèñà-

òè ó âèãëÿäi îäíîãî ðiâíÿííÿ1

∇A′BϕAB = jAA
′
. (1.2)

Ðiâíÿííÿ íåïåðåðâíîñòi

∇aj
a = 0 (1.3)

¹ íàñëiäêîì ðiâíÿííÿ (1.2) àáî ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1.1) [13].

Â êîìïîíåíòíié ôîðìi ðiâíÿííÿ (1.2) ìà¹ âèãëÿä ñèñòåìè ðiâíÿíü
Dϕ2 + (2ε− ρ)ϕ2 = δ̄ϕ1 + 2πϕ1 − λϕ0 − j1,

δϕ2 + (2β − τ)ϕ2 = ∆ϕ1 + 2µϕ1 − νϕ0 − j2,

∆ϕ0 − (2γ − µ)ϕ0 = δϕ1 − 2τϕ1 + σϕ2 + j̄1,

δ̄ϕ0 − (2α− π)ϕ0 = Dϕ1 − 2ρϕ1 + κϕ2 + j0;

(1.4)

äå α, β, γ, ε, κ, σ, ρ, τ , ν, λ, µ, π � ñêàëÿðè Íüþìåíà-Ïåíðîóçà (À.79), D, ∆,

δ, δ̄ � ïîõiäíi çà íàïðÿìêàìè içîòðîïíî¨ òåòðàäè (À.80), ϕ2: ϕ2 7→ C, ϕ1: ϕ1 7→

C, ϕ0: ϕ0 7→ C � êîìïîíåíòè ñïiíîðà ϕAB ó ñïiíîâié áàçi, ÿêi îçíà÷óþòüñÿ

(À.60), àáî, åêâiâàëåíòíî, çàäàííÿì ðîçêëàäó ó ñïiíîâié áàçi

ϕAB = ϕ2oAoB − ϕ1oAιB − ϕ1ιAoB + ϕ0ιAιB; (1.5)

j2: j2 7→ R, j0: j0 7→ R, j1: j1 7→ C � êîìïîíåíòè ñïiíîðà j A′

B ó ñïiíîâié áàçi;

ðîçêëàä ñïiíîðà jA
′

B ó ñïiíîâié áàçi ìà¹ âèãëÿä

j A′

B = j2oBo
A′ − j1oBι

A′ − j̄1ιBo
A′ + j0ιBι

A′. (1.6)

Ðiâíÿííÿ íåïåðåðâíîñòi 4-ñòðóìó (1.3) ó êîìïîíåíòíié ôîðìi ìà¹ âèãëÿä

1Ìíîæíèê 2π, ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi âíåñåíî äëÿ çðó÷íîñòi â êîìïîíåíòè 4-ñòðóìó, òàê ùî jAA′ =

2πJAA′ .
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Dj2 − δj1 − δ̄j̄1 + ∆j0 + (ε+ ε̄− ρ− ρ̄)j2 − (β − ᾱ + π̄ − τ)j1−

− (β̄ − α + π − τ̄)j̄1 + (µ+ µ̄− γ − γ̄)j0 = 0. (1.7)

Çàäà÷à ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíîìó. Äëÿ ñèñòåìè

ðiâíÿíü, äå êîæíå ðiâíÿííÿ ìiñòèòü âñi íåâiäîìi ôóíêöi¨ íåîáõiäíî âèîêðåìèòè

îäíå ðiâíÿííÿ òàê, ùîá âîíî ìiñòèëî ëèøå îäíó íåâiäîìó ôóíêöiþ. Çíàéøîâ-

øè ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ, øóêà¹òüñÿ ìîæëèâiñòü âiäîêðåìëåííÿ ðiâíÿííÿ

âiäíîñíî íàñòóïíî¨ ôóíêöi¨, äîêè íå áóäå çíàéäåíî âñi íåâiäîìi ôóíêöi¨. Òà-

êèé ñïîñiá âiäîêðåìëåííÿ ðiâíÿíü íàçèâàòèìåìî ïîñëiäîâíèì ðîçùåïëåííÿì

ñèñòåìè. Ðiâíÿííÿ, ùî ìiñòÿòü äâi àáî áiëüøå íåâiäîìèõ ôóíêöié íàçèâàòè-

ìåìî çâ'ÿçàíèìè.

Ñèñòåìà ðiâíÿíü (1.4) ¹ çâ'ÿçàíîþ. Âiäîêðåìëåíå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî êîìïî-

íåíòè ϕ1 ó ïðîñòîði Êåððà îòðèìàëè Ôàêåðåë òà Àéïñåð [14]. Âèÿâèëîñü, ùî

ïîäàëüøå çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó öüîãî ðiâíÿííÿ ìåòîäîì âiäîêðåìëåííÿ çìií-

íèõ ¹ íåìîæëèâèì. Áàðäií òà Ïðåññ [15] îòðèìàëè âiäîêðåìëåíi ðiâíÿííÿ ó

ïðîñòîði Øâàðöøèëüäà. Äëÿ åêñòðåìàëüíèõ êîìïîíåíò ϕ2, ϕ0, àïðîêñèìàöié-

íèì ìåòîäîì ïîáóäîâàíî ðîçâ'ÿçîê.

Çà äîïîìîãîþ êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü òà âèêîðèñòàííÿ ôîðìàëiçìó Íüþ-

ìåíà-Ïåíðîóçà Òþêîëüñüêèé [10, 16] çàïèñàâ âiäîêðåìëåíi ðiâíÿííÿ ó ïðîñòîði

òèïó D âiäíîñíî åêñòðåìàëüíèõ êîìïîíåíò ϕ2, ϕ0. Äëÿ îòðèìàíèõ ðiâíÿíü ìî-

æëèâî ïðîâåñòè âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ ó ìåòðèöi Êåððà. Âiäîêðåìëåííÿ çìií-

íèõ äëÿ îäíîãî ç ðiâíÿíü ïðîâîäèòüñÿ âiäðàçó, à äëÿ iíøîãî ¹ ìîæëèâèì ïðè

ïðîâåäåíi çàìiíè ôóíêöi¨ ψ = (r − ia cos θ)2ϕ2 [17].

Âiäîêðåìëåíi ðiâíÿííÿ ó ôîðìàëiçìi Íüþìåíà-Ïåíðîóçà ó ïðîñòîði òèïó D

ìàþòü âèãëÿä:

∆Dϕ2 − δ̄δϕ2 + (2µ+ µ̄+ γ − γ̄)Dϕ2 + (2ε− ρ)∆ϕ2 − (α + β̄ + 2π − τ̄)δϕ2−

− (2β − τ)δ̄ϕ2 +
(
∆(2ε− ρ)− δ̄(2β − τ) + (2ε− ρ)(2µ+ µ̄+ γ − γ̄)−

− (2β − τ)(2π + β̄ + α− τ̄)
)
ϕ2 − δ̄j2 + ∆j1−

− (2π − τ̄ + α + β̄)j2 + (2µ+ µ̄+ γ − γ̄)j1 = 0; (1.8)
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∆Dϕ1 − δ̄δϕ1 + (µ+ µ̄− γ − γ̄)Dϕ1 − 2ρ∆ϕ1 + (α− β̄ − π + τ̄)δϕ1 + 2τ δ̄ϕ1+

+ 2(τπ − ρµ+ Ψ2)ϕ1 + ∆j0 − δ̄j̄1 + (α− β̄ − π + τ̄)j̄1 + (µ+ µ̄− γ − γ̄)j0 = 0;

(1.9)D∆ϕ0 − δδ̄ϕ0 − (2γ − µ)Dϕ0 − (2ρ+ ρ̄+ ε− ε̄)∆ϕ0 + (2α− π)δϕ0+

+ (ᾱ + β − π̄ + 2τ)δ̄ϕ0 − (D(2γ − µ)− δ(2α− π)− (2γ − µ)(2ρ+ ρ̄+ ε− ε̄)+

+(2α− π)(2τ + ᾱ + β − π̄))ϕ0 −Dj̄1 + δj0+

+ (2ρ+ ρ̄+ ε− ε̄)j̄1 − (2τ − π̄ + ᾱ + β)j0 = 0; (1.10)

Ðiâíÿííÿ (1.8), (1.9), (1.10) ïîáóäîâàíi çà äîïîìîãîþ êîìóòàöiéíîãî ñïiââiä-

íîøåííÿ (2.11, [10]). �õ òàêîæ ìîæíà ïîáóäóâàòè íà îñíîâi êîìóòàöiéíèõ ñïiâ-

âiäíîøåíü (À.82) òà ñàìèõ ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà (1.4), âèêëþ÷àþ÷è îäíó ç íåâi-

äîìèõ ôóíêöié ó ïàði ðiâíÿíü. Òàê ìîæíà ïîáóäóâàòè íå ëèøå âiäîêðåìëåíi

ðiâíÿííÿ, à òàêîæ i ðiâíÿííÿ, ùî çâ'ÿçóâàòèìóòü äâi êîìïîíåíòè. Íàñòóïíi äâà

ðiâíÿííÿ îòðèìàíi òàêèì ñïîñîáîì i íàçèâàþòüñÿ òîòîæíîñòÿìè Òþêîëüñüêîãî-

Ñòàðîáiíñüêîãî [18,19]

DDϕ2 − δ̄δ̄ϕ0 + (3ε− ε̄− 4ρ)Dϕ2 + 2(Dε+ (ε− ε̄− 4ρ)ε+ ρ2)ϕ2+

+ (3α + β̄ − 4π)δ̄ϕ0 + 2(δ̄α− (α + β̄ − 4π)α− π2)ϕ0 − 2(Dπ + δ̄ρ− (α + β̄)ρ+

+ (ε− ε̄)π)ϕ1 +Dj1 + δ̄j0 + (ε− ε̄− 3ρ)j1 − (α + β̄ − 3π)j0 = 0; (1.11)

∆∆ϕ0 − δδϕ2 − (3γ − γ̄ − 4µ)∆ϕ0 − 2(∆γ − (γ − γ̄ − 4µ)γ − µ2)ϕ0−

− (3β + ᾱ− 4τ)δϕ2 − 2(δβ + (β + ᾱ− 4τ)β + τ 2)ϕ2 + 2(∆τ + δµ+ (β + ᾱ)µ+

+ (γ − γ̄)τ)ϕ1 − δj2 −∆j̄1 − (β + ᾱ− 3τ)j2 + (γ − γ̄ − 3µ)j̄1 = 0; (1.12)

Òàêèì ÷èíîì, êîìïîíåíòè ϕ2 òà ϕ0 ¹ ïîâ'ÿçàíèìè � çíàéäåíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü

Òþêîëüñüêîãî ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè òîòîæíîñòÿì Òþêîëüñüêîãî-Ñòàðîáiíñüêîãî.

Îòæå, ñõåìà ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà ó ïðîñòîðàõ òèïó D

âèãëÿäà¹ òàê. Çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü (1.8), (1.10) âiäíîñíî êîìïîíåíò ϕ2,

ϕ0. Öi ðîçâ'ÿçêè ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè òîòîæíîñòi Òþêîëüñüêîãî-Ñòàðîáiíñüêî-

ãî (1.11), (1.12), ÿêi çìåíøóþòü çàãàëüíiñòü îòðèìàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ϕ2 òà ϕ0. Ðîç-

â'ÿçîê âiäíîñíî êîìïîíåíòè ϕ1 çíàõîäèìî ç ðiâíÿííÿ (1.9), àáî ç ñèñòåìè ðiâíÿíü

Ìàêñâåëëà (1.4), ïiäñòàâëÿþ÷è çíàéäåíi ðîçâ'ÿçêè ϕ2 òà ϕ0 ó ñèñòåìó.
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Ïiäõiä Òþêîëüñüêîãî õàðàêòåðíèé òèì, ùî ñàìi íåâiäîìi ôóíêöi¨ ¹ ôóíêöi-

ÿìè, ùî áåçïîñåðåäíüî âèçíà÷àþòü ïîëå Ìàêñâåëëà. Âiäîêðåìëåííÿ ðiâíÿíü

âiäáóâà¹òüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü, ùî ïðèâîäèòü äî

ðîçãëÿäó ñèñòåìè ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó.

1.2. Ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü ó ïiäõîäi Ãåðöà-Áðîìâi÷à-

Äåáàÿ-Âiòàêåðà-Ïåíðîóçà

Ïiäõiä Ãåðöà [20] ç êàëiáðóâàëüíèìè óìîâàìè òðåòüîãî ðîäó [21] ó âèêðèâëå-

íîìó ïðîñòîði [1] äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà (1.2) ïîëÿ-

ãà¹ ó çíàõîäæåííi ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ

−∇λ∇λPµν +
(
∇λ∇µ −∇µ∇λ

)
Pλν +

(
∇ν∇λ −∇λ∇ν

)
Pλµ =

= ∇µGν −∇νGµ −∇λWλµν (1.13)

âiäíîñíî àíòèñèìåòðè÷íîãî òåíçîðà Ãåðöà Pµν, äå òåíçîð åëåêòðîìàãíiòíîãî ïî-

ëÿ çíàõîäèòüñÿ çà ôîðìóëîþ

Fµν = −∇µ∇λPλν +∇ν∇λPλµ −∇µGν +∇νGµ =

= ∇λ∇λPµν −∇λ∇µPλν +∇λ∇νPλµ −∇λWλµν, (1.14)

Gµ � äîâiëüíèé âåêòîð, Wλµν � äîâiëüíèé ïîâíiñòþ àíòèñèìåòðè÷íèé òåíçîð.

Ñïiíîðíèé ïiäõiä Ãåðöà ó âèêðèâëåíîìó ïðîñòîði [2] ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi

ñïiíîðà Ãåðöà PAB = P (AB) ç ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó

∇A(A′∇AC ′P
B′)C ′

= ∇A(A′
G

B′)
A , (1.15)

äå ïîëå Ìàêñâåëëà îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

ϕAB = ∇(AA′∇B)B′P
A′B′ −∇(AA′G

A′

B) , (1.16)

GAA′ � äîâiëüíèé ñïiíîð.

Ðiâíÿííÿ (1.13), (1.15) ó êîìïîíåíòíié ôîðìi ¹ ñèñòåìàìè çâ'ÿçàíèõ ðiâíÿíü.

Äëÿ ïîáóäîâè ïiäõîäó âiäîêðåìëåííÿ ðiâíÿíü âèêîðèñòîâó¹òüñÿ óçàãàëüíåííÿ

äâîêîìïîíåíòíîãî ïiäõîäó Äåáàÿ [22�24] íà âèêðèâëåíi ïðîñòîðè [1, 2, 25,26].



29

Òåíçîð (ñïiíîð) Ãåðöà âèáèðà¹òüñÿ òàê, ùîá éîãî ãîëîâíi içîòðîïíi íàïðÿìêè

ñïiâïàäàëè ç ãîëîâíèìè içîòðîïíèìè íàïðÿìêàìè ãðàâiòàöiéíîãî ïîëÿ. Òóò çà

ïðèïóùåííÿì ãðàâiòàöiéíå ïîëå ¹ àëãåáðà¨÷íî-ñïåöiàëüíèì òèïó D. Çà òåîðå-

ìîþ �îëäáåð à-Ñàêñà [27, 28] êðàòíi ãîëîâíi içîòðîïíi íàïðÿìêè ñïiíîðà Âåéëÿ

ãåíåðóþòü áåçñóâíó êîíãðóåíöiþ içîòðîïíèõ ãåîäåçiéíèõ [13], ÿêà çà òåîðåìîþ

Ðîáiíñîíà [29] âèçíà÷à¹ iñíóâàííÿ içîòðîïíîãî ïîëÿ Ìàêñâåëëà, êðàòíi ãîëîâ-

íi içîòðîïíi íàïðÿìêè ÿêîãî ¹ äîòè÷íèìè äî êîíãðóåíöi¨ içîòðîïíèõ ãåîäåçié-

íèõ [30]. Òàêèé âèáið òåíçîðà (ñïiíîðà) Ãåðöà îçíà÷à¹, ùî âiäïîâiäíèé êîìïîíåí-

òíèé ðîçêëàä òåíçîðà (ñïiíîðà) ìiñòèòèìå ëèøå îäíó êîìïëåêñíó êîìïîíåíòó:

Pnm̄ = −Pm̄n = ψ, Pnm = −Pmn = ψ̄, àáî ó ñïiíîðíîìó ïiäõîäi

PAB = ψoAoB. (1.17)

Âèáið êàëiáðóâàëüíèõ óìîâ Gn = Wnm̄m = 2τψ + 2τ̄ ψ̄, Gm̄ = Wlnm̄ = 2ρψ,Gm =

Wlnm = 2ρ̄ψ̄ äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè îäíå âiäîêðåìëåíå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî êîìïî-

íåíòè ψ [1, 2] â óçàãàëüíåíîìó êëàñi ïðîñòîðiâ �îëäáåð à-Ñàêñà (çâiäêè ñëiäó¹

κ = σ = 0)[
(∆− γ̄ + γ + µ̄) (D + 2ε+ ρ)−

(
δ̄ + α + β̄ − τ̄

)
(δ + 2β + τ)

]
ψ = 0. (1.18)

Êîìïîíåíòè ïîëÿ Ìàêñâåëëà âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

ϕ0 = flm = [− (D − ε+ ε̄− ρ̄) (D + 2ε̄+ ρ̄)] ψ̄,

ϕ1 = 1/2 (fln + fm̄m) =
[
− (D + ε+ ε̄)

(
δ̄ + 2β̄ + τ̄

)
+ (π + τ̄) (D + 2ε̄+ ρ̄)

]
ψ̄,

ϕ2 = fm̄n =
[
−
(
δ̄ + α + β̄ − τ̄

) (
δ̄ + 2β̄ + τ̄

)
+ λ (D + 2ε̄+ ρ̄)

]
ψ̄.

(1.19)

Âèáið ñïåöiàëiçàöi¨ òåíçîðà (ñïiíîðà) Ãåðöà ðàçîì ç êàëiáðóâàëüíèìè óìî-

âàìè ìîæíà çäiéñíèòè ùå äâîìà ñïîñîáàìè òà îòðèìàòè âiäïîâiäíi ñõåìè âiä-

îêðåìëåííÿ ðiâíÿíü. Öå ôîðìóëè (5.8), (5.9) òà (5.10), (5.11) ó [1]. Âèãëÿä ñïå-

öiàëiçîâàíîãî ñïiíîðà Ãåðöà ó öèõ ñõåìàõ áóäå, âiäïîâiäíî, òàêèì PAB = ψιAιB

òà PAB = ψoAιB. Ó ðîáîòi [1] çàçíà÷åíî, ùî ó âiäîêðåìëåíîìó ðiâíÿííi (5.10)

íå âäà¹òüñÿ çàñòîñóâàòè ïðîöåäóðó âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ ó äåÿêèõ âàæëèâèõ

ïðîñòîðàõ, â ÿêèõ, âñå æ, äëÿ ðiâíÿíü (5.5) òà (5.8) âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ ïðî-
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âåñòè ìîæëèâî. Öÿ ñèòóàöiÿ ¹ ïîäiáíîþ äî ñèòóàöi¨ ç âiäîêðåìëåííÿì çìiííèõ

ó ðiâíÿííi Ôàêåðåëà-Àéïñåðà.

Îòæå, ó ïiäõîäi Ãåðöà, ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà çâîäèòüñÿ äî

ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó (1.15). Öÿ ñèñòåìà ¹ çâ'ÿçàíîþ ñè-

ñòåìîþ âiäíîñíî êîìïîíåíò ñïiíîðà (òåíçîðà) Ãåðöà. Äëÿ ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè

çàñòîñîâó¹òüñÿ äâîêîìïîíåíòíèé ïiäõiä Äåáàÿ, ùî ïî ñóòi ¹ ñïåöiàëiçàöi¹þ ñïi-

íîðà (òåíçîðà) Ãåðöà, òîáòî íàêëàäàííÿ íà íüîãî ïåâíèõ îáìåæåíü. Êðiì òîãî,

çàñòîñîâóþòüñÿ êàëiáðóâàëüíi óìîâè òðåòüîãî ðîäó, ïiñëÿ ÷îãî çàäà÷à çâîäè-

òüñÿ äî ðîçâ'ÿçàííÿ îäíîãî ðiâíÿííÿ õâèëüîâîãî òèïó (1.18). Êîìïîíåíòè ïîëÿ

Ìàêñâåëëà çíàõîäÿòüñÿ çà ôîðìóëîþ (1.19).

1.3. Äîñòàòíi óìîâè ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà

âiäíîñíî 4-ïîòåíöiàëó

Òåíçîð åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ÷åðåç 4-ïîòåíöiàë

Aa
2

Fab = ∇aAb −∇bAa. (1.20)

Ââàæàòèìåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ êàëiáðóâàëüíà óìîâà Ëîðåíöà

∇aA
a = 0. (1.21)

Ó ñïiíîðíié ôîðìi ðiâíiñòü (1.20) ðàçîì ç âèêîíàííÿì óìîâè Ëîðåíöà (1.21) ìà¹

âèãëÿä

ϕAB = ∇AA′A
A′

B . (1.22)

Ïðè òàêîìó ðîçãëÿäi äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1.1) âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíî, à

ïåðøå ðiâíÿííÿ ñòà¹ òàêèì

∇b∇bAa +Ra
cA

c = 4πJa. (1.23)

Ó ñïiíîðíîìó âèãëÿäi ðiâíÿííÿ (1.23) áóäå ìàòè òàêèé âèãëÿä

∇ A′

B ∇BC ′AA
C ′ = 2πJAA

′
, (1.24)

2Âæèâàòèìåìî òàêîæ íàçâó �âåêòîð-ïîòåíöiàë�.
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àáî ÷åðåç ñïiíîðè êðèâèíè [13] �

1

2
∇BB′∇BB′AAA′ − ΦAA′

CC ′A
CC ′ + 3ΛAAA′ = 2πJAA

′
, (1.25)

äå AAA′ � ñïiíîðíèé åêâiâàëåíò 4-ïîòåíöiàëó.

Ðîçãëÿäàòèìåìî äàëi îäíîðiäíó ñèñòåìó ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà âiäíîñíî 4-ïî-

òåíöiàëó (1.24) òà çàïèøåìî ¨¨ â êîìïîíåíòíîìó âèãëÿäi ó ôîðìàëiçìi Íüþìåíà-

Ïåíðîóçà
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




D∆A2

D∆A0

D∆A1

D∆Ā1

+


−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1




δδ̄A2

δδ̄A0

δδ̄A1

δδ̄Ā1

+

+


µ+ γ + γ̄ 0 ν̄ ν

0 µ− (γ + γ̄) −τ −τ̄

−τ̄ ν µ+ γ − γ̄ 0

−τ ν̄ 0 µ− (γ − γ̄)




DA2

DA0

DA1

DĀ1

+

+


2(ε+ ε̄)− ρ̄ 0 π̄ π

0 −ρ̄ −κ −κ̄

−κ̄ π 2ε− ρ̄ 0

−κ π̄ 0 2ε̄− ρ̄




∆A2

∆A0

∆A1

∆Ā1

+

+


−π − (α + β̄) 0 −µ̄ −λ

0 −π + (α + β̄) ρ σ̄

σ̄ −λ −π − (α− β̄) 0

ρ −µ̄ 0 −π + (α− β̄)




δA2

δA0

δA1

δĀ1

+

+


−π̄ − 2β 0 −λ̄ −µ

0 −π̄ + 2ᾱ σ ρ̄

ρ̄ −µ −π̄ + 2(ᾱ− β) 0

σ −λ̄ 0 −π̄




δ̄A2

δ̄A0

δ̄A1

δ̄Ā1

+
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+


A11 A12 A13 A14

A21 A22 A23 A24

A31 A32 A33 A34

A41 A42 A43 A44




A2

A0

A1

Ā1

 = 0, (1.26)

äå A11 = −∆ρ̄− δβ̄ + ∆ε + ∆ε̄ + δτ̄ − δα + (α + β̄ − τ̄)τ + (−ρ̄ + ε + ε̄ + ρ)µ−

2(α − τ̄ + β̄)β − νκ, A12 = ∆µ − δν + (π̄ − ᾱ + τ − 3β)ν + (γ + γ̄ + µ − µ̄)µ,

A13 = ∆π̄− δγ + ∆β− δµ̄+ δγ̄−∆ᾱ+ (π̄+ β + τ − ᾱ)µ+ (−γ̄ + µ̄+ γ)τ − 2(γ−

γ̄ + µ̄)β − νσ, A14 = ∆π − δλ + (−ε + ε̄ − ρ̄)ν + (τ − 2 β)λ + (α − β̄ + τ̄ + π)µ,

A21 = −Dρ + δ̄κ + (π − β̄ + τ̄ − 3α)κ + (ε + ε̄ + ρ − ρ̄)ρ, A22 = −Dγ − Dγ̄ +

Dµ̄ − δ̄π̄ + δ̄ᾱ + δ̄β + (β − π̄ + ᾱ)π + (γ + γ̄ + µ − µ̄)ρ − 2(ᾱ − π̄ + β)α − νκ,

A23 = δ̄σ − Dτ + (−γ + γ̄ − µ̄)κ + (−2α + π)σ + (π̄ + β + τ − ᾱ)ρ, A24 =

δ̄ε−δ̄ε̄+δ̄ρ̄−Dτ̄+Dβ̄−Dα+(α−β̄+τ̄+π)ρ+(ε−ε̄+ρ̄)π−2(ε−ε̄+ρ̄)α−λκ, A31 =

δ̄ρ̄+Dβ̄− δ̄ε+Dα−Dτ̄− δ̄ε̄+(−π−β̄−α+ τ̄)ρ+(−ε− ε̄+ ρ̄)π−2(τ̄−α−β̄)ε+λκ,

A32 = Dν − δ̄µ + (β − π̄ + ᾱ)λ + (−ρ + 2ε)ν + (−µ + µ̄ − γ − γ̄)π, A33 =

Dγ−Dγ̄+δ̄ᾱ−δ̄β+Dµ̄−δ̄π̄+(−γ+γ̄−µ̄)ρ+(−π̄−τ−β+ᾱ)π+2(µ̄+γ−γ̄)ε+λσ,

A34 = Dλ−δ̄π+(β̄−α−τ̄−π)π+(ρ̄−ρ−ε̄+3 ε)λ,A41 = δρ−∆κ+(α+β̄−τ̄)σ−(µ−

2γ)κ−(ρ−ρ̄+ε+ε̄)τ ,A42 = −δµ̄+δγ̄+∆π̄−∆β−∆ᾱ+δγ+(−τ+π̄−β−ᾱ)µ+(−γ−

γ̄+µ̄)τ−2(π̄−ᾱ−β)γ+νσ, A43 = −∆σ+δτ+(−τ−β−π̄+ᾱ)τ+(−γ̄+3 γ+µ̄−µ)σ,

A44 = δτ̄−∆ρ̄+∆ε̄−∆ε+δα−δβ̄+(−ε+ε̄−ρ̄)µ+(−τ̄−π+β̄−α)τ+2(ρ̄+ε−ε̄)γ+λσ,

AAA′ = A2o
AoA

′ − Ā1o
AιA

′ − A1ι
AoA

′
+ A0ι

AιA
′

(1.27)

� ðîçêëàä 4-ïîòåíöiàëó ó ñïiíîâié äiàäi, A2: A2 7→ R, A0: A0 7→ R, A1: A1 7→ C

� êîìïîíåíòè ðîçêëàäó â ñïiíîâié äiàäi.

Ñèñòåìà (1.26) ïðåäñòàâëåíà âïåðøå òà îòðèìàíà çà äîïîìîãîþ ðîçðîáëåíèõ

àâòîðîì äèñåðòàöi¨ äîïîìiæíèõ ïiäïðîãðàì, ùî âèêîíóþòü àíàëiòè÷íi ïåðåòâî-

ðåííÿ ó ñåðåäîâèùi Maple. Îñíîâíi ôóíêöi¨ ïðåäñòàâëåíi â äîäàòêó Â. Âiäëà-

ãîäæåííÿ ïiäïðîãðàì ïðîâåäåíî íà ðiâíÿííÿõ Òþêîëüñüêîãî. Ó äåùî âiäìií-

íîìó âèãëÿäi ñèñòåìà (1.26) áóëà ïðåäñòàâëåíà ó ðîáîòi [3]. Ïiñëÿ îòðèìàííÿ

öi¹¨ ñèñòåìè ó ðîáîòi [3], äîäàòêîâî áóëè âèêîðèñòàíi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøå-

ííÿ (À.82) âiäíîñíî êîìïîíåíò 4-ïîòåíöiàëó, ùî âïëèíóëî ëèøå íà äiàãîíàëüíi
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åëåìåíòè ìàòðèöü.

Ñèñòåìà (1.26) ¹ çâ'ÿçàíîþ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü. Ðiâíÿííÿ çàëèøàþòüñÿ çâ'ÿçà-

íèìè ÷åðåç êîåôiöi¹íòè ïðè ïåðøèõ ïîõiäíèõ òà àëãåáðà¨÷íié ÷àñòèíi.

Äîñòàòíiìè óìîâàìè ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.26) áóäåìî íàçè-

âàòè óìîâè íà êîåôiöi¹íòè ïðè ïîõiäíèõ òà àëãåáðà¨÷íié ÷àñòèíi, ÿêi çàáåçïå-

÷óâàòèìóòü ïîâíå àáî ïîñëiäîâíå âiäîêðåìëåííÿ ðiâíÿíü. Öi óìîâè ìàòèìóòü

âèãëÿä ðiâíÿíü, â ÿêi âõîäÿòü ñêàëÿðè Íüþìåíà-Ïåíðîóçà, ïîõiäíi íà ñêàëÿðè

Íüþìåíà-Ïåíðîóçà òà/àáî ñêàëÿðè êðèâèíè.

Ó ðîáîòi [3] áóëî âñòàíîâëåíi äîñòàòíi óìîâè âiäîêðåìëåííÿ ðiâíÿíü ñèñòåìè

(1.26):

Òâåðäæåííÿ 1.3.1. Ñèñòåìà ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà âiäíîñíî 4-ïîòåíöiàëó ó êà-

ëiáðóâàííi Ëîðåíöà (1.26) ðîçùåïëþ¹òüñÿ ó ïñåâäîðiìàíîâîìó ïðîñòîði çà âè-

êîíàííÿ óìîâ

κ = σ = ρ = τ = ε = α = 0. (1.28)

Óìîâè (1.28) çàñòîñîâóþòüñÿ äî ðiâíÿíü ïîëÿ (À.84). Ïiñëÿ öüîãî îòðèìó¹ìî

ðiâíÿííÿ, ùî âèçíà÷àþòü ñêàëÿðè Âåéëÿ, ñêàëÿðè Ði÷÷i òà ñêàëÿðíó êðèâèíó:

Ψ0 = Ψ1 = Φ00 = Φ02 = Φ10 = 0,

Ψ2 = 1/3
(
Dγ + δ̄β +

(
−π + β̄

)
β
)
,

Ψ3 = δ̄γ − βλ+ β̄γ,

Ψ4 = −∆λ+ δ̄ν + (γ̄ − 3 γ − µ− µ̄)λ+
(
β̄ + π

)
ν,

Φ11 = 1/2
(
Dγ − δ̄β +

(
−β̄ − π

)
β
)
,

Φ12 = −∆β + δγ + (2γ − γ̄ − µ)β,

Φ20 = Dλ− δ̄π − (π − β̄)π + (3β − π̄)λ,

Φ21 =
1

2

(
Dν −∆π + δλ− δ̄ν + (3β − π̄)λ+ (−µ+ µ̄− γ + γ̄)π +

(
−β̄ − π

)
µ
)
,

Φ22 = −∆µ+ δν − (µ+ γ + γ̄)µ− λλ̄+ ν̄π + (3β − τ)ν,

Λ = 1/6
(
−Dγ − δ̄β + (π − β̄)β

)
. (1.29)

Ðiìàíiâ ïðîñòið, â ÿêîìó ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà âiäíîñíî 4-ïîòåíöiàëó âiäîêðåì-
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ëþþòüñÿ, âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè (1.28), (1.29). Ñïiíîð Âåéëÿ íàëåæèòü äî

òèïó II çà êëàñèôiêàöi¹þ Ïåòðîâà, âèõîäÿ÷è ç òîãî, ùî Ψ0 = Ψ1 = 0 ó (1.29).
Íèæ÷å íàâåäåíi ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ ïðè ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó B1 =∥∥B1
ij

∥∥, B2 =
∥∥B2

ij

∥∥, B3 =
∥∥B3

ij

∥∥, B4 =
∥∥B4

ij

∥∥ òà ïðè àëãåáðà¨÷íié ÷àñòèíi A =∥∥Aij

∥∥ (i = 1..4, j = 1..4) äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü âiäíîñíî 4-ïîòåíöiàëó (1.26) ïðè
âèêîíàííi óìîâ (1.28):

B1 =


µ+ γ + γ̄ 0 ν̄ ν

0 µ− (γ + γ̄) 0 0

0 ν µ+ γ − γ̄ 0

0 ν̄ 0 µ− (γ − γ̄)

 , B2 =


0 0 π̄ π

0 0 0 0

0 π 0 0

0 π̄ 0 0

 ,

B3 =


−π − β̄ 0 −µ̄ −λ

0 −π + β̄ 0 0

0 −λ −π + β̄ 0

0 −µ̄ 0 −π − β̄

 , B4 =


−π̄ − 2β 0 −λ̄ −µ

0 −π̄ 0 0

0 −µ −π̄ − 2β 0

0 −λ̄ 0 −π̄

 .

A =

=



−δβ̄ − 2ββ̄
∆µ− δν + (π̄ − 3β)ν+

+(γ + γ̄ + µ− µ̄)µ

∆π̄ − δγ + ∆β − δµ̄+ δγ̄+

+(π̄ + β)µ+ 2(γ + γ̄ − µ̄)β

∆π − δλ−
−2βλ+ (−β̄ + π)µ

0
−Dγ −Dγ̄ +Dµ̄− δ̄π̄ + δ̄β+

+(β − π̄)π
0 0

0
Dν − δ̄µ+ (β − π̄)λ+

+(−µ+ µ̄− γ − γ̄)π

Dγ − δ̄β +Dµ̄−Dγ̄ − δ̄π̄+

+(−π̄ − β)π

Dλ− δ̄π+

+(β̄ − π)π

0
−δµ̄+ δγ̄ + ∆π̄ −∆β + δγ+

+(π̄ − β)µ+ 2(−π̄ + β)γ
0 −δβ̄



.

(1.30)

Ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ ïðè äðóãèõ ïîõiäíèõ çàëèøàþòüñÿ áåç çìií.

Ñïî÷àòêó âiäîêðåìëþ¹òüñÿ äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1.26), ç ÿêîãî ìîæå áóòè

çíàéäåíà êîìïîíåíòàA0. Ðîçâ'ÿçîêA0 âðàõîâó¹òüñÿ ó ðåøòi ðiâíÿíü � ïåðøîìó,

òðåòüîìó òà ÷åòâåðòîìó. Òîäi ÷åòâåðòå ðiâíÿííÿ ñòà¹ ðiâíÿííÿì ëèøå âiäíîñíî

êîìïîíåíòè Ā1. Äàëi ðîçâ'ÿçîê Ā1 ïiäñòàâëÿòüñÿ ó âñi ðåøòà ðiâíÿíü � òðåò¹

òà ïåðøå. Òðåò¹ ðiâíÿííÿ ñòà¹ âiäîêðåìëåíèì. Ïiñëÿ éîãî ðîçâ'ÿçàííÿ ðîçâÿ-

çîê A1 ïiäñòàâëÿ¹òüñÿ â ïåðøå ðiâíÿííÿ òà îòðèìó¹òüñÿ âiäîêðåìëåíå ðiâíÿííÿ

âiäíîñíî êîìïîíåíòè A2. Îòæå, ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà âiäíîñíî
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4-ïîòåíöiàëó (1.26) ïðè âèêîíàííi óìîâ òâåðäæåííÿ 1.3.1 ïîñëiäîâíî âiäîêðåì-

ëþþòüñÿ.

Âèñíîâêè äî ïiäðîçäiëó

Äëÿ çàïèñó îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà âiäíîñíî 4-ïîòåíöiàëó â

êîìïîíåíòíié ôîðìi ç ìåòîþ ïîäàëüøîãî ¨¨ ðîçùåïëåííÿ âèêîðèñòàíî ôîðìà-

ëiçì Íüþìåíà-Ïåíðîóçà. Ñèñòåìà ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä (1.26). Äëÿ ïðèâåäåííÿ

ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ ïðè äðóãèõ ïîõiäíèõ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó áóëè âèêî-

ðèñòàíi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ (À.82). Âiäíîñíî äðóãèõ ïîõiäíèõ ñèñòåìà

ðîçùåïëþ¹òüñÿ, çâ'ÿçàíiñòü ðiâíÿíü ñèñòåìè çàëèøà¹òüñÿ íà ðiâíi êîåôiöi¹íòiâ

ïðè ïåðøèõ ïîõiäíèõ òà àëãåáðà¨÷íié ÷àñòèíi. Ñôîðìóëüîâàíî äîñòàòíi óìîâè

ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü âiäíîñíî 4-ïîòåíöiàëó � óìîâè òâåðäæåííÿ 1.3.1.

Âîíè âèäiëÿþòü ðiìàíiâ ïðîñòið, ùî îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè ïîëÿ (1.29). Ñïiíîð

Âåéëÿ íàëåæèòü äî òèïó II çà êëàñèôiêàöi¹þ Ïåòðîâà.

1.4. Ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà âiäíîñíî 4-ïîòåí-

öiàëó ó âèïàäêó içîòðîïíîãî ïîëÿ Ìàêñâåëëà

Äîñòàòíi óìîâè âiäîêðåìëåííÿ ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà âiäíîñíî 4-ïîòåíöiàëó (1.28)

íàêëàäàþòü ïåâíi îáìåæåííÿ íà ðiìàíîâèé ïðîñòið â ÿêîìó ðîçãëÿäàþòüñÿ ðiâ-

íÿííÿ. Äëÿ îòðèìàííÿ ìåíø îáìåæóþ÷èõ óìîâ ó ðîáîòi [12] ðîçãëÿíóòî äî-

äàòêîâå îáìåæåííÿ íà ñàìå ïîëå Ìàêñâåëëà ó âèãëÿäi óìîâè içîòðîïíîñòi. Ó

ïëîñêîìó ïðîñòîði â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò àáî â ëîêàëüíié îðòîíîðìî-

âàíié áàçi öÿ óìîâà ìà¹ âèãëÿä ~E · ~B = 0, ~E2 = ~B2.

Óìîâà içîòðîïíîñòi ïîëÿ Ìàêñâåëëà ó ñïiíîðíié ôîðìi ìà¹ âèãëÿä [30]

ϕ0 = ϕ1 = 0. (1.31)

Äëÿ îòðèìàííÿ îáìåæåíü íà 4-ïîòåíöiàë, ùî âèïëèâàþòü ç óìîâè (1.31),
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çàïèøåìî ñïiââiäíîøåííÿ (1.22) ó êîìïîíåíòíié ôîðìi

ϕ0 = DA1 − δA0 + (ᾱ + β − π̄)A0 − (ε− ε̄+ ρ̄)A1 − σĀ1 + κA2,

ϕ1 = DA2 − δĀ1 + µA0 − πA1 + (ᾱ− β − π̄)Ā1 + (ε+ ε̄− ρ̄)A2,

ϕ1 = δ̄A1 −∆A0 + (γ + γ̄ − µ̄)A0 + (β̄ − α− τ̄)A1 − τĀ1 + ρA2,

ϕ2 = δ̄A2 −∆Ā1 + νA0 − λA1 − (γ − γ̄ + µ̄)Ā1 + (α + β̄ − τ̄)A2,

(1.32)

òà ç âðàõóâàííÿì (1.31) îòðèìó¹ìî íàñòóïíi ðiâíÿííÿ

DA2 − δĀ1 + µA0 − πA1 + (ᾱ− β − π̄)Ā1 + (ε+ ε̄− ρ̄)A2 = 0,

∆A0 − δ̄A1 − (γ + γ̄ − µ̄)A0 − (β̄ − α + τ̄)A1 + τĀ1 − ρA2 = 0,

δA0 −DA1 − (ᾱ + β − π̄)A0 + (ε− ε̄+ ρ̄)A1 + σĀ1 − κA2 = 0.

(1.33)

Ó äðóãîìó i òðåòüîìó ñïiââiäíîøåííi (1.32) ëiâi ÷àñòèíè ¹ ðiâíèìè. Ïðàâi

÷àñòèíè ¹ òàêîæ ðiâíèìè âíàñëiäîê âèêîíàííÿ óìîâè Ëîðåíöà (1.21), ÿêà ó

êîìïîíåíòíié ôîðìi ìà¹ âèãëÿä

DA2 + ∆A0 − δ̄A1 − δĀ1 + (ε+ ε̄− ρ− ρ̄)A2 + (µ+ µ̄− γ − γ̄)A0−

− (β̄ − α− τ̄ + π)A1 + (ᾱ− β + τ − π̄)Ā1 = 0. (1.34)

Âèêîðèñòîâóþ÷è êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ (À.82) òà ðiâíÿííÿ (1.33), îòðè-

ìó¹ìî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó

D∆A0 = δδ̄A0 + (γ + γ̄ − µ)DA0 + (π − α− β̄)δA0 + ρ̄DA2 − κ̄δA2+

− (τ + 2ᾱ− π̄)DĀ1 − κ∆Ā1 + (ρ+ ρ̄)δĀ1 + σδ̄Ā1 − τ̄DA1 + σ̄δA1

+ (Dρ̄− δκ̄)A2 + (Dγ +Dγ̄ −Dµ− δα− δβ̄ + δπ)A0−

− (Dτ −Dβ +Dᾱ− δε̄+ δε− δρ)Ā1 − (Dτ̄ − δσ̄)A1; (1.35)

D∆Ā1 = δδ̄Ā1 − (γ + γ̄ + µ− µ̄)DĀ1 + (−2ε+ ρ̄)∆Ā1 + (α + π + τ̄ − β̄)δĀ1+

+ (2β − 2ᾱ + π̄)δ̄Ā1 − κ̄∆A2 + ρ̄δ̄A2 + νDA0 + (π − τ̄)∆A0 − λδA0 − (µ+ µ̄+

+ 2γ̄)δ̄A0 + σ̄∆A1 − τ̄ δ̄A1 − (∆κ̄− δ̄ρ̄)A2 − (∆α−∆π + ∆β̄ − δ̄γ−

− δ̄γ̄ + δ̄µ)A0 + (∆ρ−∆ε−∆ε̄− δ̄τ − δ̄ᾱ + δ̄β)Ā1 + (∆σ̄ − δ̄τ̄)A1. (1.36)

Âèêîðèñòà¹ìî ðiâíÿííÿ (1.35), (1.36) ó ñèñòåìi ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà âiäíîñíî 4-

ïîòåíöiàëó (1.26). Ïåðøi äâà ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1.26) ñóòò¹âî ñïðîùóþòüñÿ.
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Äàëi, íàêëàäàþ÷è óìîâè íà ñêàëÿðè Íüþìåíà-Ïåíðîóçà òà ñêàëÿðè êðèâèíè

(äîñòàòíi óìîâè âiäîêðåìëåííÿ), îòðèìó¹ìî îäíå âiäîêðåìëåíå ðiâíÿííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.4.1. Ñèñòåìà ðiâíÿíü âiäíîñíî 4-ïîòåíöiàëó (1.26), ùî âiäïî-

âiäà¹ içîòðîïíîìó ïîëþ (1.31), ïðè âèêîíàííi óìîâ

κ = σ = ν = λ = τ = π = 0,Φ22 = µµ̄, (1.37)

òà ó êàëiáðóâàííi Ëîðåíöà ðîçùåïëþ¹òüñÿ:

D∆A2 − δδ̄A2 + (2µ+ µ̄+ γ + γ̄)DA2 + (−ρ̄+ 2ε+ 2ε̄)∆A2+

+(−α− π − β̄)δA2 + (−π̄ − 2β)δ̄A2 + (∆ε+ ∆ε̄− δα− δβ̄−

−∆ρ̄− 2(α + β̄)β + (2ε+ 2ε̄− ρ̄)µ+ (ε+ ε̄− ρ̄)µ̄)A2 = 0,

∆A0 − (γ + γ̄)A0 = DA2 + (ε+ ε̄)A2,

δ̄A1 + (β̄ − α + τ̄)A1 − τĀ1 = ∆A0 − (γ + γ̄ − µ̄)A0 − ρA2,

DA1 − (ε− ε̄+ ρ̄)A1 = δA0 − (ᾱ + β − π̄)A0.

(1.38)

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî ñõåìó ïîñëiäîâíîãî ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè � ñïî-

÷àòêó çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçîê êîìïîíåíòè A2 ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1.38),

äàëi ïðè âiäîìîìó ðîçâ'ÿçêó A2 ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1.38) çíàõîäèìî

ðîçâ'ÿçîê êîìïîíåíòè A0. Ç òðåòüîãî i ÷åòâåðòîãî ðiâíÿííÿ çíàõîäèìî A1. Ïåð-

øå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1.38) ¹ òðåòiì (âiäîêðåìëåíèì) ðiâíÿííÿìè ñèñòåìè (1.26).

Äðóãå, òðåò¹ i ÷åòâåðòå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1.38) ¹ ðiâíÿííÿìè (1.33).

Ïðîñòið-÷àñ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (1.37), îïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèìè ðiâíÿííÿ-

ìè ïîëÿ

Ψ0 =Ψ4 = Φ02 = 0,

Ψ1 =Dβ − δε+ (ε̄− ρ̄) β + ᾱε,

Ψ2 =1/3
(
Dγ −∆ε−

(
δα− δ̄β

)
−∆ρ+ (ε+ ε̄+ ρ− ρ̄) γ+

+ (γ + γ̄ + µ− µ̄) (ε+ ρ) + (ᾱ− β)α +
(
−α + β̄

)
β
)
,

Ψ3 =−∆α + δ̄γ + (γ̄ − µ̄)α + β̄γ,
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Φ00 =Dρ− ρ2 − (ε+ ε̄)ρ,∆µ+ (µ+ µ̄+ γ + γ̄)µ = 0,

Φ01 =1/2 (δρ+ (−ᾱ− β) ρ) ,

Φ10 =Dα− δ̄ε− (ρ+ ε̄− 2ε)α + β̄ε,

Φ11 =1/2
(
Dγ −∆ε+ δα− δ̄β + (−ρ+ ρ̄+ ε+ ε̄) γ+

+ (γ + γ̄ + µ̄− µ) ε+ (−ᾱ + β)α +
(
α− β̄

)
β − ρµ

)
,

Φ12 =−∆β + δγ + (ᾱ + β)γ + (γ − γ̄ − µ)β,

Φ21 =1/2
(
−δ̄µ+

(
−β̄ − α

)
µ
)
,

0 =∆µ+ (µ+ µ̄+ γ + γ̄)µ,

Λ =1/6
(
Dµ− (∆ρ− (Dγ −∆ε) + δα− δ̄β + (ε̄− ρ̄)µ+ (γ̄ − µ̄) ρ+

+ (−γ − γ̄ + µ̄) ε+ (−ε− ε̄+ ρ̄) γ +
(
α− β̄

)
β + (β − ᾱ)α− ρµ

)
, (1.39)

òà ¹ îäíèì ç ïðîñòîðiâ ç ëîêàëüíî-îáåðòîâîþ ñèìåòði¹þ, ùî íàëåæèòü äî êëà-

ñèôiêàöi¨ Ñå ðå ïðè Φ22 6= 0 [31, 32].

Âèñíîâêè äî ïiäðîçäiëó

Ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.26) âiäáóëîñü øëÿõîì íàêëàäàííÿì äîñòà-

òíiõ óìîâ âiäîêðåìëåííÿ íà ðiìàíiâ ïðîñòið òà íà ñàìå ïîëå Ìàêñâåëëà. Îáìå-

æåííÿ íà ïîëå Ìàêñâåëëà ó âèãëÿäi óìîâè içîòðîïíîñòi (1.31) ¹ ïîäiáíèì äî

çàñòîñóâàííÿ ïiäõîäó Äåáàÿ (1.17). Ðîçãëÿä àëãåáðà¨÷íî-ñïåöiàëüíîãî ñïiíîðà

äîçâîëÿ¹ ðîçãëÿíóòè äîñòàòíi óìîâè âiäîêðåìëåííÿ äëÿ áiëüø çàãàëüíîãî ðiìà-

íîâîãî ïðîñòîðó.

1.5. Îäíîíàïðÿìëåíi içîòðîïíi ïîëÿ

Ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà âiäíîñíî 4-ïîòåíöiàëó (1.26) ó âè-

ïàäêó içîòðîïíîãî ïîëÿ (1.31) ìîæëèâå ÿê ïðè îáìåæåííi ãåîìåòði¨ ïðîñòîðó,

òàê i ïðè îáìåæåíi ñàìîãî ïîëÿ Ìàêñâåëëà (Òâåðäæåííÿ 1.4.1). Óìîâà içîòðî-

ïíîñòi ó âèãëÿäi (1.31) íàêëàäà¹ îáìåæåííÿ íà êîìïîíåíòè ñïiíîðà Ìàêñâåëëà,

ïðè öüîìó ñèñòåìà ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà ïåðøîãî ïîðÿäêó (1.4) ðîçùåïëþ¹òüñÿ ó



39

âàæëèâîìó êëàñi ïðîñòîðiâ � ïðîñòîði òèïó D çà Ïåòðîâèì. Öå ðîçùåïëåííÿ íå

âèìàãà¹ âèêîðèñòàííÿ ïiäõîäó ïîòåíöiàëiâ Ãåðöà, ÷è 4-ïîòåíöiàëó. Ó âèáðàíié

êîîðäèíàòíié áàçi îòðèìó¹ìî ñèñòåìó äâîõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèí-

íèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó

 Dϕ2 + (2ε− ρ)ϕ2 = 0,

δϕ2 + (2β − τ)ϕ2 = −j2.
(1.40)

Îáìåæåííÿ íà ïîëå Ìàêñâåëëà ó âèãëÿäi óìîâè içîòðîïíîñòi (1.31) ÿêiñíî

òàêå ñàìå ÿê ó äâîêîìïîíåíòíîìó ïiäõîäi Äåáàÿ [1,2].

Âèáið áiâåêòîðà Ãåðöà ó ïiäõîäi Äåáàÿ çäiéñíåíî òàêèì ÷èíîì, ùî ïîëå ñïi-

íîðà (òåíçîðà) Ãåðöà îïèñó¹òüñÿ ëèøå îäíi¹þ êîìïëåêñíîþ êîìïîíåíòîþ. Ó

ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi ïðè ðîçãëÿäi içîòðîïíîãî ñïiíîðà Ìàêñâåëëà òåæ çà-

ëèøà¹òüñÿ ëèøå îäíà êîìïëåêñíà êîìïîíåíòà. Òàêèé âèáið ñïiíîðiâ îá ðóíòî-

âó¹òüñÿ ¨õ îði¹íòàöi¹þ âçäîâæ ãîëîâíèõ içîòðîïíèõ íàïðÿìêiâ ãðàâiòàöiéíîãî

ïîëÿ.

Ïîêàæåìî ôîðìàëüíî ïðîöåäóðó îði¹íòàöi¨ ñïiíîðà Ìàêñâåëëà

âçäîâæ êðàòíèõ ãîëîâíèõ içîòðîïíèõ íàïðÿìêiâ [4]. Ïðèïóñòèìî, ùî ðiìàíî-

âèé ïðîñòið ¹ ïðîñòîðîì òèïó D çà Ïåòðîâèì. Öå îçíà÷à¹, ùî ãîëîâíi ñïiíîðè

ñïiíîðà Âåéëÿ ¹ ïîïàðíî êðàòíèìè: ΨABCD = η(AγBζCδD) = γ(AγBδCδD). Ðîç-

êðè¹ìî äóæêè ñèìåòðèçàöi¨ ó ñïiíîði Âåéëÿ, çàïèñàíîãî ÷åðåç ãîëîâíi ñïiíîðè:

ΨABCD = γ(AγBδCδD) =
1

3!
(γAγBδCδD + γBγCδDδA + γCγDδAδB+

γDγAδBδC + γDγBδCδA + γAγCδBδD) . (1.41)

Ïiäñòàâèìî ðîçêëàäè ñïiíîðiâ γA, δA ó ñïiíîâié áàçi γA = γ1oA − γ0ιA, δA =
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δ1oA − δ0ιA ó (1.41) òà îòðèìà¹ìî

ΨABCD = γ2
1δ

2
1oAoBoCoD −

1

2
γ1δ1(γ0δ1 + γ1δ0)oAoBoCιD−

− 1

2
γ1δ1(γ0δ1 + γ1δ0)oAoBιCoD +

1

6
(γ2

1δ
2
0 + γ2

0δ
2
1 + 4γ0δ0γ1δ1)oAoBιCιD−

− 1

2
γ1δ1(γ0δ1 + γ1δ0)oAιBoCoD +

1

6
(γ2

1δ
2
0 + γ2

0δ
2
1 + 4γ0δ0γ1δ1)oAιBoCιD+

+
1

6
(γ2

1δ
2
0 + γ2

0δ
2
1 + 4γ0δ0γ1δ1)oAιBιCoD −

1

2
γ0δ0(γ0δ1 + γ1δ0)oAιBιCιD−

− 1

2
γ1δ1(γ0δ1 + γ1δ0)ιAoBoCoD +

1

6
(γ2

1δ
2
0 + γ2

0δ
2
1 + 4γ0δ0γ1δ1)ιAoBoCιD+

1

6
(γ2

1δ
2
0 + γ2

0δ
2
1 + 4γ0δ0γ1δ1)ιAoBιCoD −

1

2
γ0δ0(γ0δ1 + γ1δ0)ιAoBιCιD+

+
1

6
(γ2

1δ
2
0 + γ2

0δ
2
1 + 4γ0δ0γ1δ1)ιAιBoCoD −

1

2
γ0δ0(γ0δ1 + γ1δ0)ιAιBoCιD+

− 1

2
γ0δ0(γ0δ1 + γ1δ0)ιAιBιCoD + γ2

0δ
2
0ιAιBιCιD. (1.42)

Ç iíøîãî áîêó, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì êîìïîíåíò ñïiíîðà Âåéëÿ (À.85), îòðè-

ìó¹ìî

ΨABCD = Ψ4oAoBoCoD −Ψ3oAoBoCιD −Ψ3oAoBιCoD + Ψ2oAoBιCιD−

−Ψ3oAιBoCoD + Ψ2oAιBoCιD + Ψ2oAιBιCoD −Ψ1oAιBιCιD−

−Ψ3ιAoBoCoD + Ψ2ιAoBoCιD + Ψ2ιAoBιCoD −Ψ1ιAoBιCιD+

+ Ψ2ιAιBoCoD −Ψ1ιAιBoCιD −Ψ1ιAιBιCoD + Ψ0ιAιBιCιD. (1.43)

Ïðèðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäiâ çà ñïiíîâèì áàçèñîì ñïiíîðà Âåéëÿ (1.42)

òà (1.43), îòðèìó¹ìî òàêi âèðàçè êîìïîíåíò ñïiíîðà Âåéëÿ ó ñïiíîâié áàçi, ÿêi

ïîâ'ÿçàíi ç êîìïîíåíòàìè éîãî êðàòíèõ ãîëîâíèõ ñïiíîðiâ: Ψ4 = γ2
1δ

2
1, Ψ3 =

1
2γ1δ1(γ0δ1 + γ1δ0), Ψ2 = 1

6(γ2
1δ

2
0 + γ2

0δ
2
1 + 4γ0δ0γ1δ1), Ψ1 = 1

2γ0δ0(γ0δ1 + γ1δ0),

Ψ0 = γ2
0δ

2
0.

Òåïåð ïðèïóñêà¹ìî, ùî ñïiíîâà áàçà âèáðàíà òàê, ùî êðàòíi ãîëîâíi ñïiíîðè

γA, δA ñïiíîðà Âåéëÿ ¹ ïðîïîðöiéíèìè äî áàçèñíèõ ñïiíîðiâ oA òà ιA, òîáòî,

ââàæà¹ìî, ùî γA = γ1oA, δA = −δ0ιA. Òàêèì ÷èíîì, ÷îòèðè êîìïîíåíòè ñïiíîðà

ΨABCD äîðiâíþþòü íóëåâi: Ψ0 = Ψ1 = Ψ3 = Ψ4 = 0, à êîìïîíåíòà Ψ2 = 1/6γ2
1δ

2
0.

Òàêå ïðèïóùåííÿ ìîòèâó¹òüñÿ òèì, ùî òåòðàäà Êiííåðñëi (i âiäïîâiäíà ñïiíîâà
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áàçà) ó ÿêié ðîçãëÿäàòèìóòüñÿ äàëi ðiâíÿííÿ ¹ òàêîþ, ùî Ψ0 = Ψ1 = Ψ3 = Ψ4 =

0. Çà òåîðåìîþ �îëäáåðãà-Ñàêñà [28,33] îòðèìó¹ìî κ = σ = ν = λ = 0.

Ââàæàòèìåìî, ùî ñïiíîð Ìàêñâåëëà ϕAB = α(AβB), äå αA, βB � éîãî ãîëîâíi

ñïiíîðè, ¹ içîòðîïíèì (ϕABϕAB = 0), à éîãî ãîëîâíi ñïiíîðè αA, βA � êðàòíi

êðàòíîìó ãîëîâíîìó ñïiíîðó γA ñïiíîðà Âåéëÿ: αA ∼ γA, βB ∼ γB. Â ðåçóëüòàòi

ðîçêëàä ñïiíîðà Ìàêñâåëëà ó ñïiíîâié áàçi ìàòèìå âèãëÿä

ϕAB = ϕ2oAoB, (1.44)

àáî åêâiâàëåíòíî ϕ1 = ϕ0 = 0.

Îçíà÷åííÿ 1. Ïîëå Ìàêñâåëëà ó âèáðàíié ñïiíîâié áàçi, ùî ìà¹ âèãëÿä

(1.44), áóäåìî íàçèâàòè âèõiäíèì îäíîíàïðÿìëåíèì içîòðîïíèì ïîëåì (âèõi-

äíèì ÎIÏ)3. Äëÿ âiëüíîãî ïîëÿ (jAA′ = 0) âèêîíàííÿ ðiâíîñòåé κ = σ = ν =

λ = 0 ¹ íåîáõiäíèì äëÿ iñíóâàííÿ òàêîãî ïîëÿ Ìàêñâåëëà, îñêiëüêè, çãiäíî ç

ðiâíÿííÿìè Ìàêñâåëëà, òðåò¹ òà ÷åòâåðòå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1.4) çàäîâîëüíÿ-

òèìóòüñÿ òîòîæíî.

Ïiäñòàâèìî κ = σ = ν = λ = 0 òà ϕ1 = ϕ0 = 0 ó ñèñòåìó ðiâíÿíü (1.4),

ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ïîâíiñòþ âiäîêðåìëþþòüñÿ. Ç òðåòüîãî i ÷åòâåðòîãî ðiâíÿíü

ñèñòåìè (1.4) âèïëèâà¹, ùî j0 = j1 = 0.

Ãîëîâíi ñïiíîðè αA, βA ñïiíîðà Ìàêñâåëëà ìîæåìî òàêîæ âèáðàòè êðàòíèìè

äî ãîëîâíîãî ñïiíîðà δA ñïiíîðà Âåéëÿ: αA ∼ δA, βB ∼ δB. Â ðåçóëüòàòi ðîçêëàä

ñïiíîðà Ìàêñâåëëà ó ñïiíîâié áàçi ìà¹ âèãëÿä

ϕAB = ϕ0ιAιB, (1.45)

àáî ç iíøîãî áîêó ϕ1 = ϕ2 = 0. Â öüîìó âèïàäêó ìè çäiéñíèëè ½îði¹íòàöiþ“

ñïiíîðà Ìàêñâåëëà âçäîâæ iíøîãî êðàòíîãî ãîëîâíîãî içîòðîïíîãî íàïðÿìêó

(ιA) ñïiíîðà Âåéëÿ.

Îçíà÷åííÿ 2. Ïîëå Ìàêñâåëëà, ùî ìà¹ âèãëÿä (1.45), áóäåìî íàçèâàòè âõi-

äíèì îäíîíàïðÿìëåíèì içîòðîïíèì ïîëåì (âõiäíèì ÎIÏ).

Ïiäñòàâèìî κ = σ = ν = λ = 0 ó ñèñòåìó ðiâíÿíü (1.4) òà âðàõîâó¹ìî, ùî

ϕ2 = ϕ1 = 0. ßê íàñëiäîê îòðèìà¹ìî ïîâíiñòþ ðîçùåïëåíó ñèñòåìó ðiâíÿíü Ìà-
3Âïåðøå òàêi ïîëÿ çóñòði÷àþòüñÿ ó ìîíîãðàôi¨ ×àíäðàñåêàðà [34], ñò. 394.
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êñâåëëà äëÿ âõiäíîãî ÎIÏ ó ïðîñòîði òèïó D, äå óìîâè j2 = j1 = 0 âèïëèâàþòü

ç ïåðøîãî i äðóãîãî ðiâíÿíü ñèñòåìè (1.4) ∆ϕ0 − (2γ − µ)ϕ0 = 0,

δ̄ϕ0 − (2α− π)ϕ0 = j0.
(1.46)

Ìè âèäiëÿ¹ìî îêðåìó íàçâó äëÿ ïîëiâ âèãëÿäó (1.44), (1.45), îñêiëüêè âîíè ¹

÷àñòêîâèìè âèïàäêàìè içîòðîïíîãî ïîëÿ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâîþ ϕABϕ
AB = 0

(êðèòåðié içîòðîïíîñòi). Öÿ óìîâà ó êîìïîíåíòíîìó âèãëÿäi ìà¹ âèãëÿä íåëiíié-

íîãî àëãåáðà¨÷íîãî ðiâíÿííÿ ϕ2ϕ0 = ϕ2
1 i âèêîíó¹òüñÿ â öèõ ÷àñòêîâèõ âèïàä-

êàõ. Içîòðîïíi ïîëÿ òàêîæ íàçèâàþòüñÿ àëãåáðà¨÷íî ñïåöiàëüíèìè [35], ùî îçíà-

÷à¹ êðàòíiñòü ãîëîâíèõ ñïiíîðiâ Ìàêñâåëëà. Ãîëîâíi ñïiíîðè Ìàêñâåëëà îäíî-

íàïðÿìëåíîãî içîòðîïíîãî ïîëÿ îði¹íòîâàíi âçäîâæ îäíîãî ç êðàòíèõ ãîëîâíèõ

içîòðîïíèõ íàïðÿìêiâ ôîíîâîãî ãðàâiòàöiéíîãî ïîëÿ, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç âèáîðîì

áàçèñó. Àñèìïòîòè÷íèé íà íåñêií÷åíîñòi çà çìiííîþ r ðîçâ'ÿçîê ó ôîðìi âèõi-

äíîãî (âõiäíîãî) ÎIÏ âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç iíòåãðàëè ðiâíÿíü, ÿêi ìàþòü âèãëÿä

t− r (t+ r). Öå îçíà÷à¹, ùî âií îïèñó¹ çàïiçíþþ÷ó (âèïåðåäæàþ÷ó) õâèëþ, àáî

âèõiäíó (âõiäíó) õâèëþ.

Äàëi, ãîâîðÿ÷è ïðî içîòðîïíå ïîëå Ìàêñâåëëà, áóäåìî ðîçóìiòè ïiä öèì âèêî-

íàííÿ óìîâè ϕABϕAB = 0, ïiä îäíîíàïðÿìëåíèìè içîòðîïíèìè ïîëÿìè áóäåìî

ðîçóìiòè ïîëÿ âèãëÿäó (1.44), (1.45).

Ðîçãëÿä âèõiäíîãî (âõiäíîãî) ÎIÏ Ìàêñâåëëà, ïðèâîäèòü äî ðiâíîñòi íóëå-

âi âñiõ êîìïîíåíò 4-ñòðóìó, çà âèíÿòêîì êîìïîíåíòè j2 (j0), i 4-ñòðóì, ÿêèé

äîïóñêà¹ òàêi ïîëÿ, ¹ òàêîæ içîòðîïíèì � jAA′j
AA′ = 0.

Ïðè ðîçãëÿäi äiéñíîãî 4-ñòðóìó, êîìïîíåíòè 4-ñòðóìó (1.6) j2 òà j0 ¹ äiéñíèìè

ôóíêöiÿìè. Òàêèì ÷èíîì, ëiâi ÷àñòèíè äðóãèõ ðiâíÿíü ñèñòåì (1.40) òà (1.46)

ïîâèííi òåæ áóòè äiéñíèìè ôóíêöiÿìè. Âiäíÿâøè âiä äðóãîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè

(1.40) êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå äî íüîãî, îòðèìó¹ìî íàñòóïíå ðiâíÿííÿ

δϕ2 − δ̄ϕ̄2 + (2β − τ)ϕ2 − (2β̄ − τ̄)ϕ̄2 = 0. (1.47)

Îòæå, âèõiäíi îäíîíàïðÿìëåíi içîòðîïíi ïîëÿ Ìàêñâåëëà ó ïðîñòîði òèïó D
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çà Ïåòðîâèì ç äiéñíèì 4-ñòðóìîì îïèñóþòüñÿ òàêèìè ðiâíÿííÿìè
Dϕ2 + (2ε− ρ)ϕ2 = 0,

δϕ2 + (2β − τ)ϕ2 = −j2,

Dj2 − (ρ+ ρ̄− ε− ε̄)j2 = 0.

(1.48)

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ öå ðiâíÿííÿ íåïåðåðâíîñòi 4-ñòðóìó (1.7) ïðè j1 = j0 = 0.

Âõiäíi îäíîíàïðÿìëåíi içîòðîïíi ïîëÿ Ìàêñâåëëà ó ïðîñòîði òèïó D çà Ïå-

òðîâèì ç äiéñíèì 4-ñòðóìîì îïèñóþòüñÿ òàêèìè ðiâíÿííÿìè
∆ϕ0 − (2γ − µ)ϕ0 = 0,

δ̄ϕ0 − (2α− π)ϕ0 = j0,

∆j0 + (µ+ µ̄− γ − γ̄)j0 = 0.

(1.49)

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ öå ðiâíÿííÿ íåïåðåðâíîñòi 4-ñòðóìó (1.7) ïðè j1 = j2 = 0.

Âèñíîâêè äî ïiäðîçäiëó

Ïðè ïðè¹äíàííi óìîâè içîòðîïíîñòi (1.31), ñèñòåìà ðiâíÿíü âiäíîñíî ñïiíîðà

Ìàêñâåëëà (1.4) ðîçùåïëþ¹òüñÿ. Óìîâà içîòðîïíîñòi (1.31) ïîâ'ÿçàíà ç îði¹íòà-

öi¹þ ñïiíîðà Ìàêñâåëëà òà çðó÷íèì âèáîðîì áàçè. Ïðîâåäåíî ôîðìàëüíèé îïèñ

îði¹íòàöi¨ ñïiíîðà Ìàêñâåëëà âçäîâæ êðàòíèõ ãîëîâíèõ içîòðîïíèõ íàïðÿìêiâ

òà çàïðîïîíîâàíî íàçèâàòè òàêi ïîëÿ �îäíîíàïðÿìëåíèìè içîòðîïíèìè ïîëÿ-

ìè�. Çàïèñàíî ñèñòåìè ðiâíÿíü äëÿ âèõiäíîãî òà âõiäíîãî îäíîíàïðÿìëåíîãî

içîòðîïíèõ ïîëiâ ç âðàõóâàííÿì 4-ñòðóìó. Ïîêàçàíî, ùî 4-ñòðóì ìà¹ ëèøå îäíó

êîìïîíåíòó òà ¹ içîòðîïíèì. Äîöiëüíiñòü ðîçãëÿäó içîòðîïíîãî 4-ñòðóìó ïiä-

òâåðäæó¹òüñÿ òèì, ùî ó áåçñèëîâié åëåêòðîäèíàìiöi Áëàíôîðäà i Çíà¹êà [36],

Áðåíàíà, �ðàëëi i Äæåéêîáñîíà [37], ÿêà ¹ ÷àñòèíîþ ìîäåëi ãåíåðàöi¨ äæåòiâ âiä

÷îðíèõ äið, âií âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ îïèñó øâèäêîãî ðóõó çàðÿäiâ.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó

Ñèñòåìà ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà, ó çàïèñi ÷åðåç ñïiíîðà Ìàêñâåëëà, ¹ çâ'ÿçàíîþ

ñèñòåìîþ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó. Âiäîêðåìëåííÿ ðiâíÿíü ó ïðîñòîði òèïó D

çà Ïåòðîâèì äëÿ êîìïîíåíò ϕ2, ϕ1, ϕ0 âiäáóâà¹òüñÿ çà ðàõóíîê êîìóòàöiéíèõ

ñïiââiäíîøåíü. Âiäîêðåìëåíi ðiâíÿííÿ ¹ ðiâíÿííÿìè äðóãîãî ïîðÿäêó. Çàñòîñó-

âàííÿ êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü äà¹ òàêîæ ðiâíÿííÿ çâ'ÿçêó äëÿ åêñòðåìàëü-
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íèõ êîìïîíåíò, ÿêi âiäîìi ÿê òîòîæíîñòi Òþêîëüñüêîãî-Ñòàðîáiíñüêîãî. Ó ïðàâi

÷àñòèíè ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó âõîäÿòü êîìïîíåíòè 4-ñòðóìó òà ¨õ ïåðøi ïî-

õiäíi.

Î÷iêóâàëîñü, ùî ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü ó ïðîñòîði òèïó D ìîæëè-

âå äëÿ ñèñòåìè, çàïèñàíî¨ ÷åðåç 4-ïîòåíöiàë. Ïðîòå, ó öüîìó ïðîñòîði ñèñòåìà

ðiâíÿíü íå ðîçùåïëþ¹òüñÿ � ðiâíÿííÿ çàëèøàþòüñÿ ïîâ'ÿçàíèìè ÷åðåç ïåðøi

ïîõiäíi òà àëãåáðà¨÷íó ÷àñòèíó. Ïîêàçàíî, ùî ñèñòåìà ðiâíÿíü ðîçùåïëþ¹òüñÿ

ïðè âèêîíàííi óìîâ (1.28), ÿêi âèäiëÿþòü ðiìàíiâ ïðîñòið (1.29). Öi óìîâè ñôîð-

ìóëüîâàíî ÿê äîñòàòíi óìîâàìè ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó

åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ äîñòàòíi óìîâè ðîçùåïëåííÿ íàêëàäàþòü íà ðiìàíiâ

ïðîñòið ñóòò¹âi îáìåæåííÿ, òîìó áóëî ðîçãëÿíóòî ìîäåëü içîòðîïíîãî ïîëÿ Ìà-

êñâåëëà ó âèãëÿäi óìîâè íà éîãî êîìïîíåíòè, òà îòðèìàíî äîñòàòíi óìîâè ðîç-

ùåïëåííÿ (1.37), ùî âèäiëÿþòü áiëüø çàãàëüíèé ðiìàíiâ ïðîñòið (1.39).

Ïðè ðîçùåïëåííi ñèñòåìè ðiâíÿíü çà äîïîìîãîþ ïiäõîäó Ãåðöà âèêîðèñòî-

âó¹òüñÿ àíàëîã ïiäõîäó Äåáàÿ � ñïåöiàëiçàöiÿ ñïiíîðà (òåíçîðà) Ãåðöà, ÿêà ¹

ïîäiáíîþ äî ðîçãëÿäó içîòðîïíîãî ñïiíîðà Ìàêñâåëëà (îäíîíàïðÿìëåíå içîòðî-

ïíå ïîëå). Â öüîìó âèïàäêó çàäà÷à ç âiäîêðåìëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà

ïåðøîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî êîìïîíåíò ñïiíîðà Ìàêñâåëëà çíiìà¹òüñÿ.

Ïðîâåäåíî ôîðìàëüíèé îïèñ îði¹íòàöi¨ ñïiíîðà ñïiíîðà Ìàêñâåëëà, âèêîðè-

ñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ ãîëîâíèõ ñïiíîðiâ. Çàïðîïîíîâàíî íàçèâàòè òàêi ïîëÿ îäíîíà-

ïðÿìëåíèìè içîòðîïíèìè ïîëÿìè. Ðîçãëÿíóòî äâà íåçàëåæíi âèïàäêè îði¹íòàöi¨

ñïiíîðà Ìàêñâåëëà òà çàïèñàíî âiäïîâiäíi ñèñòåìè ðiâíÿíü ç 4-ñòðóìîì (íåîäíî-

ðiäíi ñèñòåìè). Ó ìîäåëi îäíîíàïðÿìëåíîãî içîòðîïíîãî ïîëÿ ó ïðîñòîði òèïó D

4-ñòðóì ïîâèíåí áóòè içîòðîïíèì.

Ó íàñòóïíîìó ðîçäiëi ó ÿêîñòi ìîäåëi ðîçãëÿíåìî âèõiäíi òà âõiäíi îäíîíà-

ïðÿìëåíi içîòðîïíi ïîëÿ Ìàêñâåëëà ó ïðîñòîði Êåððà òà ïîáóäó¹ìî ðîçâ'ÿçêè

âiäïîâiäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.
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ÐÎÇÄIË 2

Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà ó ïðîñòîði Êåððà â àíàëiòè÷íîìó

âèãëÿäi

Îñíîâíèìè ðiâíÿííÿìè, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ïðîâîäèòüñÿ ìîäåëþâàííÿ ïî-

øèðåííÿ åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü ó ãðàâiòàöiéíèõ ïîëÿõ ÷îðíèõ äið, ùî îáåð-

òàþòüñÿ, ¹ ðiâíÿííÿ Òþêîëüñüêîãî. ×åðåç ñóòò¹âi ìàòåìàòè÷íi ñêëàäíîùi, ùî

âèíèêàþòü ïðè ðîçâ'ÿçàííi ðiâíÿíü, âàæëèâèì i àêòóàëüíèì ¹ çíàõîäæåííÿ òî-

÷íèõ ÷àñòêîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ó öüîìó ðîçäiëi ïðåäñòàâèìî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü Ìà-

êñâåëëà ó ïðîñòîði Êåððà ó âèãëÿäi âõiäíîãî òà âèõiäíîãî îäíîíàïðÿìëåíèõ

içîòðîïíèõ ïîëiâ � çàãàëüíi ðîçâ'ÿçêè òà ðîçâ'ÿçêè ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííè-

ìè. Ðîçãëÿíåìî äîäàòêîâi óìîâè íà ðîçâ'ÿçêè ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè.

Ó ïiäðîçäiëi 2.1 çäiéñíåíî îïèñ âèõiäíèõ ïðèïóùåíü, íàâåäåíî îçíà÷åííÿ

íåîáõiäíèõ âåëè÷èí ó ôîðìàëiçìi Íüþìåíà-Ïåíðîóçà. Ïðîâåäåíî îãëÿä ðîçâ'ÿ-

çóâàííÿ ðiâíÿíü Òþêîëüñüêîãî òà îêðåñëåíî îñíîâíi òðóäíîùi, ïîâ'ÿçàíi ç öèì

ïiäõîäîì. Ó ïiäðîçäiëàõ 2.2, 2.3, 2.4 ïðåäñòàâëåíi òî÷íi îäíîíàïðÿìëåíi içîòðî-

ïíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà.

Ðiâíÿííÿ ðîçãëÿäà¹ìî â ãåîìåòðèçîâàíié ñèñòåìi îäèíèöü (c = G = 1) òà

ââàæà¹ìî, ùî ôóíêöi¨, ùî âõîäÿòü ó äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, ìàþòü íåîáõiäíó

ãëàäêiñòü.

2.1. Ðîçâ'ÿçóâàííÿ ãîëîâíîãî ðiâíÿííÿ Òþêîëüñüêîãî

Ìåòðèêà Êåððà [38] ¹ âàêóóìíèì (Rab = 0) àêñiàëüíî-ñèìåòðè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì

ðiâíÿíü Àéíøòàéíà ç äâîìà ïàðàìåòðàìè � ìàñîþ òiëàM òà ïèòîìèì êóòîâèì

ìîìåíòîì a (a > 0, M > 0). Ðîçâ'ÿçîê Êåððà ¹ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ãðà-



46

âiòàöiéíîãî ïîëÿ òiëà ç îáåðòàëüíèì ìîìåíòîì òà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ îïè-

ñó ãðàâiòàöiéíèõ ïîëiâ àñòðîôiçè÷íèõ îá'¹êòiâ � ÷îðíèõ äið, íåéòðîííèõ çið,

áiëèõ êàðëèêiâ òîùî. ×àñòî éîãî àñîöiþþòü ñàìå ç ÷îðíèìè äiðàìè, ùî îáåð-

òàþòüñÿ, òîìó, âiäïîâiäíî, ñàì ðîçâ'ÿçîê ÷àñòî íàçèâàþòü �îáåðòîâîþ ÷îðíîþ

äiðîþ�. Äàëi ìè ðîçãëÿäàòèìåìî âèïàäîê íå åêñòðåìàëüíèõ îáåðòîâèõ ÷îðíèõ

äið:M 2−a2 > 0. Êâàäðàò åëåìåíòó äîâæèíè ds2 ðîçãëÿäàòèìåìî ó êîîðäèíàòàõ

Áîé¹ðà-Ëiíäêâiñòà [39]

ds2 =

(
1− 2Mr

Σ

)
dt2 +

4Mra sin2 θ

Σ
dtdφ− Σ

∆
dr2 − Σdθ2−

−
(
r2 + a2 +

2Mra2 sin2 θ

Σ

)
sin2 θdφ2, (2.1)

Σ = r2 + a2 cos2 θ, ∆ = r2 − 2Mr + a2 = (r − r+)(r − r−), r+ = M +
√
M 2 − a2

(ãîðèçîíò ïîäié), r− = M −
√
M 2 − a2 (ãîðèçîíò Êîøi).

Äëÿ ïîäàëüøîãî çàñòîñóâàííÿ ïiäõîäó Íüþìåíà-Ïåíðîóçà íåîáõiäíî çàäà-

òè òåòðàäó ó âèáðàíié ñèñòåìi êîîðäèíàò. ßê içîòðîïíó òåòðàäó ìè âèáèðà¹ìî

òåòðàäó Êiííåðñëi [10,40]

la =
(
1,−Σ

∆ , 0,−a sin2 θ
)
, m̄a = 1√

2

(
− ia sin θ
r−ia cos θ , 0,

1
r−ia cos θ ,−

i
sin θ(r−ia cos θ)

)
,

na =
(

∆
2Σ ,

1
2 , 0,−

a sin2 θ∆
2Σ

)
,ma = 1√

2

(
ia sin θ

r+ia cos θ , 0,
1

r+ia cos θ ,
i

sin θ(r+ia cos θ)

)
,

ma = 1√
2

(
ia sin θ

r+ia cos θ , 0,−(r − ia cos θ),− i sin θ(r2+a2)
r+ia cos θ

)
, na =

(
r2+a2

2Σ ,− ∆
2Σ , 0,

a
2Σ

)
,

m̄a = 1√
2

(
−ia sin θ
r−ia cos θ , 0,−(r + ia cos θ), i sin θ(r2+a2)

r−ia cos θ

)
, la =

(
r2+a2

∆ , 1, 0, a∆

)
.

(2.2)

Òåòðàäà Êiííåðñëi ¹ òåòðàäîþ Íüþìåíà-Ïåíðîóçà, âîíà ¹ îðòîíîðìîâàíîþ â

ñåíñi (À.48) òà ïîâ'ÿçàíà ç ìåòðèêîþ ôîðìóëîþ (À.44).

Ñêàëÿðè Íüþìåíà-Ïåíðîóçà ìàþòü âèãëÿä

κ = σ = ν = λ = ε = 0,

ρ = − 1
r−ia cos θ , µ = − ∆

2(r−ia cos θ)Σ , γ = −∆(r+ia cos θ)−(r−M)Σ
2Σ2 , τ = − ia sin θ√

2Σ
,

α = − (r+ia cos θ) cos θ−2ia

2
√

2 sin θ(r−ia cos θ)2
, β = cos θ

2
√

2 sin θ(r+ia cos θ)
, π = ia sin θ√

2(r−ia cos θ)2
.

(2.3)

Â ìåòðèöi Êåððà ó òåòðàäi Êiííåðñëi êîìïîíåíòè ñïiíîðiâ êðèâèíè Φij, Ψk,

Λ (i, j = 0..2, k = 0, 1, 3, 4) ðiâíi íóëåâi, ëèøå Ψ2 = − M
(r−ia cos θ)3 .
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Ïîõiäíi çà íàïðÿìêàìè (À.80) içîòðîïíî¨ òåòðàäè Êiííåðñëi ìàþòü âèãëÿä

D = r2+a2

∆
∂
∂t + ∂

∂r + a
∆

∂
∂φ ,

∆ = ∆
2Σ

(
r2+a2

∆
∂
∂t −

∂
∂r + a

∆
∂
∂φ

)
,

δ = 1√
2(r+ia cos θ)

(
ia sin θ ∂∂t + ∂

∂θ + i
sin θ

∂
∂φ

)
,

δ̄ = 1√
2(r−ia cos θ)

(
−ia sin θ ∂∂t + ∂

∂θ −
i

sin θ
∂
∂φ

)
.

(2.4)

Âiäîêðåìëåíi ðiâíÿííÿ âiäíîñíî êîìïîíåíò ñïiíîðà Ìàêñâåëëà ϕ2 (1.8) òà ϕ0

(1.10) ïðè ïiäñòàíîâöi â íèõ âèðàçiâ (2.3), (2.4), Φij = Ψk = Λ = 0 (i, j = 0..2,

k = 0, 1, 3, 4), Ψ2 = − M
(r−ia cos θ)3 , ðàçîì ç ïîäiáíèìè ðiâíÿííÿìè ó ïiäõîäi äëÿ

ãðàâiòàöiéíîãî òà íåéòðèííîãî ïîëiâ, çàïèñóþòüñÿ ó âèãëÿäi îäíîãî ðiâíÿííÿ(
(r2 + a2)2

∆
− a2 sin2 θ

)
∂2ψ

∂t2
+

4Mar

∆

∂2ψ

∂t∂φ
+

(
a2

∆
− 1

sin2 θ

)
∂2ψ

∂φ2
−

∆−s
∂

∂r

(
∆s+1∂ψ

∂r

)
− 1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψ

∂θ

)
− 2s

(
a(r −M)

∆
− i cos θ

sin2 θ

)
∂ψ

∂φ
+

− 2s

(
M(r2 − a2)

∆
− r − ia cos θ

)
∂ψ

∂t
+ (s2ctg2θ − s)ψ = 0, (2.5)

äå s � ñïiíîâà âàãà, s = 0 äëÿ ïðîáíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, s = ±1/2 äëÿ ïðî-

áíîãî íåéòðèííîãî ïîëÿ, s = ±1 äëÿ ïðîáíîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ, s = ±2

äëÿ ãðàâiòàöiéíèõ çáóðåíü. Ðiâíÿííÿ (2.5) íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíèì ðiâíÿííÿì Òþ-

êîëüñüêîãî (ÃÐÒ) [10]. Ôóíêöiÿ ψ âèçíà÷à¹ åêñòðåìàëüíi êîìïîíåíòè ïîëiâ çà

òàáëèöåþ 1 ó [10]. Ó âèïàäêó åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ψ = (r − ia cos θ)2ϕ2 ïðè

s = −1, ψ = ϕ0 ïðè s = 1.

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.5) øóêà¹òüñÿ ìåòîäîì âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ çà äî-

ïîìîãîþ ïiäñòàíîâêè

ψ = e−iωteimφS(θ)R(r), (2.6)

â ðåçóëüòàòi îòðèìóþòüñÿ äâà çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, ÿêi íàçèâà-

þòüñÿ ðàäiàëüíèì ðiâíÿííÿì Òþêîëüñüêîãî (ÐÐÒ) òà êóòîâèì ðiâíÿííÿì Òþ-

êîëüñüêîãî (ÊÐÒ):

∆−s
d

dr

(
∆s+1dR

dr

)
+

(
K2 − 2is(r −M)K

∆
+ 4isωr − λ

)
R = 0, (2.7)
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1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dS

dθ

)
+

(
a2ω2 cos2 θ − m2

sin2 θ
− 2aωs cos θ−

−2ms cos θ

sin2 θ
− s2ctg2θ + s+ A

)
S = 0, (2.8)

äå K = (r2 + a2)ω − am i λ = A+ a2ω2 − 2amω.

Ðiâíÿííÿ (2.8) ðàçîì ç óìîâîþ ðåãóëÿðíîñòi ôóíêöi¨ S(θ) ó òî÷êàõ θ = 0,

θ = π ñêëàäàþòü çàäà÷ó Øòóðìà-Ëióâiëëÿ äëÿ êîíñòàíòè âiäîêðåìëåííÿ A =s

Am
l(aω), l = max(|m|, |s|). Ïðè s = 0, âëàñíi ôóíêöi¨ ¹ ñôåðî¨äàëüíèìè õâè-

ëüîâèìè ôóíêöiÿìè Sml(−a2ω2, cos θ) [41]. Ïðè aω = 0 âëàñíi ôóíêöi¨ ¹ ñïií-

çâàæåíèìè ñôåðè÷íèìè ãàðìîíiêàìè sY
m
l =sS

m
l(θ)e

imφ iA = (l−s)(l+s+1) [42].

Âëàñíi ôóíêöi¨ S(θ) â çàãàëüíîìó âèïàäêó íàçèâàþòüñÿ �ñïií-çâàæåíèìè ñôå-

ðî¨äàëüíèìè ãàðìîíiêàìè�.

Íà ðàäiàëüíå ðiâíÿííÿ íàêëàäàþòüñÿ êðàéîâi óìîâè

R ∼

∆−se−ikr∗, r → r+,

eiωr∗/r(2s+1), r →∞,
(2.9)

äå k = ω − ma/(2Mr+), à r∗ âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì dr∗
dr = r2+a2

∆ . Öi óìîâè

âèçíà÷àþòü âiäñóòíiñòü âèõiäíîãî âèïðîìiíþâàííÿ íà ãîðèçîíòi òà âèõiäíèé

õàðàêòåð âèïðîìiíþâàííÿ íà íåñêií÷åííîñòi.

Ðiâíÿííÿ (2.7), (2.8) òà óìîâè (2.9) âèçíà÷àþòü íåëiíiéíó çàäà÷ó íà âëàñíi

çíà÷åííÿ, îñêiëüêè ω âõîäèòü ó ðiâíÿííÿ ÿê ïàðàìåòð � Am
l = Am

l(aω). Ðàäi-

àëüíå ðiâíÿííÿ (2.7) ìà¹ äâi ðåãóëÿðíi îñîáëèâi òî÷êè r+, r− òà îäíó íåðåãóëÿð-

íó îñîáëèâó òî÷êó íà íåñêií÷åíîñòi. Òàêèì ÷èíîì, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê íå ìîæå

áóòè çíàéäåíèé â òåðìiíàõ ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ, iíøèõ ñòàíäàðòíèõ ôóíêöié, àáî

æ çà äîïîìîãîþ âiäîìèõ iíòåãðàëüíèõ ïðåäñòàâëåíü. Öå ¹ ïðè÷èíîþ òîãî, ùî

ðîçâ'ÿçîê ÃÐÒ øóêà¹òüñÿ ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè [11,18].

Ñïií-çâàæåíi ñôåðî¨äàëüíi ôóíêöi¨ Sslmω, ùî ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (2.8) ç

óìîâàìè ðåãóëÿðíîñòi íà ïîëþñàõ, óòâîðþþòü îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó (x = cos θ)∫ 1

−1

dxSslmωS
s
l′m′ω′ = δll′δmm′δ(ω − ω′). (2.10)
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Íåòðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè Sslmω âèçíà÷åíi òiëüêè äëÿ öiëèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ

l,m (l ≥ |s|, |m| ≤ l) [43].

Çíà÷íèé âêëàä ó ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü Òþêîëüñüêîãî çðîáëåíî ×àíäðàñå-

êàðîì [34]. Ïîáóäîâà ðîçâ'ÿçêó âèêîíàíà äëÿ íîðìîâàíèõ íà îäèíèöþ êóòîâèõ

ôóíêöié åêñòðåìàëüíèõ êîìïîíåíò. Çíàõîäæåííÿ êîìïîíåíòè ϕ1 çäiéñíþ¹òüñÿ

÷åðåç ðîçâ'ÿçêè âiäîêðåìëåíèõ ôóíêöié äëÿ åêñòðåìàëüíèõ êîìïîíåíò S±1(θ),

R±1(r). Âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ ó ðiâíÿííi äðóãîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî ϕ1 (ðiâíÿ-

ííÿ Ôåêåðåëà-Àéïñåðà) � íåìîæëèâå [14].

Àíàëiòè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ êóòîâîãî ðiâíÿííÿ äëÿ s > 0 âïåðøå

çäiéñíåíå Ëiâåðîì [44] çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Ôðîáåíióñà. Ðiâíÿííÿ (2.8) ìà¹

äâi ðåãóëÿðíi îñîáëèâi òî÷êè x = ±1 i îäíó íåðåãóëÿðíó íà íåñêií÷åííîñòi.

Êðàéîâi óìîâè âñòàíîâëåíi òàê, ùîá çàáåçïå÷èòè ðåãóëÿðíiñòü ó ðåãóëÿðíèõ

îñîáëèâèõ òî÷êàõ x = ±1. Ëîêàëüíó ïîâåäiíêó öèõ ôóíêöié ìîæíà îòðèìàòè

ó âèãëÿäi Slm(x) ∼ xk, äå k = ±1/2|m + s| â òî÷öi x = 1 i k = ±1/2|m − s|

â òî÷öi x = −1. Òàêèì ÷èíîì, êðàéîâi óìîâè âiäêèäàþòü âiä'¹ìíi åêñïîíåíòè.

Êîëè x ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi, ðiâíÿííÿ ìîæíà iíòåãðóâàòè i êðàéîâà óìîâà

ôiêñó¹òüñÿ àíàëiòè÷íî ÷åðåç äâi iíøi îñîáëèâi òî÷êè. Öå äà¹ Slm(x) ∼ eiaωx.

Òàêèì ÷èíîì, ìåòîä Ôðîáåíióñà äà¹ ïðèðîäíþ ïiäñòàíîâêó � äîáóòîê ðîçâ'ÿçêiâ

â îñîáëèâié òî÷öi íà ðîçêëàä ó ðÿä Òåéëîðà â îêîëi òî÷êè x = −1

Slm = eiaωx (1 + x)
1
2 |m+s| (1− x)

1
2 |m−s|

∞∑
n=0

cn (1 + x)n . (2.11)

Ïiäñòàíîâêà (2.11) ó êóòîâå ðiâíÿííÿ Òþêîëüñüêîãî äà¹ òðè÷ëåííi ðåêóðåíòíi

ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ðÿäóα0c1 + β0c0 = 0;

αncn+1 + βncn + γncn−1 = 0,∀n ∈ N0.
(2.12)

Êîåôiöi¹íòè αn, βn, γn íå çàëåæàòü âiä x (àáî θ), ÿâíi âèðàçè ìîæíà çíàéòè

ó [44]. ßêùî îçíà÷èòè rn = cn+1/cn, äðóãå ñïiââiäíîøåííÿ ìàòèìå âèãëÿä αnrn+

βn + γn/rn−1 = 0 ç ÿêîãî îòðèìó¹ìî

rn−1 =
−γn

βn + αnrn
=

−γn
βn + αn

−γn+1

βn+1+αn+1rn+1

. . . . (2.13)
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Îòðèìó¹ìî íåïåðåðâíèé äðiá, ÿêèé âèðàæà¹ âiäíîøåííÿ rn ÷åðåç âiäíîøåííÿ

rn+1. Âií çáiãà¹òüñÿ rn → 0 ïðè n → ∞ . Êîëè a = 0, ω ïîâíiñòþ çíèêà¹

ç êóòîâîãî ðiâíÿííÿ Òþêîëüñüêîãî, òîìó öå ðiâíÿííÿ ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíå

÷èñåëüíî ç äîâiëüíîþ òî÷íiñòþ, ùî äà¹ äëÿ êîæíîãî ìîìåíòó ÷àñó ôóíêöi¨

Sslm(cos θ) òà êîíñòàíòè âiäîêðåìëåííÿ As
lm. Â iíøîìó âèïàäêó, ÷àñòîòà ω íå

äîçâîëÿ¹ îáiðâàòè ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ, ðàäiàëüíå i êóòîâå ðiâíÿííÿ ïîð-

òiáíî ðîçâ'ÿçóâàòè îäíî÷àñíî. Êâàíòîâàíi ðîçâ'ÿçêè öèõ ðiâíÿíü âèçíà÷àòèìóòü

âëàñòèâó ÷àñòîòó ñèñòåìè.

Ðîçâ'ÿçîê ðàäiàëüíîãî ðiâíÿííÿ áóäó¹òüñÿ ñõîæèì ìåòîäîì [44]. Îñîáëèâè-

ìè òî÷êàìè ðàäiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äëÿ Rlm(r) ¹ êîðåíi ðiâíÿííÿ ∆ = 0, ùî ¹

ðàäiàëüíîþ ïîçèöi¹þ ãîðèçîíòó ïîäié r+, ãîðèçîíòó Êîøi r− òà íåñêií÷åííî-

ñòi r = ∞. Òî÷êà r+ ¹ ðåãóëÿðíîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ i ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêó

â ¨¨ îêîëi ôiêñó¹òüñÿ êðàéîâîþ óìîâîþ âõiäíî¨ õâèëi. Ç iíøîãî áîêó, ó îñî-

áëèâié òî÷öi r = ∞ âñòàíîâëþ¹òüñÿ êðàéîâà óìîâà ÷èñòî âèõiäíî¨ õâèëi, ùî

¹ îçíà÷åííÿì êâàçi-íîðìàëüíî¨ ìîäè. Òàêà êðàéîâà çàäà÷à ïîäiáíà äî çàäà÷i

êâàíòîâîãî îïèñó àòîìà âîäíþ. Â îêîëi òî÷êè r = r+ ðàäiàëüíå ðiâíÿííÿ ií-

òåãðó¹òüñÿ ç îòðèìàííÿì äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ Rlm(r) ∼ riσ+ òà Rlm(r) ∼ r−s−iσ+,

äå σ = (ωr+ − am)/
√

1− 4a2. Óìîâà âèõiäíîãî âèïðîìiíþâàííÿ íà ãîðèçîíòi

çàëèøà¹ ïåðøèé ðîçâ'ÿçîê. Àíàëîãi÷íî íà íåñêií÷åííîñòi âiäêèäà¹òüñÿ âõiäíà

õâèëÿ Rlm(r) = r−1−iωe−iωr òà çàëèøà¹òüñÿ âèõiäíà � Rlm(r) = r−1−2s+iωeiωr.

Ïiñëÿ âðàõóâàííÿ ïîâåäiíêè â îêîëi òî÷êè r = r−, îòðèìó¹ìî ïiäñòàíîâêó Ôðî-

áåíióñà

Rlm(r) = eiωr (r − r−)−1−s+iω+iσ+ (r − r+)−s−iσ+
∞∑
n=0

dn

(
r − r+

r − r−

)n
. (2.14)

Ïiäñòàíîâêà âèðàçó (2.14) ó ðàäiàëüíå ðiâíÿííÿ Òþêîëüñüêîãî äà¹ íàñòóïíi ðå-

êóðåíòíi âiäíîøåííÿα
′
0d1 + β′0d0 = 0;

α′ndn+1 + β′ndn + γ′ndn−1 = 0,∀n ∈ N0.
(2.15)

Êîìïëåêñíi êîåôiöi¹íòè α′n, β
′
n, γ

′
n çíîâó íå çàëåæàòü âiä r, àëå çàëåæàòü âiä a,
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ω òà êîíñòàíòè âiäîêðåìëåííÿ Es
lmω. Äëÿ ïåâíîãî íàáîðó ïàðàìåòðiâ a, m, l, s

÷àñòîòà ω ¹ êîðåíåì ðiâíÿííÿ íåïåðåðâíîãî äðîáó (continued fraction equation)

β′0 −
α′0γ

′
1

β′1 −
α′1γ

′
2

β′2−...

= 0. (2.16)

Ðiâíÿííÿ (2.13) òà (2.16) ¹ äâîìà ðiâíÿííÿìè äëÿ äâîõ íåâiäîìèõ ω òà Es
lmω.

Âîíè ìîæóòü áóòè ðîçâ'ÿçàíi çà äîïîìîãîþ íåëiíiéíèõ àëãîðèòìiâ ïîøóêó êîðå-

íiâ. Çíàéäåíi ðîçâ'ÿçêè çâ'ÿçàíèõ ðåêóðåíòíèõ ñïiââiäíîøåíü ¹ êâàíòîâàíèìè

ìîäàìè ωlmN , äå N ∈ N îáåðòîííå ÷èñëî. Äîâåäåííÿ ëiíiéíî¨ ñòiéêîñòi ÷îð-

íèõ äið Êåððà â òåîði¨ âiäíîñíîñòi ïîëÿãà¹ ó (÷èñåëüíié) ïåðåâiðöi íåðiâíîñòi

Im(ωlmN) < 0 äëÿ âñiõ ìîä.

Âèñîêî÷àñòîòíèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä âëàñíèõ çíà÷åíü òà âëàñíèõ ôóí-

êöié � ñïií-çâàæåíèõ ñôåðî¨äàëüíèõ ãàðìîíiê ïðîâåäåíî ó ðîáîòàõ Êàñàëñà,

Îòåâiëëà, Âîðáóðòîíà [45], [46].

Ó ðîáîòi Ìóõîïàäiÿé [47] ïðîâåäåíî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà ó ïðî-

ñòîði Êåððà ó ÂÊÁ íàáëèæåííi òà îòðèìàíî ïðîñòîðîâî-ïîâíèé àíàëiòè÷íèé

ðîçâ'ÿçîê (spatially complete analytical solution).

Ðiâíÿííÿ Òþêîëüñüêîãî ìîæå áóòè ïåðåòâîðåíå äî ôîðìè âèðîäæåíîãî ðiâ-

íÿííÿ Ãîéíà. Çàãàëüíèé îïèñ âñiõ ïîëiíîìiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ÃÐÒ áóëî âïåðøå

îòðèìàíî â ðîáîòi Ôiçi¹âà [48]. Âîíè ïîäiëÿþòüñÿ íà äâà êëàñè, äëÿ êîæíîãî

ç ÿêèõ âñòàíîâëþþòüñÿ ïîëiíîìiàëüíi óìîâè. Äðóãà ïîëiíîìiàëüíà óìîâà äëÿ

êîæíîãî êëàñó âèçíà÷à¹ äðóãó êîíñòàíòó âiäîêðåìëåííÿ, ÿêà ìîæå áóòè íåïå-

ðåðâíîþ Em = Em(ω), ÷è äèñêðåòíîþ Em = Em(ωN), � äëÿ ïåðøîãî i äðóãîãî

êëàñó âiäïîâiäíî. Òî÷íi ïîëiíîìiàëüíi ôàêòîðèçîâàíi ðîçâ'ÿçêè ïåðøîãî êëà-

ñó âèðîäæåíîãî ðiâíÿííÿ Ãîéíà ðîçãëÿíóòi ó ðîáîòi [49]. Âîíè îïèñóþòü îäíî-

íàïðÿìëåíi õâèëi, àáî ò. çâ. �ïîâíiñòþ òðàíñëÿöiéíi ìîäè� (total transmission

modes).

Ó çàãàëüíîìó ïiäõîäi ìåòîä âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ íå äà¹ çìîãè òî÷íî âèçíà-

÷èòè êîíñòàíòè âiäîêðåìëåííÿ ðàäiàëüíîãî òà êóòîâîãî ðiâíÿíü Òþêîëüñüêîãî

òà ïîòðåáó¹ âèêîðèñòàííÿ àïðîêñèìàöiéíèõ ìåòîäiâ, ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ, àïàðà-

òó ôóíêöié Ãîéíà. Çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ¹ íåîáõiäíèì ÿê äëÿ ïîáó-
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äîâè íîâèõ ìîäåëåé åëåêòðîìàãíiòíîãî âèïðîìiíþâàííÿ, òàê i äëÿ ïîäàëüøîãî

âäîñêîíàëåííÿ iñíóþ÷èõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

2.2. Ìîäåëüíèé âèïàäîê ïîëÿ Ìàêñâåëëà ó ôîðìi îäíîíàïðÿì-

ëåíîãî içîòðîïíîãî ðîçâ'ÿçêó

Îñêiëüêè ñèñòåìà ðiâíÿíü äëÿ îäíîíàïðÿìëåíîãî içîòðîïíîãî ïîëÿ ó ïðîñòîði

òèïó D çà Ïåòðîâèì ðîçïàäà¹òüñÿ íà îêðåìi ðiâíÿííÿ, çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê ó

ïðîñòîði Êåððà iíòåãðóâàííÿì êîæíîãî ðiâíÿííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (1.40) ó

êîîðäèíàòàõ Áîé¹ðà-Ëiíäêâiñòà, äå içîòðîïíîþ òåòðàäîþ ¹ òåòðàäà Êiííåðñëi.

Äëÿ âèõiäíîãî (outgoing) ïîëÿ âîíà ìà¹ âèãëÿä ñèñòåìè ëiíiéíèõ íåîäíîðiäíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî

íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ ϕ2(t, r, θ, φ) r2+a2

∆
∂ϕ2

∂t + ∂ϕ2

∂r + a
∆
∂ϕ2

∂φ + 1
r−ia cos θϕ2 = 0,

ia sin θ∂ϕ2

∂t + ∂ϕ2

∂θ + i
sin θ

∂ϕ2

∂φ +
(
ctgθ + ia sin θ

r−ia cos θ

)
ϕ2 = −

√
2(r + ia cos θ)j2.

(2.17)

Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.17) (−∞ < t <∞, r+ < r <∞, 0 < θ < π, 0 6 φ < 2π)

çíàéäåìî øëÿõîì ïîñëiäîâíîãî iíòåãðóâàííÿ (äèâ. Äîäàòîê À)

ϕ2 =
1

sin θ(r − ia cos θ)

(
F (ψ1, ψ2)−

√
2

∫
j2Σ sin θdθ

)
, (2.18)

äå F (ψ1, ψ2) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ êëàñó C1 iíòåãðàëiâ ψ1, ψ2 ñèñòåìè ðiâíÿíü

(2.17)

ψ1 = t− r −M ln ∆− M2
√
M2−a2 ln

(
r−r+
r−r−

)
+ ia cos θ, (2.19)

ψ2 = φ− a
2
√
M2−a2 ln

(
r−r+
r−r−

)
− i ln

(
1−cos θ

sin θ

)
. (2.20)

Ïåðøèé äîäàíîê ó (2.18) ¹ ðîçâ'ÿçêîì îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè òà îïèñó¹ âiëüíå

ïîëå. Äðóãèé äîäàíîê îïèñó¹ ïîëå, ùî ãåíåðó¹òüñÿ 4-ñòðóìîì. Âií ¹ äiéñíîçíà-

÷íîþ ôóíêöi¹þ, îñêiëüêè i j2 ¹ äiéñíîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ.

4-ñòðóì ïîâèíåí çàäîâîëüíÿòè ðiâíÿííÿ íåïåðåðâíîñòi (òðåò¹ ðiâíÿííÿ ó

(1.48)), ÿêå â êîîðäèíàòíié ôîðìi ìà¹ âèãëÿä
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r2 + a2

∆

∂j2

∂t
+
∂j2

∂r
+
a

∆

∂j2

∂φ
+

2r

Σ
j2 = 0. (2.21)

Ðîçâ'ÿæåìî éîãî. Ïðîâåäåìî çàìiíó ôóíêöi¨ ψ = Σj2. Îòðèìàíå ðiâíÿííÿ ìà¹

òàêèé ñàìèé âèãëÿä, ÿê i ðàäiàëüíå ðiâíÿííÿ ó ñèñòåìi (2.17) (ïåðøå ðiâíÿííÿ)

ïiñëÿ ïðîâåäåííÿ çàìiíè ôóíêöi¨ ψ = (r − ia cos θ)ϕ2. Éîãî ÿâíèé ðîçâ'ÿçîê

îòðèìó¹òüñÿ àíàëîãi÷íî äî ðîçâ'ÿçêó ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (2.17) (äèâ.

äîäàòîê À), òà ìà¹ âèãëÿä

j2 =
1

Σ
Φ̃ (ξ1, θ, ξ3), (2.22)

Φ̃ (ξ1, θ, ξ3) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ êëàñó C1,

ξ1 = t− r −M ln ∆− M 2

√
M 2 − a2

ln

(
r − r+

r − r−

)
, (2.23)

ξ3 = φ− a

2
√
M 2 − a2

ln

(
r − r+

r − r−

)
(2.24)

� iíòåãðàëè ðiâíÿííÿ (2.21).

Âðàõîâóþ÷è (2.22), ðîçâ'ÿçîê äëÿ êîìïîíåíòè ñïiíîðà Ìàêñâåëëà ϕ2 �

ϕ2 =
1

sin θ(r − ia cos θ)

(
F (ψ1, ψ2)−

√
2

∫
Φ̃ (ξ1, θ, ξ3) sin θdθ

)
. (2.25)

Äëÿ äiéñíîãî 4-ñòðóìó, íåîáõiäíî, ùîá êîìïîíåíòà j2 4-ñòðóìó çàäîâîëüíÿëà

ðiâíÿííÿ

a sin θ

∫
∂j2

∂t
Σ sin θdθ +

1

sin θ

∫
∂j2

∂φ
Σ sin θdθ = 0, (2.26)

ÿêå îòðèìó¹òüñÿ ç òðåòüîãî ðiâíÿííÿì ñèñòåìè (1.48), çàïèñàíîãî ó êîîðäèíàòàõ

Áîé¹ðà-Ëiíäêâiñòà, ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ó íüîãî (2.18).

Ïiäñòàâèìî âèðàç (2.22) â îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ òà îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ âiäíîñíî

äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ Φ̃ (ξ1, θ, ξ3)

a sin2 θ

∫
Φ̃ξ1 (ξ1, θ, ξ3) sin θdθ +

∫
Φ̃ξ3 (ξ1, θ, ξ3) sin θdθ = 0. (2.27)

Äëÿ äiéñíîãî ñòðóìó òàêîæ ìà¹ âèêîíóâàòèñü

Φ̃ (ξ1, θ, ξ3) = Φ̃ (ξ1, θ, ξ3), (2.28)

ùî âèïëèâà¹ ç äiéñíîñòi êîìïîíåíòè j2 (äèâ. (2.22)).



54

Òåíçîð Ìàêñâåëëà ó âèïàäêó âèõiäíîãî ÎIÏ Fab = 2ϕ2l[amb]+2ϕ̄2l[am̄b] òà òåí-

çîð åíåðãi¨-iìïóëüñó Tab = 1
2π |ϕ2|2lalb îá÷èñëåíi çà äîïîìîãîþ ïàêåòó GRTensorIII

(äèâ. Äîäàòîê Â):

Fab =
√

2


0 Ftr Ftθ Ftφ

−Ftr 0 Frθ Frφ

−Ftθ −Frθ 0 Fθφ

−Ftφ −Frφ −Fθφ 0

 , (2.29)

Ftr = − a
∆
F (ψ1,ψ2)−F̄ (ψ1,ψ2)

2i , Frθ = Σ
sin θ∆

(
F (ψ1,ψ2)+F̄ (ψ1,ψ2)

2 −
√

2
∫
j2Σ sin θdθ

)
, Ftθ =

− 1
sin θ

(
F (ψ1,ψ2)+F̄ (ψ1,ψ2)

2 −
√

2
∫
j2Σ sin θdθ

)
, Frφ = −r2+a2

∆
F (ψ1,ψ2)−F̄ (ψ1,ψ2)

2i , Ftφ =

F (ψ1,ψ2)−F̄ (ψ1,ψ2)
2i , Fθφ = −a sin θ

(
F (ψ1,ψ2)+F̄ (ψ1,ψ2)

2 −
√

2
∫
j2Σ sin θdθ

)
;

Tab =
1

2π


|ϕ2|2 −Σ

∆ |ϕ2|2 0 −a sin2 θ|ϕ2|2

−Σ
∆ |ϕ2|2 Σ2

∆2 |ϕ2|2 0 a sin2 θΣ
∆ |ϕ2|2

0 0 0 0

−a sin2 θ|ϕ2|2 a sin2 θΣ
∆|ϕ2|2 0 a2 sin4 θ|ϕ2|2

 , (2.30)

|ϕ2|2 = 1
sin2 θΣ

(
|F (ψ1, ψ2) |2 −

√
2
(
F (ψ1, ψ2) + F̄ (ψ1, ψ2)

) ∫
j2Σ sin θdθ+

+2
(∫

j2Σ sin θdθ
)2
)
. (2.31)

Êîìïîíåíòà äiéñíîãî 4-ñòðóìó j2 âõîäèòü ëèøå â êîìïîíåíòè Frθ, Ftθ, Fθφ.

Çàïèøåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü äëÿ âõiäíîãî ÎIÏ (1.46) ó êîîðäèíàòàõ Áîé¹ðà-

Ëiíäêâiñòà. Âîíà òàêîæ ¹ ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ íåîäíîðiäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨

ϕ0(t, r, θ, φ) r2+a2

∆
∂ϕ0

∂t −
∂ϕ0

∂r + a
∆
∂ϕ0

∂φ +
(

1
r−ia cos θ − 2r−M∆

)
ϕ0 = 0,

ia sin θ∂ϕ0

∂t −
∂ϕ0

∂θ + i
sin θ

∂ϕ0

∂φ −
(
ctgθ − ia sin θ

r−ia cos θ

)
ϕ0 = −

√
2(r − ia cos θ)j0.

(2.32)

Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.32) çíàéäåìî ïîäiáíî äî âèïàäêó âèõiäíîãî ÎIÏ (−∞ <

t <∞, r+ < r <∞, 0 < θ < π, 0 6 φ < 2π) (äèâ. äîäàòîê À)

ϕ0 =
r − ia cos θ

sin θ∆

(
G (ψ3, ψ4) +

√
2∆

∫
j0 sin θdθ

)
, (2.33)
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äå G(ψ3, ψ4) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ êëàñó C1, ψ3, ψ4 � iíòåãðàëè ðiâíÿíü ñèñòåìè

(2.32)

ψ3 = t+ r +M ln ∆ + M2
√
M2−a2 ln

(
r−r+
r−r−

)
− ia cos θ, (2.34)

ψ4 = φ+ a
2
√
M2−a2 ln

(
r−r+
r−r−

)
+ i ln

(
1−cos θ

sin θ

)
. (2.35)

Ðiâíÿííÿ íåïåðåðâíîñòi äëÿ ôóíêöi¨ j0 (òðåò¹ ðiâíÿííÿ ó (1.49)) â êîîðäèíà-

òíié ôîðìi ìà¹ âèãëÿä

r2 + a2

∆

∂j0

∂t
− ∂j0

∂r
+
a

∆

∂j0

∂φ
− 2(r −M)

∆
j0 = 0. (2.36)

Éîãî ðîçâ'ÿçîê

j0 =
1

∆
Φ̃ (µ1, θ, µ3). (2.37)

Φ̃ (µ1, θ, µ3) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ êëàñó C1,

µ1 = t+ r +M ln ∆ +
M 2

√
M 2 − a2

ln

(
r − r+

r − r−

)
, (2.38)

µ3 = φ+
a

2
√
M 2 − a2

ln

(
r − r+

r − r−

)
(2.39)

� iíòåãðàëè ðiâíÿííÿ (2.36).

Âðàõîâóþ÷è (2.37), îòðèìó¹ìî ðîçâ'ÿçîê äëÿ êîìïîíåíòè ñïiíîðà Ìàêñâåëëà

ϕ0

ϕ0 =
r − ia cos θ

sin θ∆

(
G (ψ3, ψ4) +

√
2

∫
Φ̃ (µ1, θ, µ3) sin θdθ

)
. (2.40)

Ó âèïàäêó äiéñíîãî 4-ñòðóìó íåîáõiäíî, ùîá êîìïîíåíòà j0 4-ñòðóìó çàäî-

âîëüíÿëà ðiâíÿííÿ

a sin θ

∫
∂j0

∂t
sin θdθ +

1

sin θ

∫
∂j0

∂φ
sin θdθ = 0, (2.41)

ÿêå îòðèìó¹òüñÿ ç òðåòüîãî ðiâíÿííÿì ñèñòåìè (1.49), çàïèñàíîãî ó êîîðäèíàòàõ

Áîé¹ðà-Ëiíäêâiñòà, ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ó íüîãî (2.33).

Ïiäñòàâèìî âèðàç (2.37) â îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ òà îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ äî-

âiëüíî¨ ôóíêöi¨ Φ̃ (η3, θ, ξ4)

a sin2θ

∫
Φ̃µ1

(µ1, θ, µ3) sin θdθ +

∫
Φ̃µ3

(µ1, θ, µ3) sin θdθ = 0. (2.42)
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Ó âèïàäêó äiéñíîãî ñòðóìó ìà¹ âèêîíóâàòèñü

Φ̃ (µ1, θ, µ3) = Φ̃ (µ1, θ, µ3), (2.43)

ùî âèïëèâà¹ ç âèðàçó (2.37).

Ó âèïàäêó âõiäíîãî ÎIÏ òåíçîð Ìàêñâåëëà òà òåíçîð åíåðãi¨-iìïóëüñó åëå-

êòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ îá÷èñëþ¹ìî çà ôîðìóëàìè Fab = 2ϕ0m̄[anb] + 2ϕ̄0m[anb] òà

Tab = 1
2π

(
|ϕ0|2nanb

)
:

Fab =

√
2

2


0 Ftr Ftθ Ftφ

−Ftr 0 Frθ Frφ

−Ftθ −Frθ 0 Fθφ

−Ftφ −Frφ −Fθφ 0

 , (2.44)

Ftr = a
∆
G(ψ3,ψ4)−Ḡ(ψ3,ψ4)

2i , Frθ = Σ
sin θ∆

G(ψ3,ψ4)+Ḡ(ψ3,ψ4)
2 +

√
2∆
∫
j0 sin θdθ, Ftθ =

1
sin θ

G(ψ3,ψ4)+Ḡ(ψ3,ψ4)
2 +

√
2∆
∫
j0 sin θdθ, Frφ = r2+a2

∆
G(ψ3,ψ4)−Ḡ(ψ3,ψ4)

2i , Ftφ = G(ψ3,ψ4)−Ḡ(ψ3,ψ4)
2i ,

Fθφ = a sin θG(ψ3,ψ4)+Ḡ(ψ3,ψ4)
2 +

√
2∆
∫
j0 sin θdθ;

Tab =
1

2π

1

4

∆2

Σ2


|ϕ0|2 Σ

∆ |ϕ0|2 0 −a sin2 θ|ϕ0|2
Σ
∆ |ϕ0|2 Σ2

∆2 |ϕ0|2 0 −a sin2 θΣ
∆|ϕ0|2

0 0 0 0

−a sin2 θ|ϕ0|2 −a sin2 θΣ
∆|ϕ0|2 0 a2 sin4 θ|ϕ0|2

 , (2.45)

|ϕ0|2 = Σ
sin2 θ∆2

(
|G (ψ3, ψ4) |2 +

√
2
(
G (ψ3, ψ4) + Ḡ (ψ3, ψ4)

) ∫
j0 sin θdθ+

+2
(∫

j0 sin θdθ
)2
)
. (2.46)

Àíàëîãi÷íî äî âèïàäêó âèõiäíîãî ÎIÏ, êîìïîíåíòà äiéñíîãî 4-ñòðóìó j0 âõî-

äèòü ëèøå â êîìïîíåíòè Frθ, Ftθ, Fθφ.

Îñîáëèâiñòü íà ïiâîñi θ = 0 ÿê ó ðîçâ'ÿçêó Êåððà, òàê i ó ðîçâ'ÿçêàõ (2.25),

(2.40) íà ôîíi ïðîñòîðó Êåððà ¹ íàñëiäêîì âèêîðèñòàííÿ ñèñòåìè êîîðäèíàò

Áîé¹ðà-Ëiíäêâiñòà, ÿêà óçàãàëüíþ¹ íà ïðîñòið Êåððà ñôåðè÷íó ñèñòåìó êîîð-

äèíàò ç ¨¨ îñîáëèâiñòþ íà ïiâîñi θ = 0 � äåòåðìiíàíò ìåòðè÷íîãî òåíçîðà îáåð-
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òà¹òüñÿ íà íié â íóëü. Iíâàðiàíòè åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ òà ïðîñòîðó Êåððà íå

ìàþòü îñîáëèâîñòåé íà îñi.

Ïðî êîîðäèíàòíèé õàðàêòåð îñîáëèâîñòåé íà îñi, çàçíà÷åíî, çîêðåìà, ó ðîáî-

òàõ Êàðòåðà [50], �çåðñüêîãî i Ñìîëêè [51], Áðåíàíà, �ðàëi, Äæåéêîáñîíà [37] òà

ií. Ðîçâ'ÿçêè ðîçãëÿäàþòüñÿ â îáëàñòi, äå îñîáëèâîñòi âiäñóòíi � 0 < θ < π. Ïðè

çàñòîñóâàííi îá÷èñëþâàëüíèõ ìåòîäiâ, äîñòàòíÿ òî÷íiñòü îá÷èñëåíü ó áëèçüêèõ

äî îñi òî÷êàõ îá ðóíòîâó¹òüñÿ ïîäiáíèìè ìiðêóâàííÿìè � (10−6 − 10−9) < θ <

π − (10−6 − 10−6) [52].

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè âêëþ÷àþòü âèïàäîê ïðîñòîðó Øâàðöøèëüäà ïðè a = 0

ó ðîçâ'ÿçêàõ (2.18), (2.33). Îäèí ç äîäàíêiâ iíòåãðàëó ñèñòåìè ðiâíÿíü ψ1 (2.19)

ó ïðîñòîði Øâàðöøèëüäà

ψSchw1 = t− r − 2M ln(r − 2M) (2.47)

¹ àíàëîãîì ëîãàðèôìi÷íî¨ ôàçè êóëîíiâñüêîãî ïîòåíöiàëó (äèâ. (4.2.6) ó [53]).

Îòðèìàíèé íàìè âèðàç ôàçè óçàãàëüíþ¹ âèðàç äëÿ ôàçè ó ïðîñòîði Øâàð-

öøèëüäà íà âèïàäîê ïðîñòîðó Êåððà.

Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà ó âèïàäêó àëãåáðà¨÷íî-ñïåöiàëüíîãî ïîëÿ ó

ïëîñêîìó ïðîñòîði ó ñôåðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò ðîçãëÿíóòi ó ðîáîòi Òîððå-

ñà [54]. Òðiøèíèì [55] îòðèìàíî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ ïîëÿ Ìàêñâåëëà ó

ïðîñòîði Ìiíêîâñüêîãî ó içîòðîïíèõ êîîðäèíàòàõ. Ðîçâ'ÿçîê Òîððåñà ¹ ÷àñòèí-

íèì âèïàäêîì ðîçâ'ÿçêó (2.18) ïðèM → 0 i a→ 0, à ðîçâ'ÿçîê Òðiøèíà ¹ òàêèì

ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò.

Çà äîïîìîãîþ ïiäõîäó, â îñíîâi ÿêîãî ëåæèòü âèêîðèñòàííÿ êîíôîðìíîãî

òåíçîðà ßíî-Êiëiíãà òà éîãî ñèìåòðié, �çåðñüêèì òà Ñìîëêîþ ó ñòàòòi [51] ïðåä-

ñòàâëåíi ðîçâ'ÿçêè ó òåòðàäi Êàðòåðà, ÿêi ¹ àíàëîãi÷íèìè äî ðîçâ'ÿçêiâ (2.18),

(2.33) áåç 4-ñòðóìó.

Ó ðîáîòi Áðåíàíà, Ãðàëëi, Äæåéêîáñîíà [37] ðîçãëÿíóòî ðiâíÿííÿ �áåçñèëîâî¨

åëåêòðîäèíàìiêè� (force-free electrodynamics), ïðåäñòàâëåíî ðîçâ'ÿçêè ó ïðîñòî-

ði Øâàðöøèëüäà. Âiäìiííiñòþ áåçñèëîâî¨ åëåêòðîäèíàìiêè âiä åëåêòðîäèíàìi-

êè îäíîíàïðÿìëåíèõ içîòðîïíèõ ïîëiâ ¹ ïðèñóòíiñòü êîìïîíåíòè ϕ1, ïðè öüîìó
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âèêîíó¹òüñÿ �óìîâà áåçñèëîâîñòi� (force-free condition)

Fabj
a = 0. (2.48)

Ó âèïàäêó îäíîíàïðÿìëåíèõ içîòðîïíèõ ïîëiâ óìîâà áåçñèëîâîñòi âèêîíó¹-

òüñÿ òàêîæ. Äëÿ âèõiäíîãî ÎIÏ ìà¹ìî Fabja = (ϕ2(lamb − lbma) + ϕ̄2(lam̄b −

lbm̄a))j2l
a = 0. Äëÿ âõiäíîãî ÎIÏ àíàëîãi÷íî.

Áðåíàí, Ãðàëëÿ, Äæåéêîáñîí ðîçãëÿíóëè âèïàäîê âõiäíîãî ÎIÏ ó ïðîñòî-

ði Êåððà, ùî ñïiâïàäà¹ ç ðiâíÿííÿìè (1.46), (2.32). Àâòîðàìè ïðåäñòàâëåíî

ñïîñiá ðîçâ'ÿçàííÿ âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü â òåðìiíàõ äîâiëüíî¨ äiéñíî¨ ôóíêöi¨

fR(ν, θ, ψ) òà äåÿêèé ÷àñòêîâèé ðåãóëÿðíèé ðîçâ'ÿçîê. Ñïîñiá ðîçâ'ÿçàííÿ âiä-

ìiííèé âiä ïðåäñòàâëåíîãî íàìè. Âií ïîëÿãà¹ ó âiäíàõîäæåííþ ñïî÷àòêó êîì-

ïîíåíòè ïîëÿ Ìàêñâåëëà fR(t, r, θ, φ), i äàëi âèçíà÷åííÿ êîìïîíåíòè ïîëÿ Ìà-

êñâåëëà f I(t, r, θ, φ) òà êîìïîíåíòè 4-ñòðóìó J0. Äîâiëüíà ôóíêöiÿ fR(ν, θ, ψ),

÷åðåç ÿêó âèðàæà¹òüñÿ âåñü ðîçâ'ÿçîê äëÿ ïîëÿ (i äëÿ ñòðóìó), íå ìiñòèòü iíòå-

ãðàëiâ, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ç îäíîðiäíîãî êóòîâîãî ðiâíÿííÿ (äðóãå ðiâíÿííÿ ñè-

ñòåìè (2.32), j0 = 0), òîáòî àâòîðàìè íå âðàõîâàíî âiëüíå ïîëå � G(ψ3, ψ4) = 0.

Ôóíêöiÿ fR(ν, θ, ψ) ìà¹ äîâiëüíó çàëåæíiñòü âiä θ, òîìó ìîæëèâèé ðåãóëÿðíèé

âiäíîñíî θ ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé îòðèìó¹òüñÿ âèáîðîì âiäïîâiäíî¨ ôóíêöi¨ âiä θ.

Âèñíîâêè äî ïiäðîçäiëó

Çàãàëüíi ðîçâ'ÿçêè (2.18), (2.33), ùî îïèñóþòü îäíîíàïðÿìëåíi içîòðîïíi ïî-

ëÿ, îòðèìàíi â àíàëiòè÷íîìó âèãëÿäi øëÿõîì ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü â ÷àñòèí-

íèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Êîæåí ç öèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäîâîëüíÿ¹ âiäïî-

âiäíi ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó � ÃÐÒ (2.5) òà òîòîæíîñòi

Òþêîëüñüêîãî-Ñòàðîáiíñüêîãî. Ðiâíÿííÿ Ôåêåðåëà-Àéïñåðà âiäñóòí¹ (ϕ1 = 0).

Ðîçâ'ÿçêè ñêëàäàþòüñÿ ç ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ, ÿêèé ¹ äîâiëüíîþ

ôóíêöi¹þ âiä êîìïëåêñíèõ iíòåãðàëiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ

ïîõiäíèõ, òà ðîçâ'ÿçêó âèçíà÷åíîãî 4-ñòðóìîì ç äiéñíèìè iíòåãðàëàìè. Çà äî-

ïîìîãîþ ïàêåòó GRTensorIII îá÷èñëåíî òåíçîðè Ìàêñâåëëà òà òåíçîðè åíåðãi¨

iìïóëüñó äëÿ âèõiäíîãî òà âõiäíîãî ÎIÏ.
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2.3. Âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ òà äîäàòêîâi óìîâè íà ðîçâ'ÿçîê

Ðîçâ'ÿçêè (2.18), (2.33) âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç äîâiëüíó äèôåðåíöiéîâàíó ôóí-

êöiþ. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíåìî ôàêòîðèçîâàíi ðîçâ'ÿçêè äëÿ îäíîíàïðÿì-

ëåíèõ içîòðîïíèõ ïîëiâ Ìàêñâåëëà. Ïiäõiä ¹ ïîäiáíèé äî çàãàëüíîïðèéíÿòîãî,

ïðîòå, ó çàñòîñóâàííi äî ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ïðèñóòíi äåÿêi âiäìiííîñòi.

Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíó ñèñòåìó ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà (2.17) òà ïðîâåäåìî çàìiíó

ôóíêöi¨

ψ = ϕ2 (r − ia cos θ) sin θ. (2.49)

Îòðèìó¹ìî òàêó ñèñòåìó ðiâíÿíü: r2+a2

∆
∂ψ
∂t + ∂ψ

∂r + a
∆
∂ψ
∂φ = 0,

ia sin θ∂ψ∂t + ∂ψ
∂θ + i

sin θ
∂ψ
∂φ = 0.

(2.50)

Øóêàòèìåìî ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ó âèãëÿäi

ψ(t, r, θ, φ) = T (t)R(r)S(θ)Φ(φ). (2.51)

Ïðè ïiäñòàíîâöi (2.51) â ñèñòåìó ðiâíÿíü (2.50) îòðèìó¹ìî ñèñòåìó çâè÷àéíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

T ′(t)− λT (t) = 0,

Φ′(φ)− νΦ(φ) = 0,

R′(r) +
(
λ(r2+a2)

∆ + νa
∆

)
R(r) = 0,

S ′(θ) +
(
iaλ sin θ + ν i

sin θ

)
S(θ) = 0;

(2.52)

äå λ, ν � êîìïëåêñíi êîíñòàíòè âiäîêðåìëåííÿ.

×àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè ñèñòåìè (2.17) ìà¹ âèãëÿä

ϕ2 = Cλν
eλη1+νη2+iaλ cos θ−iν ln( 1−cos θ

sin θ )

sin θ(r − ia cos θ)
, (2.53)

äå Cλν � êîìïëåêñíà ñòàëà,

η1 = t− r −M ln ∆− M2
√
M2−a2 ln

(
r−r+
r−r−

)
, (2.54)

η2 = φ − a
2
√
M2−a2 ln

(
r−r+
r−r−

)
. (2.55)
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Ïîðiâíþþ÷è çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òà ðîçâ'ÿçîê ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè, ðî-

áèìî âèñíîâîê, ùî ïðè çàñòîñóâàííi âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ äîâiëüíà ôóíêöiÿ

F (ψ1, ψ2) ñòà¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ âèãëÿäó F (ψ1, ψ2) = λψ1 + νψ2.

Äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñîâîþ çìiííîþ (ðiâíÿííÿ âiäíîñíî ôóíêöi¨ T (t)) òà ç àçè-

ìóòàëüíîþ çìiííîþ (ðiâíÿííÿ âiäíîñíî ôóíêöi¨ Φ(φ)) ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíi

óìîâè íà ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ T (t) ìà¹ áóòè îáìåæåíà äëÿ âñiõ t �

|T (t)| < H, ∀t, (2.56)

äå H äåÿêà ñòàëà, òà ôóíêöiÿ Φ(φ) ìà¹ áóòè 2π-ïåðiîäè÷íîþ �

Φ(φ) = Φ(φ+ 2π). (2.57)

Öi äâi óìîâè âèçíà÷àþòü êîíñòàíòè âiäîêðåìëåííÿ λ òà ν íàñòóïíèì ÷èíîì:

λ = iω òà ν = im, ω ∈ R, m ∈ Z.

Ðàäiàëüíå ðiâíÿííÿ (ðiâíÿííÿ âiäíîñíî R(r)) íà ïðîìiæêó r+ < r < ∞ ìà¹

ðîçâ'ÿçîê

R(r) = C1e
−iωr∗, (2.58)

äå C1 � êîìïëåêñíà ñòàëà,

r∗ = r +M ln ∆ + M2
√
M2−a2 ln

(
r−r+
r−r−

)
+ ma

2ω
√
M2−a2 ln

(
r−r+
r−r−

)
. (2.59)

Äîñëiäèìî ïîâåäiíêó ôóíêöi¨ R(r). �¨ êðèòè÷íèìè òî÷êàìè ¹ r−, r+ òà rcr.1,2 =

±
√
−am/ω − a2. Â öèõ òî÷êàõ çìiíþ¹òüñÿ çðîñòàþ÷èé/ñïàäíèé õàðàêòåð ôóí-

êöi¨ r∗, ùî îçíà÷à¹, ùî çìiíþ¹òüñÿ âèõiäíèé/âõiäíèé õàðàêòåð õâèëi. Íà íå-

ñêií÷åííîñòi ïðè r → ∞ ôóíêöiÿ r∗(r) ¹ çðîñòàþ÷îþ, ùî îçíà÷à¹, ùî õâèëÿ ¹

âèõiäíîþ.

Êðèòè÷íi òî÷êè rcr.1,2 iñíóþòü ëèøå ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ åëå-

êòðîìàãíiòíîãî òà ãðàâiòàöiéíîãî ïîëiâ, à ñàìå � ïðè âèêîíàííi óìîâè

−m > aω. Ç òîãî, ùî a � äîäàòíå, âèïëèâà¹, ùî m òà ω ìàþòü áóòè ðiçíèõ

çíàêiâ. ßêùî óìîâà iñíóâàííÿ êðèòè÷íî¨ òî÷êè rcr.1 âèêîíó¹òüñÿ, òî ìîæëèâi

íàñòóïíi âàðiàíòè ¨¨ ðîçìiùåííÿ âiäíîñíî ãîðèçîíòiâ: âîíà ìîæå ëåæàòè ïiä ãî-

ðèçîíòîì Êîøi (0 < rcr.1 < r−), ìiæ ãîðèçîíòàìè (r− < rcr.1 < r+) òà ïîçà
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ãîðèçîíòîì ïîäié (rcr.1 > r+). Â êîæíîìó âèïàäêó ïðîìiæîê ìîíîòîííîñòi ôóí-

êöi¨ r∗(r) ðîçáèâà¹òüñÿ íà iíòåðâàëè, íà ÿêèõ âõiäíèé/âèõiäíèé õàðàêòåð õâèëi

¹ ðiçíèì.

Íàïðèêëàä, ïðè âèêîíàííi óìîâè rcr.1 > r+ îòðèìó¹ìî õâèëþ, ÿêà ¹ âõiäíîþ

íà ïðîìiæêó r+ < r < rcr.1, ñòîÿ÷îþ íà ïîâåðõíi r = rcr.1, òà âèõiäíîþ íà

ïðîìiæêó r > rcr.1. Óìîâà ñóïåðâèïðîìiíþâàííÿ mω+/ω > 1, âñòàíîâëåíà Òþ-

êîëüñüêèì [10] òà Ñòàðîáiíñüêèì i ×óðiëîâèì [19], ¹ åêâiâàëåíòíîþ äî óìîâè

iñíóâàííÿ êðèòè÷íî¨ òî÷êè rcr.1 ïîçà ãîðèçîíòîì: rcr.1 > r+. Íà ðèñóíêó 2.1 çî-

áðàæåíà ôóíêöiÿ Re(R(r)), ïðè çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ C = 1, a = 0.8, M = 1,

m = 6, ω = −1, ïðè ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà rcr.1 > r+. Ïðè r′∗(r) · r > 0 õâèëÿ,

ùî îïèñó¹òüñÿ ìíîæíèêîì eiω(t−r∗) ¹ âèõiäíîþ, à ïðè r′∗(r) · r < 0 � âõiäíîþ.

1
2
3
4

r
K8 K6 K4 K2 0 2 4 6 8

K6

K4

K2

2

4

6

Ðèñ. 2.1. Ãðàôiê äiéñíî¨ ÷àñòèíè ôóíêöi¨ R(r) ç C = 1, a = 0.8, M = 1, m = 6, ω = −1
(rcr.1 > r+). 1 � Re(R(r)); 2 � r∗(r); 3 � êðèòè÷íi òî÷êè rcr.1, rcr.2; 4 � ãîðèçîíò ïîäié òà
ãîðèçîíò Êîøi r+, r−.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê êóòîâîãî ðiâíÿííÿ (ðiâíÿííÿ âiäíîñíî S(θ)) ñèñòåìè

(2.52) (0 < θ < π) ìà¹ âèãëÿä

S(θ) = C2

(
1− cos θ

sin θ

)m
e−aω cos θ, (2.60)

C2 ∈ C. Îòðèìàííÿ ðåãóëÿðíîãî ó òî÷êàõ θ = 0 òà θ = π ðîçâ'ÿçêó S(θ) ¹

ìîæëèâèì ëèøå ïðè ïðèm = 0. Äëÿm = −1,−2, . . . S(θ) ìà¹ îñîáëèâiñòü ëèøå

ó òî÷öi θ = 0, à äëÿm = 1, 2, . . . � ëèøå ó òî÷öi θ = π. Çàïèñóþ÷è ðîçâ'ÿçîê äëÿ

ϕ2 çà äîïîìîãîþ (2.49), (2.51), îòðèìó¹ìî, ùî âií ìiñòèòèìå îñîáëèâîñòi ëèøå ó

òî÷öi θ = 0 äëÿ m = 0,−1,−2, . . ., òà ëèøå ó òî÷öi θ = π � äëÿ m = 0, 1, 2, . . ..

Ïîðÿäîê îñîáëèâîñòi äëÿ ðiçíèõ m âiäîáðàæåíî â òàáëèöi 2.1.
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m −i −2 −1 0 1 2 i

θ = 0 i+ 1 3 2 1 − − −
θ = π − − − 1 2 3 i+ 1

Òàáëèöÿ 2.1. Ïîðÿäîê îñîáëèâîñòåé ϕ2 ó òî÷êàõ θ = 0 i θ = π äëÿ âiäïîâiäíèõ çíà÷åíü m,
i ∈ N.

Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ'ÿçîê ϕ2 ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè íà ïðîìiæêó

0 < θ < π, r > r+, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (2.56) òà (2.57), ìà¹ âèãëÿä [5, 8]

ϕ2 = Cm(ω)
eiωη1+imη2−aω cos θ

sin θ(r − ia cos θ)

(
1− cos θ

sin θ

)m
. (2.61)

Äîâiëüíà êîíñòàíòà Cm(ω) ìîæå áóòè âèáðàíà äëÿ êîæíî¨ ìîíîõðîìàòè÷íî¨

õâèëi ç ÷àñòîòîþ ω òà àçèìóòàëüíèì ÷èñëîì m. Äiéñíó òà óÿâíó ÷àñòèíó Cm(ω)

ïîçíà÷èìî c1 òà c2, äëÿ çðó÷íîñòi îïóñòèâøè iíäåêñ òà çàëåæíiñòü âiä ω: Cm(ω) =

c1 + ic2.

Òåíçîð Ìàêñâåëëà Fab = 2ϕ2l[amb] +2ϕ̄2l[am̄b], ùî âiäïîâiäà¹ ðîçâ'ÿçêó (2.61),

îá÷èñëþ¹ìî çà äîïîìîãîþ ïàêåòó GRTensorIII [56] òà îòðèìó¹ìî:

Fab =
√

2


0 − a

∆P − 1
sin θQ P

a
∆P 0 Σ

sin θ∆Q −r2+a2

∆ P

1
sin θQ − Σ

sin θ∆Q 0 −a sin θQ

−P r2+a2

∆ P a sin θQ 0

 , (2.62)

äå P = (c1 sin(ωη1 +mη2) + c2 cos(ωη1 +mη2)) e
−aω cos θ

(
1−cos θ

sin θ

)m
,

Q = (c1 cos(ωη1 +mη2)− c2 sin(ωη1 +mη2)) e
−aω cos θ

(
1−cos θ

sin θ

)m
.

Óìîâà ÎIÏ (1.44) ó êîîðäèíàòíié ôîðìi ìà¹ âèãëÿä
(r2 + a2)Ftr − aFrφ = 0,

a sin2 θFtθ − Fθφ = 0,

ΣFtθ + ∆Frθ = 0,

Ftr + a
∆Ftφ = 0.

(2.63)

Öå äåìîíñòðó¹, ùî ¨¨ îòðèìàííÿ ó ïiäõîäi ÷åðåç òåíçîðíi âåëè÷èíè ¹ ñêëàäíèì,

à øëÿõ � íåâiäîìèì.

Îá÷èñëèìî òåíçîð åíåðãi¨-iìïóëüñó Tab = 1/2π|ϕ2|2lalb, ùî âiäïîâiäà¹ ðîçâ'ÿçêó

(2.61):
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Tab = |ϕ2|2
2π


1 −Σ

∆ 0 −a sin2 θ

−Σ
∆

Σ2

∆2 0 a sin2 θΣ
∆

0 0 0 0

−a sin2 θ a sin2 θΣ
∆ 0 a2 sin4 θ

 , (2.64)

|ϕ2|2 =
|Cm(ω)|2e−2aω cos θ

sin2 θΣ

(
1− cos θ

sin θ

)2m

. (2.65)

Ðîçâ'ÿçîê ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè ó âèïàäêó âõiäíîãî ÎIÏ ϕAB = ϕ0ιAιB

íà ïðîìiæêó 0 < θ < π, r > r+ ìà¹ âèãëÿä

ϕ0 = Dλν
2(r − ia cos θ)eλη3+νη4−iaλ cos θ+iν ln( 1−cos θ

sin θ )

sin θ∆
, (2.66)

äå

η3 = t+ r +M ln ∆ + M2
√
M2−a2 ln

(
r−r+
r−r−

)
, (2.67)

η4 = φ+ a
2
√
M2−a2 ln

(
r−r+
r−r−

)
. (2.68)

Ïðè íàêëàäàííi óìîâ îáìåæåíîñòi ϕ0 çà ÷àñîâîþ çìiííîþ òà 2π-ïåðiîäè÷íîñòi

çà àçèìóòàëüíèì êóòîì ðîçâ'ÿçîê (2.66) áóäå ìàòè âèãëÿä

ϕ0 = Dm(ω)
2eiωη3+imη4+aω cos θ

sin θ∆(r − ia cos θ)−1

(
1− cos θ

sin θ

)−m
, (2.69)

Dm(ω) = d1 + id2.

Òåíçîð Ìàêñâåëëà äëÿ âõiäíîãî ÎIÏ îá÷èñëèìî çà ôîðìóëîþ Fab = 2ϕ0m̄[anb]+

2ϕ̄0m[anb]:

Fab =
√

2


0 a

∆U
1

sin θV U

− a
∆U 0 Σ

sin θ∆V
r2+a2

∆ U

− 1
sin θV − Σ

sin θ∆V 0 a sin θV

−U −r2+a2

∆ U −a sin θV 0

 , (2.70)

äå U = (d1 sin(ωη3 +mη4) + d2 cos(ωη3 +mη4)) e
aω cos θ

(
1−cos θ

sin θ

)−m
,

V = (d1 cos(ωη3 +mη4)− d2 sin(ωη3 +mη4)) e
aω cos θ

(
1−cos θ

sin θ

)−m
,

Dm(ω) = d1 + id2.
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Óìîâà ÎIÏ (1.45) ó êîîðäèíàòíié ôîðìi ìà¹ âèãëÿä


(r2 + a2)Ftr − aFrφ = 0,

a sin2 θFtθ − Fθφ = 0,

ΣFtθ −∆Frθ = 0,

Ftr − a
∆Ftφ = 0.

(2.71)

Òåíçîð åíåðãi¨-iìïóëüñó âõiäíîãî ÎIÏ Tab = 1/2π|ϕ0|2nanb äëÿ ðîçâ'ÿçêó

(2.69) ìà¹ âèãëÿä:

Tab = |ϕ0|2∆2

8πΣ2


1 Σ

∆ 0 −a sin2 θ

Σ
∆

Σ2

∆2 0 −a sin2 θΣ
∆

0 0 0 0

−a sin2 θ −a sin2 θΣ
∆ 0 a2 sin4 θ

 , (2.72)

|ϕ0|2 =
4|Dm(ω)|2Σe2aω cos θ

sin2 θ∆2

(
1− cos θ

sin θ

)−2m

. (2.73)

Âèñíîâêè äî ïiäðîçäiëó

Âèêîðèñòîâóþ÷è çàìiíó ôóíêöi¨ òà ìåòîä âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ, çíàéäåíî

ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ó âèãëÿäi âèõiäíîãî òà âõiäíîãî ÎIÏ (2.53), (2.66). Ðîçâ'ÿçêè

ìàþòü äâi êîìïëåêñíi êîíñòàíòè âiäîêðåìëåííÿ λ, ν. Ðîçãëÿíóòî óìîâè íà ðîç-

â'ÿçêè ðiâíÿíü � îáìåæåíîñòi ðîçâ'ÿçêó äëÿ âñiõ t òà 2π-ïåðiîäè÷íîñòi çà àçèìó-

òàëüíîþ çìiííîþ φ. Êîíñòàíòè âiäîêðåìëåííÿ ïðè öüîìó ñòàþòü ÷èñòî óÿâíîþ

(λ = iω) òà öiëîþ (ν = im). Êîíñòàíòà ω ¹ äiéñíîþ, i ïîñòà¹ ïèòàííÿ ïðî ôiçè-

÷íèé çìiñò ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü ω. Äàëi, ïðè âèâ÷åííi âëàñòèâîñòåé

öèõ ðîçâ'ÿçêiâ, áóäå âñòàíîâëåíî, ùî äîäàòíèé àáî âiä'¹ìíèé çíàê ω âiäïîâiäà¹

õâèëÿì ïðàâî¨ àáî ëiâî¨ öèðêóëÿðíî¨ ïîëÿðèçàöi¨, âiäïîâiäíî. Ðàäiàëüíà ÷àñòè-

íà ðîçâ'ÿçêó âêàçó¹ íà iñíóâàííÿ ïîâåðõíi çìiíè âõiäíîãî/âèõiäíîãî õàðàêòåðó

õâèëi. Ðiâíÿííÿ öi¹¨ ïîâåðõíi áåçïîñåðåäíüî ïîâ'ÿçàíå ç óìîâîþ ñóïåðâèïðîìi-

íþâàííÿ Ñòàðîáiíñüêîãî òà Òþêîëüñüêîãî.
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2.4. Äîäàòêîâi óìîâè äëÿ ðàäiàëüíî¨ òà êóòîâî¨ ôóíêöié

Âàæëèâèì åòàïîì ó ðîçâ'ÿçóâàííi ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà ó ïðîñòîði Êåððà ¹

ïîøóê ðîçâ'ÿçêó ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè. Âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ ìîæíà

çäiéñíèòè äëÿ ôóíêöi¨ ϕ0, àëå íå ìîæëèâî äëÿ ôóíêöi¨ ϕ2. Ïðîòå âiäîêðåìëåííÿ

äëÿ ϕ2 ìîæíà çäiéñíèòè, ÿêùî çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äëÿ iíøî¨ ôóíêöi¨, � ïðîâåñòè

çàìiíó ôóíêöi¨ (äèâ. [17]).

Ó ïiäõîäi Òþêîëüñüêîãî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íàñòóïíà çàìiíà ôóíêöi¨

ϕ2(t, r, θ, φ) =
ψT (t, r, θ, φ)

(r − ia cos θ)2
, (2.74)

i äàëi äëÿ ôóíêöi¨ ψT çàñòîñîâó¹òüñÿ ïiäñòàíîâêà

ψT (t, r, θ, φ) = e−iωT teimφRT (r)ST (θ). (2.75)

Äëÿ ôóíêöi¨ ϕ0 âiäðàçó çàñòîñîâàíà ïîäiáíà ïiäñòàíîâêà. Iíäåêñ T îçíà÷à¹ �ó

ïiäõîäi Òþêîëüñüêîãî�.

Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ äî ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà

ïåðøîãî ïîðÿäêó äëÿ âèõiäíîãî îäíîíàïðÿìëåíîãî içîòðîïíîãî ïîëÿ, ìè âèêî-

ðèñòîâó¹ìî iíøó çàìiíó ôóíêöié � öå ôîðìóëà (2.49). Òîìó ïàðè ôóíêöié R(r),

RT (r) òà S(θ), ST (θ) âiäðiçíÿþòüñÿ. Ïiäñòàíîâêà (2.49) ó âèãëÿäi äîáóòêó ôóí-

êöié çäiéñíåíà òàê, ùî �÷àñîâà� òà �àçèìóòàëüíà� ôóíêöi¨ ùå ¹ íåâiäîìèìè �

T (t), Φ(φ). Â ðåçóëüòàòi ðîçâ'ÿçàííÿ âiäïîâiäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà

ôîðìóëþâàííÿ ïåâíèõ óìîâ, ÿêèì ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè öi ôóíêöi¨ � (2.56) òà

(2.57), ìè îòðèìàëè ðîçâ'ÿçîê öèõ äâîõ ðiâíÿíü ó âèãëÿäi (2.53), äå êîíñòàíòè λ

òà ν ñòàþòü òàêèìè: λ = iω, ω ∈ R, ν = im,m ∈ Z. Ó ïiäõîäi Òþêîëüñüêîãî íå

âêàçàíî ÿêèìè ¹ êîíñòàíòè ωT òà m. Òàêèì ÷èíîì, â çàãàëüíîìó âîíè ìîæóòü

ðîçãëÿäàòèñü ÿê êîìïëåêñíi. ßêùî æ ðîçãëÿäà¹òüñÿ öiëå m, òî öå ïîâ'ÿçàíî

ç íàêëàäàííÿì óìîâè 2π-ïåðiîäè÷íîñòi. Ïðè ðîçãëÿäi îáìåæåíîãî äëÿ âñiõ t

ðîçâ'ÿçêó �÷àñîâîãî� ðiâíÿííÿ, ωT ¹ äiéñíîþ. Öå îçíà÷à¹, ùî ìè íå ðîçãëÿäà¹ìî

êâàçiíîðìàëüíi ìîäè.
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Íà ðàäiàëüíó ôóíêöiþ RT (r) ó ðîáîòàõ Òþêîëüñüêîãî [10], Ñòàðîáiíñüêî-

ãî [19] íàêëàäà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà óìîâà � õâèëÿ íà íåñêií÷åíîñòi ìà¹ áóòè

âèõiäíîþ, à íà ãîðèçîíòi r+ � âõiäíîþ. Îñêiëüêè öÿ ôóíêöiÿ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâ-

íÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó, à âií ìà¹ äâà íåçàëåæíi ðîçâ'ÿçêè, òî îäèí ç íèõ ðîç-

ãëÿäîì òàêî¨ óìîâè âiäêèäà¹òüñÿ. Íà ôóíêöiþ ST (θ) íàêëàäà¹òüñÿ óìîâà ðåãó-

ëÿðíîñòi ó òî÷êàõ θ = 0 i θ = π. Òàêèé ðîçâ'ÿçîê íàçèâà¹òüñÿ ñïií-çâàæåíîþ

ñôåðî¨äàëüíîþ ãàðìîíiêîþ.

Ó ïiäðîçäiëi 2.3 ïðåäñòàâëåíî ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè îáìåæåíî-

ñòi çà ÷àñîì òà 2π-ïåðiîäè÷íîñòi çà àçèìóòàëüíîþ çìiííîþ. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi

äîäàòêîâî ðîçãëÿíåìî óìîâè íà ðîçâ'ÿçêè ðàäiàëüíîãî i êóòîâîãî ðiâíÿíü ñè-

ñòåìè (2.52) � R(r) òà S(θ) [9].

Ó âèïàäêó ÇÄÐ ïåðøîãî ïîðÿäêó äëÿ ôóíêöi¨ R(r) ìè ìà¹ìî ëèøå îäèí

ðîçâ'ÿçîê i ìè íå ìîæåìî âiäêèíóòè éîãî òàê, ÿê öå ðîáèòüñÿ äëÿ ÇÄÐ äðóãîãî

ïîðÿäêó. Íà íåñêií÷åíîñòi R(r) çàäà¹ íåîáõiäíó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó � âií ¹ âè-

õiäíèì. Àñèìïòîòè÷íó óìîâó âõiäíîãî õàðàêòåðó õâèëi íà ãîðèçîíòi ìè ìîæåìî

îòðèìàòè, âèìàãàþ÷è iñíóâàííÿ êðèòè÷íî¨ òî÷êè rcr.1 =
√
−am/ω − a2 ôóíêöi¨

R(r) ïîçà ãîðèçîíòîì:

rcr.1 > r+, (2.76)

Êîíñòàíòè ω, m ïîâèííi ìàòè ðiçíi çíàêè, äëÿ òîãî ùîá çíà÷åííÿ ïiäêîðåíåâîãî

âèðàçó −am/ω− a2 áóëî äîäàòíiì. Êðiì òîãî, óìîâà (2.76) ðîçáèâà¹òüñÿ íà äâi

÷àñòèíè � äëÿ ω > 0 òà ω < 0. Çàïèøåìî ¨¨ ÷åðåç ïàðàìåòðè a,M , òà êîíñòàíòè

âiäîêðåìëåííÿ ω, m

ω <− am

2Mr+
, ω > 0, m < 0, (2.77)

−ω < am

2Mr+
, ω < 0, m > 0. (2.78)

Îòæå, ïðè âèêîíàííi îäíi¹¨ ç óìîâ (2.77) àáî (2.78), êðèòè÷íà òî÷êà áóäå

ïîçà ãîðèçîíòîì rcr.1 > r+, i âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê îïèñóâàòèìå õâèëþ, ÿêà ¹

âõiäíîþ íà iíòåðâàëi r+ < r < rcr.1, ñòîÿ÷îþ íà ïîâåðõíi r = rcr.1, òà âèõiäíîþ

íà iíòåðâàë r > rcr.1. Çàçíà÷èìî, ùî òàêó óìîâó ìîæíà íàêëàñòè ïðè a 6= 0 òà

m 6= 0, iíàêøå òàêèõ ÷àñòîò ω íå iñíóâàòèìå.
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Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì êóòîâîãî ðiâíÿííÿ (2.52) íà iíòåðâàëi 0 < θ < π ¹

ôóíêöiÿ (2.60). Ðîçâ'ÿçîê S(θ) ïðè m = 0, ÿêèé ¹ ðåãóëÿðíèì â òî÷êàõ θ = 0

i θ = π, ìè íå ðîçãëÿäàòèìåìî, îñêiëüêè óìîâà m = 0 íå ñóìiñíà ç óìîâàìè

(2.77), (2.78).

Îñêiëüêè ïðèíàéìíi â îäíié ç òî÷îê θ = 0 ÷è θ = π ðîçâ'ÿçîê áóäå ìi-

ñòèòè êîîðäèíàòíi îñîáëèâîñòi (äèâ. òàáë. 2.1), ïðîïîíó¹òüñÿ ðîçãëÿíóòè òàêèé

ðîçâ'ÿçîê, ùî áóäå ìàòè îñîáëèâiñòü íå âèùå ïåâíîãî ïîðÿäêó. Öå çàáåçïå÷èòü

ñòiéêiñòü ïðîâåäåííÿ ÷èñëîâèõ îá÷èñëåíü â îêîëi îñi îáåðòàííÿ.

ßêùî ïðèéíÿòè ðîçâ'ÿçêè äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ (2.77), (2.78) â ÿêîñòi ìî-

äåëåé åëåêòðîìàãíiòíîãî âèïðîìiíþâàííÿ, ùî ãåíåðó¹òüñÿ ïðîöåñàìè â îêîëi

÷îðíî¨ äiðè Êåððà, òî ÷àñòîòà òàêîãî âèïðîìiíþâàííÿ íå ïåðåâèùó¹ âåëè÷èíè,

ÿêà çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðiâ a, M òà àçèìóòàëüíîãî ÷èñëà. Ïàðàìåòðè a, M ¹

âèçíà÷åíèìè äëÿ äàíî¨ ìîäåëi, i òîìó îáìåæåíiñòü çâåðõó ÷àñòîòè ïðîïîðöié-

íå àçèìóòàëüíîìó ÷èñëó m, ÿêå á ìàëî òåæ áóòè îáìåæåíèì, äëÿ çàáåçïå÷åííÿ

îáìåæåíîñòi çâåðõó ÷àñòîòè ω. Òàêèì ÷èíîì, ïîðÿäîê öèõ îñîáëèâîñòåé ïîâèíåí

áóòè ñêií÷åííèì.

Äëÿ îá ðóíòóâàííÿ âèáîðó ïîðÿäêó îñîáëèâîñòi ôóíêöi¨ ϕ2, ðîçãëÿíåìî Tφφ

êîìïîíåíòó òåíçîðà åíåðãi¨-iìïóëüñó (2.64) âèõiäíîãî ÎIÏ

Tφφ =
a2|C|2

2π

e−2aω cos θ

Σ

(
1− cos θ

sin θ

)2m

sin2 θ, (2.79)

òà âèìàãàòèìåìî, ùîá âîíà áóëà ðåãóëÿðíîþ ïðè θ = 0 òà θ = π

Tφφ

∣∣∣
θ=0
θ=π

<∞. (2.80)

Ïðè m = −1 ó âèïàäêó ω > 0 òà ïðè m = 1 ó âèïàäêó ω < 0 öÿ óìîâà

âèêîíóâàòèìåòüñÿ. Ôiçè÷íèì çìiñòîì öi¹¨ âèìîãè ¹ çàáåçïå÷åííÿ ðåãóëÿðíîñòi

êîìïîíåíò íàïðóæåíü òåíçîðà åíåðãi¨-iìïóëüñó ïîëÿ Ìàêñâåëëà ó íàïðÿìêó φ.

Îòæå, ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.17), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó îáìåæå-

íîñòi (2.56), 2π-ïåðiîäè÷íîñòi (2.57), àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè (2.76) òà îáìåæå-
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íîñòi êîìïîíåíòè Tφφ (2.80) ¹ òàêèì [9] (çàïèñàíî äâà âèïàäêè):

ϕ2 = C(ω)−1e
iω(t−r∗)−iφ e−aω cos θ

(r − ia cos θ)(1− cos θ)
, 0 < ω <

a

2Mr+
, (2.81)

ϕ2 = C(ω)1e
iω(t−r∗)+iφ e−aω cos θ

(r − ia cos θ)(1 + cos θ)
, − a

2Mr+
< ω < 0. (2.82)

Ðîçâ'ÿçêè (2.81), (2.82) ìiñòÿòü îñîáëèâîñòi ïåðøîãî ïîðÿäêó ëèøå íà îäíié

ç ïiâîñåé (äèâ. òàáë. 2.1 ïðè m = 1, m = −1). Âåëè÷èíà, ùî îáìåæó¹ çâåð-

õó ÷àñòîòó, ¹ îáåðíåíî-ïðîïîðöiéíîþ ìàñi M ÷îðíî¨ äiðè, îñêiëüêè a ∼ M òà

r+ ∼ M . Íàÿâíiñòü êóòîâîãî ìîìåíòó ãàðìîíiêè ç àçèìóòàëüíèì ÷èñëîì m, ¹

ñóòò¹âîþ ïðè ðîçãëÿäi õâèëü, ùî ìàþòü âõiäíèé õàðàêòåð íà ãîðèçîíòi.

Âèñíîâêè äî ïiäðîçäiëó

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi çà ðàõóíîê ïðèïóùåííÿ ïðî ðåãóëÿðíiñòü îäíi¹¨ ç êîì-

ïîíåíò òåíçîðà åíåðãi¨-iìïóëüñó åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ âèäiëåíî ðîçâ'ÿçîê ïî-

ðÿäîê îñîáëèâîñòi ïî θ ÿêîãî ¹ îáìåæåíèì. Ðîçâ'ÿçêè ϕ2 (2.81), (2.82) ìàþòü

îñîáëèâiñòü ïåðøîãî ïîðÿäêó ëèøå íà ïiâîñi θ = 0 àáî θ = π. Îñîáëèâîñòi êîì-

ïîíåíò ïîëÿ ìîæóòü áóòè äîïóñòèìèìè, îñêiëüêè âèìiðþâàíèìè âåëè÷èíàìè ¹

êîìïîíåíòè òåíçîðà åíåðãi¨-iìïóëüñó.

Ðîçâ'ÿçêè (2.81), (2.82) ç âiäïîâiäíèì çíà÷åííÿì àçèìóòàëüíîãî ÷èñëà ìàþòü

îáìåæåííÿ íà ÷àñòîòó, îáåðíåíî ïðîïîðöiéíå ìàñi M ÷îðíî¨ äiðè. Îñêiëüêè ìè

ðîçãëÿäàëè îäíîðiäíó ñèñòåìó ðiâíÿíü, öå îçíà÷à¹, ùî âîíè îïèñóþòü âiëüíå

ïîëå. Öi ðîçâ'ÿçêè ìîæóòü îïèñóâàòè âïëèâ îáåðòàííÿ ÷îðíî¨ äiðè íà âëàñíå âè-

ïðîìiíþâàííÿ Õîêií à. Õâèëi ïåâíî¨ ïîëÿðèçàöi¨, ç äåÿêèì çíà÷åííÿì êóòîâîãî

ìîìåíòó, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ àçèìóòàëüíèì ÷èñëîì m, âèïðîìiíþþòüñÿ òàêîæ ç

îêîëó ÷îðíî¨ äiðè. Âîíè ïîøèðþþòüñÿ ÿê íà íåñêií÷åíiñòü, òàê i íà ãîðèçîíò.

Ïðîöåñ ïîãëèíàííÿ ïàäàþ÷î¨ õâèëi, â ðàìêàõ òàêî¨ ìîäåëi íå âðàõîâó¹òüñÿ, i,

âiäïîâiäíî, çìåíøåííÿ êóòîâîãî ìîìåíòó ÷îðíî¨ äiðè íå ñïîñòåðiãà¹òüñÿ. Öå

ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïðîáíå åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå, i âiäïîâiäíèé

âïëèâ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ íà ãðàâiòàöiéíå âiäñóòíié.
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2.5. Îäíîíàïðÿìëåíi içîòðîïíi ïîëÿ äîâiëüíîãî ñïiíó òà ¨õ ðîç-

â'ÿçêè

Ðîçùåïëåííÿ ñèñòåì ðiâíÿíü, ùî îïèñóþòü íåéòðèííi, åëåêòðîìàãíiòíi òà

ãðàâiòàöiéíi çáóðåííÿ íà ôîíi ãðàâiòàöiéíîãî ïîëÿ ó ïiäõîäi Òþêîëüñüêîãî, âiä-

áóâà¹òüñÿ çà ðàõóíîê ò. çâ. åêñòðåìàëüíèõ êîìïîíåíò ïîëÿ, ùî ìàþòü ñïiíîâó

âàãó s ïîâ'ÿçàíó çi ñïiíîì ïîëÿ l = |s|. l = 1/2, 1, 3/2, 2, . . . äëÿ íåéòðèííîãî,

åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëiâ, ïîëÿ Ðàðiòè-Øâií åðà, ãðàâiòàöiéíîãî ïîëÿ, âiäïîâiä-

íî. Òàêi ôiçè÷íi ïîëÿ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìîäåëü ïîëÿ íóëüîâî¨ ìàñè ñïîêîþ

(zero rest mass �elds), ùî îïèñóþòüñÿ ïîâíiñòþ ñèìåòðè÷íèìè 2l-âàëåíòíèìè

ñïiíîðàìè ϕABC...KL, ùî ìàþòü N = 2l + 1 êîìïëåêñíèõ êîìïîíåíò ó ñïiíîâié

äiàäi.

Ïîøèðåííÿ òàêèõ ïîëiâ îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì [13]

∇AA′ϕABC...KL = 0. (2.83)

Îñêiëüêè ïîëÿ íóëüîâî¨ ìàñè ñïîêîþ âèçíà÷àþòüñÿ ëèøå ñèìåòðè÷íèì ñïi-

íîðîì ϕABC...KL, òî âèïàäîê îäíîíàïðÿìëåíîãî içîòðîïíîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî

ïîëÿ ìîæíà óçàãàëüíèòè íà âèïàäêè âiäïîâiäíèõ îäíîíàïðÿìëåíèõ içîòðîïíèõ

ãðàâiòàöiéíèõ, íåéòðèííèõ ïîëiâ òà ïîëÿ Ðàðiòè-Øâií åðà. Ïðîâåäåìî òàêå óçà-

ãàëüíåííÿ ðiâíÿíü ó ïðîñòîði òèïó D çà Ïåòðîâèì òà ïîáóäó¹ìî ðîçâ'ÿçêè ó

ïðîñòîði Êåððà [8].

Åêñòðåìàëüíi êîìïîíåíòè ïîâíiñòþ ñèìåòðè÷íîãî 2l-âàëåíòíîãî ñïiíîðà

ϕ(ABC...KL) îçíà÷åíi òàê

ϕ2l = ϕABC...KLι
AιBιC . . . ιKιL, ϕ0 = ϕABC...KLo

AoBoC . . . oL.

Íàëåæíiñòü ôîíîâîãî ãðàâiòàöiéíîãî ïîëÿ äî ïðîñòîðó òèïó D îçíà÷à¹, ùî

ãîëîâíi içîòðîïíi íàïðÿìêè ñïiíîðà Âåéëÿ ¹ ïîïàðíî êðàòíèìè ΨABCD =

γ(AγBδCδD), äå γA = γ1oA − γ0ιA, δA = δ1oA − δ0ιA � ãîëîâíi ñïiíîðè ñïiíî-

ðà Âåéëÿ. Ïðè ðîçãëÿäi ðiâíÿíü ó êîîðäèíàòàõ Áîé¹ðà-Ëiíäêâiñòà çà içîòðîïíó

òåòðàäó âèáåðåìî òåòðàäó Êiííåðñëi. Ïðè òàêîìó âèáîði ãîëîâíi ñïiíîðè ñïi-
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íîðà Âåéëÿ ìàòèìóòü âèãëÿä γA = γ1oA, δA = −δ0ιA, i êîìïîíåíòè ñïiíîðà

Âåéëÿ áóäóòü Ψ0 = Ψ1 = Ψ3 = Ψ4 = 0. Âíàñëiäîê òåîðåìè �îëäáåð à-Ñàêñà

κ = σ = ν = λ = 0.

Ââàæàòèìåìî, ùî âñi ãîëîâíi ñïiíîðè αA, βB, . . ., λL ñïiíîðà ϕABC...KL =

α(AβB . . . λL) ¹ êðàòíèìè äî êðàòíîãî ãîëîâíîãî ñïiíîðà γA ñïiíîðà Âåéëÿ: αA ∼

γA, βB ∼ γB, . . ., λL ∼ γL. Â ðåçóëüòàòi ðîçêëàä ñïiíîðà ïîëÿ ó ñïiíîâié áàçi

ìàòèìå âèãëÿä

ϕABC...KL = ϕ2l oAoB . . . oL︸ ︷︷ ︸
2l

, (2.84)

Ïîëå ϕABC...KL ¹ içîòðîïíèì ïðè òàêîìó âèáîði [13]. Íàçèâàòèìåìî òàêå ïîëå

âèõiäíèì îäíîíàïðÿìëåíèì içîòðîïíèì ïîëåì. Ó âèïàäêó ãðàâiòàöiéíîãî ïîëÿ

óìîâà (2.84) âèîêðåìëþ¹ ïîëå õâèëüîâîãî òèïó çà Ëiõíåðîâè÷åì.

Ðiâíÿííÿ (2.83) äëÿ âèõiäíîãî ÎIÏ (2.84) ó êîìïîíåíòíié ôîðìi ó âàêóóìíî-

ìó ïðîñòîði òèïó D ìàþòü âèãëÿä Dϕ2l + (2lε− ρ)ϕ2l = 0,

δϕ2l + (2lβ − τ)ϕ2l = 0;
(2.85)

Ïðè âèáîði âñiõ ãîëîâíèõ ñïiíîðiâ αA, βB, . . ., λL ñïiíîðà ϕABC...KL =

α(AβB . . . λL) êðàòíèìè äî êðàòíîãî ãîëîâíîãî ñïiíîðà δA ñïiíîðà Âåéëÿ � αA ∼

δA, βB ∼ δB, . . ., λL ∼ δL, îòðèìó¹ìî âõiäíå ÎIÏ, ñïiíîð ÿêîãî ó ñïiíîâié áàçi

ìà¹ âèãëÿä

ϕABC...KL = ϕ0ιAιB . . . ιK . (2.86)

Ðiâíÿííÿ (2.83) ó êîìïîíåíòíié ôîðìi äëÿ âõiäíîãî ÎIÏ ó âàêóóìíîìó ïðî-

ñòîði òèïó D ìàþòü âèãëÿä ∆ϕ0 + (µ− 2lγ)ϕ0 = 0,

δ̄ϕ0 + (π − 2lα)ϕ0 = 0.
(2.87)

Îäíîíàïðÿìëåíi içîòðîïíi ïîëÿ (2.84) òà (2.86) ¹ àëãåáðà¨÷íî-ñïåöiàëüíèìè

òèïó N, òîáòî âñi ãîëîâíi ñïiíîðè òàêèõ ïîëiâ ¹ êðàòíèìè.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìè ðiâíÿíü äëÿ âèõiäíîãî ÎIÏ (2.85) òà âõiäíîãî ÎIÏ (2.87)

ó ìåòðèöi Êåððà â êîîðäèíàòàõ Áîé¹ðà-Ëiíäêâiñòà. Ïðè âiäïîâiäíîìó ïðîâåäåí-
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íi çàìiíè ôóíêöié, îòðèìó¹ìî òàêó óçàãàëüíåíó ñèñòåìó ðiâíÿíü r2+a2

∆
∂ψ
∂t − k

∂ψ
∂r + a

∆
∂ψ
∂φ = 0,

ia sin θ∂ψ∂t − k
∂ψ
∂θ + i

sin θ
∂ψ
∂φ = 0;

(2.88)

äå k = sgn(s),

ψ =

 ϕ2l(r − ia cos θ) sinl θ, k = −1;

ϕ0
∆l sinl θ

2(r−ia cos θ)2l−1
, k = 1.

(2.89)

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.88) çíàõîäèìî øëÿõîì ïîñëiäîâíîãî iíòåãðó-

âàííÿ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Îòðèìó¹ìî

ψ = F (ζ1, ζ2), (2.90)

äå F � äîâiëüíà ôóíêöiÿ êëàñó C1 êîìïëåêñíèõ iíòåãðàëiâ ñèñòåìè (2.88)

ζ1 = t+ k
(
r +M ln ∆ + M2

√
M2−a2 ln

(
r−r+
r−r−

)
− ia cos θ

)
, (2.91)

ζ2 = φ+ k
(

a
2
√
M2−a2 ln

(
r−r+
r−r−

)
+ i ln

(
1−cos θ

sin θ

))
. (2.92)

Ó âèïàäêó åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ (s = ±1) ç çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó (2.89),

(2.90) îòðèìóþòüñÿ ðîçâ'ÿçêè (2.18) ïðè j2 = 0 òà (2.33) ïðè j0 = 0.

Ðîçãëÿíåìî ïîáóäîâó ðîçâ'ÿçêó ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè óçàãàëüíåíî¨ ñè-

ñòåìè ðiâíÿíü äëÿ ÎIÏ. Øóêàòèìåìî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (2.88) ó âèãëÿäi

ψ(t, r, θ, φ) = T (t)R(r)S(θ)Φ(φ). (2.93)

Äëÿ íåâiäîìèõ ôóíêöié îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ÷îòèðüîõ ÇÄÐ:

T ′(t)− λT (t) = 0,

Φ′(φ)− νΦ(φ) = 0,

R′(r)− k
(
λ(r2+a2)

∆ + νa
∆

)
R(r) = 0,

S ′(θ)− k
(
iaλ sin θ + ν i

sin θ

)
S(θ) = 0;

(2.94)

äå λ ∈ C, ν ∈ C � ïîñòiéíi âiäîêðåìëåííÿ.

Ðîçâ'ÿçàâøè çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ (2.94), îòðèìó¹ìî ðîçâ'ÿçîê

ñèñòåìè (2.88) (−∞ < t <∞, r+ < r <∞, 0 < θ < π, 0 6 φ < 2π)

ψ = Cλνe
λξ1+νξ2−iakλ cos θ+iνk ln( 1−cos θ

sin θ ), (2.95)
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äå

ξ1 = t+ k
(
r +M ln ∆ + M2

√
M2−a2 ln

(
r−r+
r−r−

))
, (2.96)

ξ2 = φ + k a
2
√
M2−a2 ln

(
r−r+
r−r−

)
; (2.97)

Cλν � êîìïëåêñíà ïîñòiéíà.

Îòæå, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ó âèïàäêó îäíîíàïðÿìëåíèõ içîòðîïíèõ ïîëiâ íó-

ëüîâî¨ ìàñè ñïîêîþ âèçíà÷à¹òüñÿ (2.89), (2.90), ðîçâ'ÿçîê ç âiäîêðåìëåíèìè çìií-

íèìè � (2.95), (2.89). Ðîçâ'ÿçîê (2.95) îòðèìó¹òüñÿ iç çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó (2.90)

ïðè âèáîði äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ F (ζ1, ζ2) òàêèì ÷èíîì: F (ζ1, ζ2) = λζ1 + νζ2.

Iíòåãðàëè (2.91), (2.92) ñèñòåìè ðiâíÿíü (2.88) íå çàëåæàòü âiä ñïiíó ïîëÿ, à

ëèøå âiä òîãî, ÷è ¹ ïîëå âèõiäíèì (k = −1), ÷è âõiäíèì (k = 1) ÎIÏ. Âïëèâ

ñïiíó ïîëÿ l ïðîÿâëÿ¹òüñÿ ó ñïiââiäíîøåííi (2.89).

Ó ðîáîòi Áîðiñîâà, Ôiçi¹âà [49] ïðåäñòàâëåíî çàãàëüíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâ-

íÿíü äëÿ îäíîíàïðÿìëåíèõ íåéòðèííèõ ïîëiâ (s = ±1/2).

Çàçíà÷èìî âiäìiííiñòü ó âèçíà÷åíi ôóíêöi¨ ψ, âiäíîñíî ÿêî¨ ïðîâåäåíî óçà-

ãàëüíåííÿ ðiâíÿíü ó ïiäõîäi Òþêîëüñüêîãî òà ó çàïðîïîíîâàíîìó íàìè ïiäõîäi.

Ó ïiäõîäi Òþêîëüñüêîãî öi ôóíêöi¨ âèçíà÷åíi òàê

ψ =(r − ia cos θ)2lϕ2l, s = −1/2,−1,−3/2,−2, . . . , (2.98)

ψ =ϕ0, s = 1/2, 1, 3/2, 2, . . . . (2.99)

Ñïiíîâà âàãà s âõîäèòü ó ãîëîâíå ðiâíÿííÿ Òþêîëüñüêîãî (2.5) ÿê ïàðàìåòð.

Â íàøîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ ψ âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (2.89). Ó ñèñòåìi

ðiâíÿíü (2.88), ñïiíîâà âàãà (ñïií) íå âõîäèòü â êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ.

Âèñíîâêè äî ïiäðîçäiëó

Ïiäõiä, ùî ïîëÿãà¹ ó ðîçãëÿäi îäíîíàïðÿìëåíîãî içîòðîïíîãî åëåêòðîìàãíi-

òíîãî ïîëÿ, çàñòîñîâó¹òüñÿ òàêîæ äëÿ ñèñòåì ðiâíÿíü, ùî îïèñóþòü ãðàâiòàöié-

íå, íåéòðèííå ïîëå, ïîëå Ðàðiòè-Øâií åðà. Ðiâíÿííÿ ó êîìïîíåíòíié ôîðìi ó

ôîðìàëiçìi Íüþìåíà-Ïåíðîóçà ó ïðîñòîði òèïó D çàïèñóþòüñÿ ó âèãëÿäi ñèñòå-

ìè äâîõ âiäîêðåìëåíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó, â ÿêó ñïií ïîëÿ âõîäèòü ÿê

ïàðàìåòð. Çíàéäåíî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òà ðîçâ'ÿçîê ç âiäîêðåìëåíèìè çìií-
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íèìè óçàãàëüíåíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü â êîîðäèíàòàõ Áîé¹ðà-Ëiíäêâiñòà.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó

Øëÿõîì iíòåãðóâàííÿ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõi-

äíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó, çíàéäåíî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåë-

ëà ó ïðîñòîði Êåððà. Ïîäiáíi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè â àíàëiòè÷íîìó âèãëÿäi ïðåäñòàâ-

ëåíî ó ðîáîòàõ �çåðñüêîãî, Ñìîëêè òà Áðåíàíà, Ãðàëëi, Äæåéêîáñîíà. Íàøi

ðîçâ'ÿçêè îòðèìàíi íåçàëåæíî âiä ðîçâ'ÿçêiâ ïðåäñòàâëåíèõ ó ðîáîòàõ öèõ àâ-

òîðiâ. Âiäìiííiñòþ íàøîãî ðîçâ'ÿçêó âiä ðîçâ'ÿçêó �çåðñüêîãî, Ñìîëêè ¹ ðiçíi

ïiäõîäè ó ÿêèõ âîíè îòðèìàíi òà âèáið âiäìiííèõ içîòðîïíèõ òåòðàä. Ó ðîáîòi

Áðåíàíà, Ãðàëëi, Äæåéêîáñîíà ðîçâ'ÿçóâàííÿ âiäáóâà¹òüñÿ øëÿõîì âèçíà÷åííÿ

ïîëÿ òà âiäïîâiäíîãî éîìó 4-ñòðóìó, ðîçâ'ÿçîê äëÿ âiëüíîãî ïîëÿ âiäñóòíié.

Çàñòîñîâóþ÷è çàìiíó øóêàíî¨ ôóíêöi¨ òà ìåòîä âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ, çíà-

éäåíî ðîçâ'ÿçêè ç êîìïëåêñíèìè êîíñòàíòàìè âiäîêðåìëåííÿ. Çíàéäåíî ôàêòî-

ðèçîâàíi îäíîíàïðÿìëåíi içîòðîïíi ðîçâ'ÿçêè, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè îáìåæå-

íîñòi çà ÷àñîì òà 2π-ïåðiîäè÷íîñòi çà àçèìóòàëüíîþ êîîðäèíàòîþ. Òàêi ðîçâ'ÿçêè

îïèñóþòü âiëüíi âèõiäíi, àáî âõiäíi õâèëi. Çíàéäåíî ôàêòîðèçîâàíi îäíîíàïðÿì-

ëåíi içîòðîïíi ðîçâ'ÿçêè ç óìîâàìè îáìåæåíîñòi çà ÷àñîì, 2π-ïåðiîäè÷íîñòi çà

àçèìóòàëüíîþ êîîðäèíàòîþ, âõiäíîãî õàðàêòåðó õâèëi íà ãîðèçîíòi òà îáìåæå-

íîñòi íà ïîëþñàõ êîìïîíåíòè òåíçîðà åíåðãi¨-iìïóëüñó åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ.

Âîíè îïèñóþòü âèõiäíi õâèëi ïðè îáìåæåííÿõ íà ÷àñòîòó òà àçèìóòàëüíå ÷èñëî.

Ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿíü äëÿ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ äëÿ âèïàäêó ÎIÏ

Ìàêñâåëëà óçàãàëüíåíî íà îäíîíàïðÿìëåíi içîòðîïíi ïîëÿ iíøèõ öiëèõ òà ïiâ

öiëèõ çíà÷åíü ñïiíó ïîëÿ (ïîëiâ íóëüîâî¨ ìàñè ñïîêîþ). Ñèñòåìà ðiâíÿíü ó ïðî-

ñòîði Êåððà, äî ÿêî¨ áóëà çâåäåíà âèõiäíà ñèñòåìà ðiâíÿíü, íå ìiñòèòü çàëåæíî-

ñòi âiä ñïiíó ïîëÿ, i ¹ îäíàêîâîþ ç òî÷íiñòþ äî çíàêó ïðè ïîõiäíié âiä ðàäiàëüíî¨

êîîðäèíàòè äëÿ âèïàäêiâ âèõiäíèõ ÎIÏ àáî âõiäíèõ ÎIÏ. Çíà÷åííÿ ñïiíó ïîëÿ

âõîäèòü ó ôîðìóëó âèçíà÷åííÿ âèõiäíèõ êîìïîíåíò ïîëÿ (2.89).
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ÐÎÇÄIË 3

Ôiçè÷íi âëàñòèâîñòi îäíîíàïðÿìëåíîãî içîòðîïíîãî ïîëÿ Ìàêñâåëëà

Ðiâíÿííÿ ïðîáíîãî ïîëÿ Ìàêñâåëëà ó ãðàâiòàöiéíîìó ïîëi ñêií÷åííî¨ ìàñè

ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ÿê ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà â ðóõîìîìó àíiçîòðîïíîìó ñåðå-

äîâèùi. Õàðàêòåð àíiçîòðîïi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ âëàñòèâîñòÿìè ìåòðè÷íîãî òåíçîðà,

ÿêèé âèçíà÷à¹ ñèìâîë Ëåâi-×iâiòè εabcd =
√
−ggacgbd, òàêèì ÷èíîì âèçíà÷àþ÷è

ìàòåðiàëüíi ñïiââiäíîøåííÿ [57,58]

Ei =
1

g00

(
− gij√
−g

Dj

ε
+ cg0kεkijB

j

)
, (3.1)

Hi =
1

g00

(
− gij√
−g

Bj

µ
− cg0kεkijD

j

)
, (3.2)

iíäåêñè ïðîáiãàþòü çíà÷åííÿ 1, 3, εkij � òðèâèìiðíèé ñèìâîë Ëåâi-×iâiòè, Ei, Di

� íàïðóæåíiñòü òà iíäóêöiÿ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ, Hi, Bi � íàïðóæåíiñòü òà iíäó-

êöiÿ ìàãíiòíîãî ïîëÿ, ε, µ � åëåêòðè÷íà òà ìàãíiòíà ñòàëi, c � øâèäêiñòü ñâiòëà

ó âàêóóìi.

Ãðàâiòàöiéíå ïîëå, ñòâîðåíå òiëîì, ùî îáåðòà¹òüñÿ, âïëèâà¹ íà ïîøèðåí-

íÿ (ïëîñêî¨) åëåêòðîìàãíiòíî¨ õâèëi. Ïðè öüîìó âiäáóâà¹òüñÿ ïîâîðîò ïëîùè-

íè ïîëÿðèçàöi¨, ïðîïîðöiéíèé ìîìåíòó iìïóëüñó îáåðòîâîãî òiëà [59]. Êðiì òî-

ãî, ðóõ ôîòîíà, ïðè ÿêîìó âðàõîâóþòüñÿ éîãî õàðàêòåðèñòèêè (ñïií, ñïiðàëü-

íiñòü), íå âiäáóâà¹òüñÿ âçäîâæ içîòðîïíèõ ãåîäåçiéíèõ [60]. Ïðè çàñòîñóâàííi

õâèëüîâîãî ïiäõîäó äî ðîçãëÿäó åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ïðîÿâëÿ¹òüñÿ �äèñïåð-

ñiÿ� ïðîñòîðó-÷àñó ùîäî ïîøèðåííÿ õâèëü ç ðiçíîþ ïîëÿðèçàöi¹þ [61]. Âèíèêà-

þòü åôåêòè çóìîâëåíi ãðàâiòàöi¹þ, ùî ¹ àíàëîãàìè åôåêòiâ, çóìîâëåíèõ ñåðå-

äîâèùåì â åëåêòðîäèíàìiöi ñóöiëüíèõ ñåðåäîâèù.

Êîìïîíåíòè òåíçîðà Ìàêñâåëëà ó êîîðäèíàòíèõ áàçàõ, ó òîìó ÷èñëi êîîðäè-

íàòàõ Áîé¹ðà-Ëiíäêâiñòà, ¹ êîìïîíåíòàìè ïîëÿ ó êðèâîëiíiéíié ñèñòåìi êîîð-

äèíàò, òà íå ¹ ôiçè÷íèìè êîìïîíåíòàìè. Äëÿ îòðèìàííÿ ôiçè÷íèõ êîìïîíåíò
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âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä îðòîíîðìîâàíî¨ áàçè [30,62].

Ó öüîìó ðîçäiëi çàñòîñó¹ìî ðîçâ'ÿçîê ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè ó âèãëÿäi

îäíîíàïðÿìëåíîãî içîòðîïíîãî ïîëÿ Ìàêñâåëëà ó ïðîñòîði Êåððà äëÿ âèâ÷åííÿ

ïîëÿðèçàöiéíèõ âëàñòèâîñòåé òà îòðèìàííÿ ôiçè÷íèõ íàñëiäêiâ. Ïiäðîçäië 3.1

¹ îãëÿäîâèì, ó ïiäðîçäiëàõ 3.2-3.4 ïðåäñòàâëåíi ðåçóëüòàòè.

3.1. Ñïií-ñïiðàëüíà âçà¹ìîäiÿ ó õâèëüîâîìó ïiäõîäi

Âæå áiëüøå ÿê ïiâ ñòîëiòòÿ ïèòàííÿ ñïií-ñïiðàëüíî¨ âçà¹ìîäi¨ àêòèâíî äî-

ñëiäæó¹òüñÿ ó ðiçíèõ ïiäõîäàõ äî ðîçãëÿäó åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ó ôîíîâîìó

ãðàâiòàöiéíîìó ïîëi. Ó ðîáîòi Ñêðîöüêîãî [59] îòðèìàíî ôîðìóëó ïîâîðîòó ïëî-

ùèíè ïîëÿðèçàöi¨ ó ïðîñòîði-÷àñi, ùî ¹ íàáëèæåíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿíü Àéí-

øòàéíà äëÿ òiëà, ùî îáåðòà¹òüñÿ. Äëÿ ïîëÿ Ìàêñâåëëà âèêîðèñòàíå íàáëèæåííÿ

Ðèòîâà, ÿêå ¹ íàáëèæåííÿì ãåîìåòðè÷íî¨ îïòèêè, çàñòîñîâàíèì äî êîìïîíåíò

âåêòîðiâ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ. Åôåêò ïîâîðîòó ïëîùèíè ïîëÿðèçàöi¨ ó ãðà-

âiòàöiéíîìó ïîëi âiäîìèé òàêîæ ÿê ãðàâiòàöiéíèé åôåêò Ôàðàäåÿ.

Õâèëüîâèé çà ñâî¹þ ñóòòþ åôåêò ïîâîðîòó ïëîùèíè ïîëÿðèçàöi¨ â ïîëi îáåð-

òîâî¨ ìàñè Ãí¹äií, Äèìíiêîâà [64] òà Iøiõàðà òà ií. [65] îïèñóþòü â ìåæàõ

ãåîìåòðè÷íî¨ îïòèêè, âèêîðèñòàâøè îòðèìàíi Óîêåðîì òà Ïåíðîóçîì (Walker,

Penrose) êîìïëåêñíi iíòåãðàëè ðóõó âçäîâæ içîòðîïíèõ ãåîäåçiéíèõ.

Ïiäõiä ãåîìåòðè÷íî¨ îïòèêè ïåðåäáà÷à¹ çíàõîäæåííÿ àìïëiòóäè ÷åðåç ðîç-

êëàä ó ðÿä çà ñòåïåíÿìè äîâæèíè õâèëi (÷è ÷àñòîòè) òà âiäêèäàííi äîäàíêiâ

âèùîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi. Âðàõóâàííÿ äîäàíêà ïåðøîãî ñòåïåíÿ çà äîâæèíîþ

õâèëi ïðèâîäèòü äî âðàõóâàííÿ äèñïåðñi¨ åôåêòó ïîâîðîòó ïëîùèíè ïîëÿðèçà-

öi¨. Äëÿ çàäà÷i ïîøèðåííÿ ïëîñêî¨ õâèëi âçäîâæ íåñêií÷åííîãî öèëiíäðà, ùî

îáåðòà¹òüñÿ, ðîçãëÿíóòî ó ðîáîòi Ôó [61].

�óàäàíüíiíi [66], Áàðá'¹ði òà �óàäàíüíiíi [67] ó íàáëèæåííi ãåîìåòðè÷íî¨

îïòèêè îá÷èñëèëè ïàðàìåòð àñèìåòði¨ ñïiðàëüíîñòi ðîçñiÿíèõ ôîòîíiâ, ïîâ'ÿçàíî¨

ç ïîëÿðèçàöi¹þ ñâiòëà ïðè ãðàâiòàöiéíîìó âiäõèëåííi ïðîìåíiâ òiëîì, ùî îáåð-
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òà¹òüñÿ.

Çàëåæíiñòü òðà¹êòîðié ôîòîíiâ âiä ¨õ ñïiðàëüíîñòi ç âèêîðèñòàííÿì ìîäèôi-

êîâàíîãî ïiäõîäó ãåîìåòðè÷íî¨ îïòèêè áóëà äîñëiäæåíà Ôðîëîâîì òà Øóìîì ó

ìåòðèöi Êåððà [68, 69], i äàëi ðîçâèíóòà äëÿ äîâiëüíèõ, íåñòàöiîíàðíèõ, àñèì-

ïòîòè÷íî ïëîñêèõ ïðîñòîðiâ [70]. Öåé ïiäõiä àâòîðè íàçèâàþòü �íàáëèæåííÿì

ñïiíîâî¨ îïòèêè� (spin optic approximation) i ïîëÿãà¹ âií ó òîìó, ùî â ðiâíÿííÿ

åéêîíàëó ââîäÿòüñÿ ìàëi ïîïðàâêè ïåðøîãî ïîðÿäêó, ùî çàëåæàòü âiä ÷àñòîòè

òà ñïiðàëüíîñòi. Ó ðîáîòi [71] ðîçãëÿíóòî ðiâíÿííÿ ïîøèðåííÿ ïðîìåíiâ ç âðà-

õóâàííÿì ñïiðàëüíîñòi i ÷àñòîòè (ðiâíÿííÿ ñïiíîâî¨ îïòèêè, spin optic equation),

ÿêi íå ¹ ðiâíÿííÿìè içîòðîïíèõ ãåîäåçiéíèõ. Òàêîæ öå ðiâíÿííÿ âêàçó¹ íà çà-

òðèìêó ÷àñó ó ïîøèðåííi öèðêóëÿðíî ïîëÿðèçîâàíèõ ôîòîíiâ.

Ó ðîáîòi àâòîðiâ Îàíñià òà ií. [72], ïðåäñòàâëåíî ðiâíÿííÿ äëÿ ïðîìåíiâ (ray

equations), ùî âèÿâëÿþòü ñïiíîâèé åôåêò Õîëëà (spin Hall e�ect). Àâòîðàìè

ðîçãëÿíóòà çàäà÷à âçà¹ìîäi¨ ôîòîíà ç âðàõóâàííÿì éîãî ñïiðàëüíîñòi ç ãðàâi-

òàöiéíèì ïîëåì Øâàðöøèëüäà, ÿêå íå ìà¹ êóòîâîãî ìîìåíòó. Äâà ïðîìåíi ç

ðiçíîþ ñïiðàëüíiñòþ, ùî ïðîõîäÿòü ïîâç ÷îðíó äiðó Øâàðöøèëüäà, âiäõèëÿ-

þòüñÿ ïî-ðiçíîìó. Ïðèðîäîþ öüîãî åôåêòó ¹ íàÿâíiñòü îðáiòàëüíîãî ìîìåíòó,

ïîâ'ÿçàíîãî ç òðà¹êòîði¹þ ïðîìåíÿ, ùî ïðîõîäèòü ïîâç ÷îðíó äiðó, òà âíóòði-

øíüîãî ñïiíîâîãî êóòîâîãî ìîìåíòó ñàìîãî ôîòîíà.

Ïåðåäáà÷åííÿ Ìåøõóíîì âçà¹ìîäi¨ ñïiíó ôîòîíà ç ãðàâiòàöiéíèì ïîëåì [73]

ïiäòâåðäæåíî Àñåíõî i Õîéìàíîì [60], ÿêi âèêîðèñòîâóâàëè òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê

äëÿ âèïàäêó åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü â ìåòðèöi �åäåëÿ òà íàáëèæåíèé � ó âè-

ïàäêó ïðîñòîðó Êåððà.

Ó ðîáîòi Äîëàíà [74] ïðîâåäåíî ðîçâèíåííÿ ïiäõîäó ãåîìåòðè÷íî¨ îïòèêè äëÿ

òåíçîðà Ìàêñâåëëà äî ò. çâ. �íàñòóïíîãî çà ãîëîâíèì ïîðÿäêîì íàáëèæåííÿ�

(sub-leading order of geometric optics), ÿêèé ïîëÿãà¹ ó ðîçãëÿäi íàñòóïíîãî ÷ëå-

íà ó ðîçêëàäi ñàìîäóàëüíîãî ïîëÿðèçàöiéíîãî áiâåêòîðà òà ïðèâîäèòü äî òîãî,

ùî ïîòiê åíåðãi¨ ïîëÿ íå ñïiâïàäà¹ ç ãðàäi¹íòîì ôàçè, à òåíçîð åíåðãi¨-iìïóëüñó

ìîæå ìàòè ïîïåðå÷íi íàïðóæåííÿ. Ó ðîáîòi Ëàéòå, Äîëàíà, Êðiñïiíî [75] ðîç-
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ãëÿíóòî çàäà÷ó ïîãëèíàííÿ õâèëi, ùî ïðîõîäèòü âçäîâæ îñi ÷îðíî¨ äiðè Êåððà,

òà âñòàíîâëåíî, ùî ôîòîíè ç ðiçíîþ ñïiðàëüíiñòþ ïîãëèíàþòüñÿ ïî-ðiçíîìó.

Åôåêò çàëåæèòü âiä ñïiðàëüíîñòi òà ñïiíó ÷îðíî¨ äiðè. Çàçíà÷åíî, ùî åôåêò íå

ïðîÿâëÿ¹òüñÿ ó ïiäõîäi ãåîìåòðè÷íî¨ îïòèêè íà ãîëîâíîìó ïîðÿäêó íàáëèæåí-

íÿ (leading order) i ìîæå áóòè âèÿâëåíèé ó íàñòóïíîìó çà ãîëîâíèì ïîðÿäêîì

íàáëèæåííÿ.

Çàäà÷à, ó ÿêié ðîçãëÿíóòî ëiíçóâàííÿ âèïðîìiíþâàííÿ ÷îðíîþ äiðîþ Êåððà

ïðè ïàðàëåëüíîìó ïåðåíåñåííi ïîëÿðèçàöiéíîãî âåêòîðà, ðîçãëÿíóòà ó ðîáîòi

Iøèõàðè, Òàêàõàøi, Òîìiìàöó [65]. Êóòîâèé ìîìåíò âïëèâà¹ íà äîäàòêîâå âiä-

õèëåííÿ içîòðîïíî¨ ãåîäåçiéíî¨ òà íà ïîâîðîò ïëîùèíè ïîëÿðèçàöi¨.

Íåùîäàâíiìè ðîáîòàìè, ùî ñòîñóþòüñÿ äîñëiäæåííÿ ïèòàííÿ êóòîâîãî ìî-

ìåíòó åëåêòðîìàãíiòíèõ òà ãðàâiòàöiéíèõ õâèëü â òåðìiíàõ Áåñåëåâèõ, Ëå åðà-

�àóñîâèõ, åêñïîíåíöiàëüíèõ ïó÷êiâ, ìóëüòèïîëüíèõ ïîëiâ òà ií., ¹ ðîáîòè Áÿëè-

íiöüêîãî-Áiðóëi, Áÿëèíiöüêî¨-Áiðóëi [76,77].

Âèõîäÿ÷è ç öüîãî îãëÿäó áà÷èìî, ùî äî âèÿâëåííÿ åôåêòiâ âïëèâó ãðàâiòà-

öiéíîãî ïîëÿ íà åëåêòðîìàãíiòíå çàñòîñîâóþòüñÿ ðiçíi ïiäõîäè, îñêiëüêè ïîâíèé

õâèëüîâèé îïèñ ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà ¹ ñêëàäíèì, âèêîðèñòîâóþòüñÿ àïðîêñèìà-

öiéíi ìåòîäè, ìåòîäè òåîði¨ ðîçñiÿííÿ, ÷èñåëüíi ìåòîäè òà ií. Îòðèìàâøè òî÷íèé

içîòðîïíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà, çàñòîñó¹ìî éîãî äî âèÿâëåííÿ åôåêòiâ

ó ïîëi Êåððà.

3.2. Ôàçà òà õâèëüîâèé âåêòîð îäíîíàïðÿìëåíîãî içîòðîïíîãî

ïîëÿ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi çàñòîñó¹ìî ðîçâ'ÿçîê äëÿ âèõiäíîãî îäíîíàïðÿìëåíîãî

ïîëÿ Ìàêñâåëëà ó ïðîñòîði Êåððà äëÿ äîñëiäæåííÿ ôàçè, õâèëüîâîãî âåêòî-

ðà, ãðóïîâî¨ òà ôàçîâî¨ øâèäêîñòåé. Ïåðåâàãîþ îäíîíàïðÿìëåíîãî içîòðîïíîãî

ðîçâ'ÿçêó ¹ éîãî àíàëiòè÷íèé âèãëÿä òà âiäñóòíiñòü îáìåæåíü íà ïàðàìåòðè (÷à-

ñòîòó, êóò iíêëiíàöi¨). Ó ïëîñêîìó ïðîñòîði öå âèïàäîê ñôåðè÷íî¨ ñèìåòði¨ ïîëÿ
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Ìàêñâåëëà.

Âèêîðèñòà¹ìî ðîçâ'ÿçîê (2.61) äëÿ çàïèñó ôàçè õâèëi

Φ = ω

(
t− r −M ln ∆− M 2

√
M 2 − a2

ln

(
r − r+

r − r−

))
+

+m

(
φ− a

2
√
M 2 − a2

ln

(
r − r+

r − r−

))
. (3.3)

Îòðèìó¹ìî êîâàðiàíòíi êîìïîíåíòè õâèëüîâîãî âåêòîðà

kµ = ∂µΦ =

[
ω,−ω(r2 + a2) + am

∆
, 0,m

]
(3.4)

òà êîíòðàâàðiàíi êîìïîíåíòè

kµ = kνg
µν =

[
ω

(
1 +

2Mr
(
r2 + a2 + ma

ω

)
Σ∆

)
,
ω
(
r2 + a2

)
+ am

Σ
, 0,

− m

∆ sin2 θ
+

2Mr
(
aω sin2 θ +m

)
Σ∆ sin2 θ

]
. (3.5)

Ó ðîáîòi Àñåíõî, Õîéìàí [60] õâèëüîâèé âåêòîð îòðèìàíî íà îñíîâi ðîçâ'ÿçêó

ñèñòåìè ðiâíÿíü âiäíîñíî âåêòîð-ïîòåíöiàëó ó ïðîñòîði-÷àñi Êåððà. Äëÿ ïîáó-

äîâè ðîçâ'ÿçêó çàëåæíiñòü âåêòîð-ïîòåíöiàëó âiä φ âèêëþ÷à¹òüñÿ: A(t, r, θ, φ) =

A(t, r, θ). Íåçâàæàþ÷è íà öå ïðèïóùåííÿ, ðåçóëüòàò çàëèøà¹òüñÿ ãðîìiçäêèì.

Òâåðäæåííÿ 3.2.1. Õâèëüîâèé âåêòîð íå ¹ içîòðîïíèì, éîãî êâàäðàò ¹ òà-

êèì

kµkµ = −
(
aω sin2 θ +m

)2

Σ sin2 θ
. (3.6)

Õâèëüîâèé âåêòîð ñòà¹ içîòðîïíèì íà ïðîñòîðîâié íåñêií÷åíîñòi, àáî ïðè âè-

êîíàííi óìîâè aω sin2 θ + m = 0, àáî ó âèïàäêó ïðîñòîðó Øâàðöøèëüäà äëÿ

ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìîäè (m = 0). Âií íå ìà¹ îñîáëèâîñòåé íà ãîðèçîíòi ïîäié, i

íà âiäìiíó âiä âèñíîâêiâ îòðèìàíèõ ó [60], íå ìîæå áóòè ïðîñòîðîâîïîäiáíèì.

Âèðàç ó äóæêàõ ó ôîðìóëi (3.6) äëÿ ôiêñîâàíîãî àçèìóòàëüíîãî ÷èñëà m

íàáóâà¹ ðiçíèõ çíà÷åíü äëÿ ðiçíèõ çíàêiâ ω, ùî îçíà÷à¹, ùî çíà÷åííÿ êâàäðà-

òó õâèëüîâîãî âåêòîðà çàëåæèòü âiä ïðàâî¨ ÷è ëiâî¨ ïîëÿðèçàöi¨ ïðè m 6= 0.
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Çàëåæíiñòü âèðàçó âiä ïîëÿðèçàöi¨, ÷àñòîòè òà êóòîâîãî ìîìåíòó a ¹ ïðîÿâîì

ñïií-ñïiðàëüíî¨ âçà¹ìîäi¨ ó õâèëüîâîìó ïiäõîäi. Ìàêñèìóì åôåêòó äîñÿãà¹òüñÿ

â åêâàòîðiàëüíié ïëîùèíi θ = π/2. Àçèìóòàëüíå ÷èñëî m îïèñó¹ âëàñíèé êóòî-

âèé ìîìåíò õâèëi. Êâàäðàò õâèëüîâîãî âåêòîðà (3.6) ïðè âiäìiííîìó âiä íóëÿ

m òàêîæ çàëèøà¹òüñÿ âiäìiííèì âiä íóëÿ. Çàçíà÷èìî, ùî âèêëþ÷åííÿ çàëå-

æíîñòi âiä φ ó ðîáîòi Àñåíõî, Õîéìàí [60], òàêîæ âèêëþ÷à¹ i çàëåæíiñòü âiä

àçèìóòàëüíîãî ÷èñëà m.

Òâåðäæåííÿ 3.2.2. Iíòåãðàëüíà êîíãðóåíöiÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ kµ íå ¹ ãåîäå-

çiéíîþ:

kµ∇µk0 =kµ∇µk1 = 0, (3.7)

kµ∇µk2 =r

(
aω sin2 θ +m

)2

Σ2 sin2 θ
, (3.8)

kµ∇µk3 =
cos θ

((
m2 − a2ω2 sin4 θ

) (
r2 + a2

)
− 2a2m sin2 θ

(
aω sin2 θ +m

))
Σ2 sin3 θ

.

(3.9)

Ó âèïàäêó ïðîñòîðó Øâàðöøèëüäà a→ 0,

kµ∇µk0 = kµ∇µk1 = 0, (3.10)

kµ∇µk2 =
m2

r3 sin2 θ
, (3.11)

kµ∇µk3 =
m2 cos θ

r2 sin3 θ
, (3.12)

� êîíãðóåíöiÿ íå ¹ ãåîäåçiéíîþ çà ðàõóíîê êóòîâîãî ìîìåíòó ãàðìîíiêè (m 6=

0). Ó âèïàäêó ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìîäè m = 0 âîíà ¹ ãåîäåçiéíîþ.

Ïîðiâíÿ¹ìî ðåçóëüòàòè, ùî ñòîñóþòüñÿ õâèëüîâîãî âåêòîðà îäíîíàïðÿìëåíî-

ãî içîòðîïíîãî ðîçâ'ÿçêó (2.61) ç ðåçóëüòàòàìè Ñòàðîáiíñüêîãî òà Òþêîëüñüêîãî.

Äëÿ óñóíåííÿ îñîáëèâîñòi áiëÿ ãîðèçîíòiâ ïåðåéäåìî äî íîâî¨ ðàäiàëüíî¨ çìiííî¨

� ½÷åðåïàøà÷î¨“ êîîðäèíàòè r∗:

dr∗

dr
=
r2 + a2

∆
. (3.13)

Êîìïîíåíòà õâèëüîâîãî âåêòîðà kr∗ ñòà¹

kr∗ =
dΦ

dr∗
= −ω − d

dr∗

(
ma

2
√
M 2 − a2

ln
r − r+

r − r−

)
= −ω − ma

r2 + a2
, (3.14)
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i ìè îòðèìó¹ìî ðàäiàëüíi êîìïîíåíòè ãðóïîâî¨ òà ôàçîâî¨ øâèäêîñòi ó òàêîìó

âèãëÿäi1

vgr =− dk

dω
= −1, (3.15)

vph =− k

ω
= −1 +

am

ω (r2 + a2)
= −1 +

m

ω
Ω(r). (3.16)

Âåëè÷èíà

Ω(r+) =
a

(r2
+ + a2)

(3.17)

¹ êóòîâîþ øâèäêiñòþ ÷îðíî¨ äiðè Êåððà, ÿêà îçíà÷åíà ÿê êóòîâà øâèäêiñòü

ãîðèçîíòó ïîäié.

Ôîðìóëà (3.16) òî÷íî âèçíà÷à¹ êðèòè÷íó òî÷êó (ïîâåðõíþ) äëÿ õâèëü, ùî

âèõîäÿòü âiä ÷îðíî¨ äiðè Êåððà. Çíàõîäèìî ¨¨ ç ðiâíÿííÿ vph = 0:

rcr =

√
am

ω
− a2. (3.18)

Â öié òî÷öi ôàçîâà øâèäêiñòü vph çìiíþ¹ ñâié çíàê (äèâ. òàêîæ [5], [9]). Ó ðîáîòàõ

Ñòàðîáiíñüêîãî [78] i Òþêîëüñüêîãî ((5.11) â [10]) òàêå ñïiââiäíîøåííÿ îòðèìàíî

ëèøå â îêîëi ãîðèçîíòó (r → r+)

rcr = r+ =

√
am

ω
− a2. (3.19)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî óìîâà çìiíè õàðàêòåðó õâèëi iç âõiäíîãî íà âèõiäíèé ó

äîâiëüíié òî÷öi ìà¹ òàêèé ñàìèé âèãëÿä, ÿê i íà ãîðèçîíòi.

Ãðóïîâà øâèäêiñòü âèõiäíî¨ îäíîíàïðÿìëåíî¨ õâèëi ¹ çàâæäè øâèäêiñòþ ñâi-

òëà (ó âàêóóìi). Ôàçîâà øâèäêiñòü ¹ ìåíøîþ çà øâèäêiñòü ñâiòëà ó âàêóóìi.

Äëÿ ÷àñòîò, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

ω <
am

(r2 + a2)
(3.20)

ôàçîâà øâèäêiñòü ìà¹ ïðîòèëåæíèé äî ãðóïîâî¨ øâèäêîñòi íàïðÿìîê, äëÿ ÷à-

ñòîò

ω >
am

(r2 + a2)
(3.21)

1Ç öüîãî ìiñöÿ i äî êiíöÿ ïiäðîçäiëó ìè çìiíèìî çíàê ïåðåä ω íà ïðîòèëåæíèé, ùîá ïîðiâíÿòè ç ðåçóëü-

òàòàìè Ñòàðîáiíñüêîãî òà Òþêîëüñüêîãî.
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ôàçîâà øâèäêiñòü ìà¹ îäíàêîâèé ç ãðóïîâîþ øâèäêiñòþ íàïðÿìîê.

Ôàçîâà øâèäêiñòü ñòà¹ îði¹íòîâàíîþ â òîìó æ íàïðÿìêó, ùî é ãðóïîâà øâèä-

êiñòü òà ïðÿìó¹ äî øâèäêîñòi ñâiòëà ïðè ω →∞, àáî r →∞. ßê âèäíî ç ôîð-

ìóëè (3.16), ïðàâèëüíî¨ ó âñüîìó äiàïàçîíi ÷àñòîò, ôàçîâà øâèäêiñòü çàëåæèòü

âiä çíàêó ω, ÿêèé âèçíà÷à¹ ïîëÿðèçàöiþ õâèëi, ùî ¹ ïðîÿâîì ñïií-ñïiðàëüíî¨

âçà¹ìîäi¨. Ó ðîáîòàõ Òþêîëüñüêîãî, Ñòàðîáiíñüêîãî çíàê ω ââàæà¹òüñÿ äîäà-

òíiì.

Âèñíîâîê äî ïiäðîçäiëó

Âèêîðèñòîâóþ÷è òî÷íèé âèõiäíèé îäíîíàïðÿìëåíèé ðîçâ'ÿçîê, îòðèìàíî âè-

ðàçè äëÿ ôàçè òà êîìïîíåíò õâèëüîâîãî âåêòîðà. Âñòàíîâëåíî, ùî õâèëüîâèé

âåêòîð íå ¹ içîòðîïíèì, ùî ç îäíîãî áîêó ïîâ'ÿçàíå ç êóòîâèì ìîìåíòîì ãàðìî-

íiêè, à ç iíøîãî � ç åôåêòîì ñïií-ñïiðàëüíî¨ âçà¹ìîäi¨. Iíòåãðàëüíà êîíãðóåíöiÿ

âåêòîðíîãî ïîëÿ kµ íå ¹ ãåîäåçiéíîþ ç öèõ ñàìèõ ïðè÷èí.

Íàø âèñíîâîê ïðî íåiçîòðîïíiñòü õâèëüîâîãî âåêòîðà ñïiâïàäà¹ ç âèñíîâêîì

ðîáîòè Àñåíõî, Õîéìàí [60] äëÿ ìåòðèêè Êåððà, òà íå ñïiâïàäà¹ äëÿ ìåòðè-

êè Øâàðöøèëüäà. Âèñíîâîê ïðî içîòðîïíiñòü õâèëüîâîãî âåêòîðà ó ðîáîòi [60]

îòðèìàíèé â ïðèïóùåííi ïðî íåçàëåæíiñòü âåêòîð-ïîòåíöiàëó âiä êîîðäèíàòè

φ, òîìó çàëåæíiñòü âiä àçèìóòàëüíîãî ÷èñëà çíèêà¹, i õâèëüîâèé âåêòîð ¹ içî-

òðîïíèì ó øâàðöøèëüäiâñüêié ìåæi.

Îòðèìàíî âèðàçè äëÿ ôàçîâî¨ òà ãðóïîâî¨ øâèäêîñòi. Ãðóïîâà øâèäêiñòü ¹

ñòàëîþ òà äîðiâíþ¹ øâèäêîñòi ñâiòëà ó âàêóóìi. Ôàçîâà øâèäêiñòü ìîæå áóòè

âiäìiííîþ âiä øâèäêîñòi ñâiòëà ó âàêóóìi, à òàêîæ ðiâíîþ íóëåâi íà êðèòè÷íié

ïîâåðõíi. Ïðè âiäïîâiäíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi, öÿ ïîâåðõíÿ ëåæèòü

ïîçà ãîðèçîíòîì ïîäié r > r+.
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3.3. Ôiçè÷íi êîìïîíåíòè îäíîíàïðÿìëåíîãî içîòðîïíîãî ïîëÿ Ìà-

êñâåëëà òà ïîâåðõíi ñòàëî¨ ôàçè

Ðîçãëÿíåìî âèõiäíå îäíîíàïðÿìëåíå içîòðîïíå ïîëå Ìàêñâåëëà (2.62). Äëÿ

îòðèìàííÿ âåëè÷èí, ÿêi çiñòàâëÿòèìóòüñÿ çi ñïîñòåðåæóâàíèìè äàíèìè, íåîá-

õiäíî çíàéòè êîìïîíåíòè òåíçîðà Fab ó ëîêàëüíié ñèñòåìi âiäëiêó ñïîñòåðiãà÷à.

Îòðèìàíi êîìïîíåíòè òåíçîðà â ëîêàëüíié ñèñòåìi âiäëiêó ñïîñòåðiãà÷à íàçèâà-

þòüñÿ ôiçè÷íèìè êîìïîíåíòàìè ïîëÿ [62].

Äëÿ îòðèìàííÿ ôiçè÷íèõ êîìïîíåíò ïîëÿ Ìàêñâåëëà ïåðåéäåìî äî îðòîíîð-

ìîâàíî¨ òåòðàäè Êiííåðñëi (À.55)

ea(0) =

[(
r2 + a2

)( 1

∆
+

1

2Σ

)
, 1− ∆

2Σ
, 0, a

(
1

∆
+

1

2Σ

)]
, (3.22)

ea(1) =

[(
r2 + a2

)( 1

∆
− 1

2Σ

)
, 1 +

∆

2Σ
, 0, a

(
1

∆
− 1

2Σ

)]
, (3.23)

ea(2) =

[
a2 sin θ cos θ

Σ
, 0,

r

Σ
,
a cos θ

Σ sin θ

]
, (3.24)

ea(3) =

[
−ar sin θ

Σ
, 0,

a cos θ

Σ
,− r

Σ sin θ

]
. (3.25)

Ôiçè÷íi êîìïîíåíòè E1̂ òà E2̂ âèõiäíîãî îäíîíàïðÿìëåíîãî içîòðîïíîãî ïîëÿ

Ìàêñâåëëà (1.44) â îðòîíîðìîâàíié òåòðàäi Êiííåðñëi ïîâ'ÿçàíi ç êîìïîíåíòîþ

ϕ2 ó içîòðîïíié òåòðàäi Êiííåðñëi íàñòóïíèì ñïiââiäíîøåííÿì

ϕ2 = −E1̂ − iE2̂, (3.26)

ÿêå îòðèìàíå çàñòîñóâàííÿì óìîâè ϕ1 = ϕ0 = 0 äî ñïiââiäíîøåíü ìiæ êîì-

ïîíåíòàìè òåíçîðà Ìàêñâåëëà â îðòîíîðìîâàíié òåòðàäi (3.22)-(3.25) òà êîìïî-

íåíòàìè ñïiíîðà Ìàêñâåëëà ó ñïiíîâié äiàäi ( [13], (5.1.59); [30], ñ. 91)

E1̂ − iB1̂ = ϕ0 − ϕ2,

E2̂ − iB2̂ = i(ϕ0 + ϕ2),

E3̂ − iB3̂ = −2ϕ1.

(3.27)

Îòðèìó¹ìî E1̂ − iB1̂ = −ϕ2, E2̂ − iB2̂ = iϕ2, çâiäêè ëåãêî çíàõîäèìî (3.26).



83

Âèêîðèñòà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (3.26) äëÿ îòðèìàííÿ âèðàçiâ äëÿ ôiçè÷íèõ

êîìïîíåíò ÎIÏ Ìàêñâåëëà. Ïiäñòàâèìî ðîçâ'ÿçîê (2.61) ó (3.26) òà îòðèìó¹ìî

E1̂ =
√
c2

1 + c2
2

e−aω cos θ

√
Σ sin θ

(
1− cos θ

sin θ

)m
sin Φ, (3.28)

E2̂ =
√
c2

1 + c2
2

e−aω cos θ

√
Σ sin θ

(
1− cos θ

sin θ

)m
cos Φ, (3.29)

äå àìïëiòóäè êîìïîíåíò ïîëÿ òà ôàçà ìàþòü âèãëÿä:

E01̂ = E02̂ =
√
c2

1 + c2
2

e−aω cos θ

√
Σ sin θ

(
1− cos θ

sin θ

)m
, (3.30)

Φ = ω

(
t− r −M ln ∆− M 2

√
M 2 − a2

ln

(
r − r+

r − r−

))
+

+m

(
φ− a

2
√
M 2 − a2

ln

(
r − r+

r − r−

))
− arctg

c1

c2
+ arctg

a cos θ

r
. (3.31)

Àìïëiòóäè êîìïîíåíò (3.28), (3.29) îäíàêîâi, ðiçíèöÿ ôàç äîðiâíþ¹ π/2, òî-

ìó õâèëÿ ¹ öèðêóëÿðíî-ïîëÿðèçîâàíîþ. Çíàê ω âèçíà÷à¹ ïîëÿðèçàöiþ õâèëi �

ïðè ω > 0 õâèëÿ ìà¹ ïðàâó êðóãîâó ïîëÿðèçàöiþ, ïðè ω < 0 � ëiâó êðóãîâó

ïîëÿðèçàöiþ.

Ñïîñòåðiãà÷, ùî âèìiðþ¹ ôiçè÷íi êîìïîíåíòè E1̂, E2̂ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ, çíà-

õîäèòüñÿ ó ñïîêî¨ âiäíîñíî ëîêàëüíî¨ îðòîíîðìîâàíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó (ÎÒÊ).

Éîãî øâèäêiñòü ó öié ñèñòåìi âiäëiêó ¹

v(a) = [1, 0, 0, 0] . (3.32)

Êîâàðiàíòíi êîìïîíåíòè 4-øâèäêîñòi ó ñèñòåìi êîîðäèíàò Áîé¹ðà-Ëiíäêâiñòà

îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

va = v(a)e
(a)
a , (3.33)

äå e(a)
a � êîâàðiàíòíi êîìïîíåíòè âåêòîðiâ ëîêàëüíî¨ îðòîíîðìîâàíî¨ òåòðàäè

Êiííåðñëi, òà äîðiâíþþòü

va =
1√
2

[(
1 +

∆

2Σ

)
,
1

2
− Σ

∆
, 0,−a sin2 θ

(
1 +

∆

2Σ

)]
. (3.34)

Öåé âèðàç ïîêàçó¹ ÿêó 4-øâèäêiñòü ó êîîðäèíàòíié áàçi áóäå ìàòè ëîêàëüíèé

ñïîñòåðiãà÷, ùî çíàõîäèòüñÿ ó òî÷öi ç êîîðäèíàòàìè Áîé¹ðà-Ëiíäêâiñòà (r, θ, φ).
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Çîáðàçèìî êðèâi òà ïîâåðõíi ñòàëî¨ ôàçè ó ïîëÿðíié òà ñôåðè÷íié ñèñòåìàõ

êîîðäèíàò, äå ðàäiàëüíó êîîðäèíàòó âiçüìåìî â îäèíèöÿõ ãîðèçîíòó Êåððà r̄ =

r/r+. Âåêòîð åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ E = E1̂i + E2̂j íà òàêié êðèâié, àáî ïîâåðõíi,

ìà¹ îäíàêîâó îði¹íòàöiþ äëÿ âiäïîâiäíèõ ñïîñòåðiãà÷iâ.

Ïðè ôiêñîâàíié êîîðäèíàòi t â åêâàòîðiàëüíié ïëîùèíi (θ = π/2) ç ðiâíÿííÿ

Φ(r̄, φ) = const îòðèìó¹ìî êðèâó ñòàëî¨ ôàçè. Öÿ êðèâà çîáðàæåíà íà ðèñ. 3.1

òà ðèñ. 3.2 äëÿ äâîõ âèïàäêiâ ïàðàìåòðiâ õâèëi � áåç ñóïåðâèïðîìiíþâàííÿ

òà ç ñóïåðâèïðîìiíþâàííÿì âiäïîâiäíî. Äëÿ ðiçíèõ ÷àñòîò ó âèïàäêó óìîâè

ñóïåðâèïðîìiíþâàííÿ êðèâi ñòàëî¨ ôàçè çîáðàæåíi íà ðèñ. 3.5.

Ïîâåðõíi ñòàëî¨ ôàçè ïðè ôiêñîâàíié êîîðäèíàòi t âèçíà÷àþòüñÿ ç ðiâíÿííÿ

Φ(r̄, θ, φ) = const òà çîáðàæåíi íà ðèñóíêàõ 3.3 òà 3.4. Íàçèâàòèìåìî öi ïîâåðõíi

ñôåðî¨äàëüíèìè ãåëiêî¨äàìè. Ïðèm = 0 ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi ñòàëî¨ ôàçè ¹ åëiïñî-

¨äîì, äîäàòêîâî ïðè a = 0 � ñôåðîþ. Íàÿâíiñòü êóòîâîãî ìîìåíòó ãàðìîíiêè

åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿm 6= 0 âíîñèòü ó ðiâíÿííÿ ñòàëî¨ ôàçè çàëåæíiñòü âiä φ

òà �ïåðåòâîðþ¹� åëiïñî¨ä ó ïîâåðõíþ, ïîäiáíó äî ãåëiêî¨äà. ×åðåç íàÿâíiñòü äî-

äàíêà ç àðêòàíãåíñîì ó (3.31), ïîâåðõíÿ íåñèìåòðè÷íà âiäíîñíî åêâàòîðiàëüíî¨

ïëîùèíè (θ = π/2).

Âèñíîâêè äî ïiäðîçäiëó

Îòðèìàíî âèðàçè äëÿ ôiçè÷íèõ êîìïîíåíò ïîëÿ Ìàêñâåëëà ó ëîêàëüíié îðòî-

íîðìîâàíié òåòðàäi Êiííåðñëi, êîâàðiàíòíi êîìïîíåíòè 4-øâèäêîñòi ñïîñòåðiãà-

÷à âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ (3.34). Âèõiäíèé îäíîíàïðÿìëåíèé ðîçâ'ÿçîê îïèñó¹

âèõiäíi õâèëi ç êðóãîâîþ ïîëÿðèçàöi¹þ. Àìïëiòóäà êîìïîíåíò âåêòîðà åëåêòðè-

÷íî¨ íàïðóæåíîñòi (3.28), (3.29) îäíàêîâà, à ðiçíèöÿ ôàç ñòàëà òà äîðiâíþ¹ π/2.

Ôàçà õâèëi, ÿêó âèìiðþ¹ ñïîñòåðiãà÷, îçíà÷åíà ÿê ôàçà îäíi¹¨ ç êîìïîíåíò ïîëÿ

(E1̂ ÷è E2̂). Ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi ñòàëî¨ ôàçè ó ñôåðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìà¹

âèãëÿä ñôåðî¨äàëüíîãî ãåëiêî¨äà.

4-øâèäêiñòü ó êîîðäèíàòàõ Áîé¹ðà-Ëiíäêâiñòà (3.34) ìà¹ ñèìåòðiþ âiäíîñíî

θ = π/2, â òîé ÷àñ ÿê ôàçà ñïîñòåðiãà÷à ¨¨ íå ìà¹. Öå ñâiä÷èòü ïðî çàïiçíåííÿ

(0 < θ < π/2) òà âèïåðåäæåííÿ (π/2 < θ < π) ïîâåðõíi ñòàëî¨ ôàçè, ùî
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Ðèñ. 3.1. Êðèâà ñòàëî¨ ôàçè Φ = const ïðè
θ = π/2 çîáðàæåíà â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ
(r̄, φ) (÷åðâîíà), ãîðèçîíò Êåððà r̄ = 1 (÷îð-
íà). r̄ � ðàäióñ â îäèíèöÿõ ãîðèçîíòó Êåððà
r̄ = r/r+,M = 1, a = 0.9, ω = 1,m = 1, c1 = 1,
c2 = 1.

Ðèñ. 3.2. Êðèâà ñòàëî¨ ôàçè Φ = const ïðè
θ = π/2 â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ (r̄, φ) ó
âèïàäêó óìîâè ñóïåðâèïðîìiíþâàííÿ (÷åðâî-
íà), ïîâåðõíÿ ñóïåðâèïðîìiíþâàííÿ r̄ = r̄cr
(ñiðà) òà ãîðèçîíò Êåððà r̄ = 1 (÷îðíà). r̄ �
ðàäióñ â îäèíèöÿõ ãîðèçîíòó Êåððà r̄ = r/r+,
M = 1, a = 0.9, ω = 0.2, m = −1, c1 = 1,
c2 = 1, r̄cr = rcr/r+ = 1.34r+.

âèêëèêàíå âïëèâîì îáåðòàííÿì ÷îðíî¨ äiðè Êåððà.

3.4. Ïîëÿðèçàöiéíi âëàñòèâîñòi âèõiäíîãî îäíîíàïðÿìëåíîãî ïî-

ëÿ Ìàêñâåëëà

Îòðèìàâøè âèðàçè äëÿ ôiçè÷íèõ êîìïîíåíò âèõiäíî¨ îäíîíàïðÿìëåíî¨ åëå-

êòðîìàãíiòíî¨ õâèëi (3.28), (3.29), îá÷èñëèìî ¨¨ ïàðàìåòðè Ñòîêñà

S0 = E2
01̂

+ E2
02̂

= 2
(
c2

1 + c2
2

) e−2aω cos θ

Σ sin2 θ

(
1− cos θ

sin θ

)2m

, (3.35)

S1 = E2
01̂
− E2

02̂
= 0, (3.36)

S2 = 2E01̂E02̂ cos δ = 0, (3.37)

S3 = 2E01̂E02̂ sin δ = ±2
(
c2

1 + c2
2

) e−2aω cos θ

Σ sin2 θ

(
1− cos θ

sin θ

)2m

; (3.38)
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Ðèñ. 3.3. Ïîâåðõíÿ ñòàëî¨ ôàçè Φ = const
â ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ (r̄, θ, φ) (÷åðâîíà).
r̄ � ðàäióñ â îäèíèöÿõ ãîðèçîíòó Êåððà r̄ =
r/r+, M = 1, a = 0.9, ω = 1, m = 1, c1 = 1,
c2 = 1.

Ðèñ. 3.4. Ïîâåðõíÿ ñòàëî¨ ôàçè Φ = const â
ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ (r̄, θ, φ) ó âèïàäêó ñó-
ïåðâèïðîìiíþâàííÿ (÷åðâîíà), ïîâåðõíÿ ñó-
ïåðâèïðîìiíþâàííÿ r̄ = r̄cr (ñèíÿ) òà ãîðè-
çîíò Êåððà r̄ = 1 (÷îðíà). r̄ � ðàäióñ â îäè-
íèöÿõ ãîðèçîíòó Êåððà r̄ = r/r+, M = 1,
a = 0.9, ω = 0.2, m = −1, c1 = 1, c2 = 1,
r̄cr = rcr/r+ = 1.34r+.

òà çíàéäåìî êóòè åëiïòè÷íîñòi òà îði¹íòàöi¨ [63]

ψ =
1

2
arctg

S2

S1
= 0, (3.39)

χ =
1

2
arcsin

S3

S0
= ±π

4
, (3.40)

äå ψ îði¹íòàöiéíèé êóò (0 ≤ ψ ≤ π), χ � êóò åëiïòè÷íîñòi (−π/4 ≤ χ ≤ π/4),

δ = δ2 − δ1 � ðiçíèöÿ ôàç êîìïîíåíò E2̂ òà E1̂, çíàê ¾+¿ ó (3.40) áåðåòüñÿ äëÿ

ïðàâî ïîëÿðèçîâàíî¨ õâèëi, ¾−¿ � äëÿ ëiâî ïîëÿðèçîâàíî¨.

Ç ôîðìóë äëÿ ïîëÿðèçàöiéíèõ êóòiâ âèïëèâà¹, ùî êóòè îði¹íòàöi¨ òà åëi-

ïòè÷íîñòi íå çàëåæàòü âiä êîîðäèíàò. Öå îçíà÷à¹, ùî ëîêàëüíèé ñïîñòåðiãà÷ ó

âñiõ òî÷êàõ ñïîñòåðåæåííÿ ñïîñòåðiãà¹ ïðàâî, ÷è ëiâî öèðêóëÿðíî ïîëÿðèçîâàíó

õâèëþ. Öå äâà îêðåìi âèïàäêè, ùî çàëåæàòü âiä çíàêó ω.

Äëÿ âèÿâëåííÿ ãðàâiòàöiéíîãî åôåêòó Ôàðàäåÿ íàì ïîòðiáíî ìàòè ëiíiéíî

ïîëÿðèçîâàíó õâèëþ. Îñêiëüêè ñèñòåìà ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà (2.17) ¹ ëiíiéíîþ,
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Ðèñ. 3.5. Êðèâà ñòàëî¨ ôàçè Φ = const ïðè θ = π/2 â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ (r̄, φ) ó âèïàäêó
óìîâè ñóïåðâèïðîìiíþâàííÿ (÷åðâîíà � ω = 0.25, çåëåíà � ω = 0.2, ñèíÿ � ω = 0.15),
ïîâåðõíÿ ñóïåðâèïðîìiíþâàííÿ r̄ = r̄cr (ñiðà) òà ãîðèçîíò Êåððà r̄ = 1 (÷îðíà). r̄ � ðàäióñ
â îäèíèöÿõ ãîðèçîíòó Êåððà r̄ = r/r+, M = 1, a = 0.9, m = −1, c1 = 1, c2 = 1, r̄cr1 = 1.16r+,
r̄cr2 = 1.34r+, r̄cr3 = 1.59r+.

ìè ìîæåìî ñêîðèñòàòèñü ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöi¨ äëÿ ïîáóäîâè ëiíiéíî ïîëÿ-

ðèçîâàíî¨ õâèëi.

Ðîçãëÿíåìî ñóïåðïîçèöiþ âèõiäíèõ îäíîíàïðÿìëåíèõ ïîëiâ ïðàâî¨ òà ëiâî¨

ïîëÿðèçàöi¨

ϕT2 = ϕR2 + ϕL2 . (3.41)

Âèêîðèñòà¹ìî ðîçâ'ÿçîê (2.61) ç ðiçíèìè çíà÷åííÿìè êîíñòàíò âiäîêðåìëåííÿ

ω òàm. ×àñòîòó âèáåðåìî îäíàêîâîþ çà âåëè÷èíîþ ωR = ωL = ω, à àçèìóòàëüíi

÷èñëà � ïðîòèëåæíèìè mR = −mL = m

ϕR2 =
Cm(ω)

sin θ(r − ia cos θ)
eiωη1+imη2e−aω cos θ

(
1− cos θ

sin θ

)m
, (3.42)

ϕL2 =
Dm(ω)

sin θ(r − ia cos θ)
e−iωη1−imη2eaω cos θ

(
1− cos θ

sin θ

)−m
. (3.43)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.26) òà (3.41), îòðèìó¹ìî ϕR2 + ϕL2 = −ET
1̂
− iET

2̂
, i äàëi

ET
1̂

= ET
01̂

cos (ωη1 +mη2 − arctgγ1) , (3.44)

ET
2̂

= ET
02̂

cos (ωη1 +mη2 − arctgγ2) , (3.45)
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äå Dm(ω) = d1 + id2,

ET
01̂

=
(
A2
R(c2

1 + c2
2)Σ + A2

L(d2
1 + d2

2)Σ+ 2ARAL

(
(c1d1 − c2d2)(r

2 − a2 cos2 θ)−

−2(c1d2 + c2d1)ra cos θ
)) 1

2 , (3.46)

ET
02̂

=
(
A2
R(c2

1 + c2
2)Σ + A2

L(d2
1 + d2

2)Σ− 2ARAL

(
(c1d1 − c2d2)(r

2 − a2 cos2 θ)−

−2(c1d2 + c2d1)ra cos θ
)) 1

2 , (3.47)

γ1 =

(
d1 − c1

AR
AL

)
a cos θ
r + d2 − c2

AR
AL

−
(
d2 + c2

AR
AL

)
f + d1 + c1

AR
AL

, γ2 =

(
d2 − c2

AR
AL

)
a cos θ
r − d1 + c1

AR
AL(

d1 + c1
AR
AL

)
f + d2 + c2

AR
AL

, (3.48)

AR =
e−aω cos θ

Σ sin θ

(
1− cos θ

sin θ

)m
, AL =

eaω cos θ

Σ sin θ

(
1− cos θ

sin θ

)−m
. (3.49)

Ïàðàìåòðè Ñòîêñà, êóòè îði¹íòàöi¨ òà åëiïòè÷íîñòi ¹ òàêèìè

S0 =2Σ
(
(c2

1 + c2
2)A

2
R + (d2

1 + d2
2)A

2
L

)
, (3.50)

S1 =4ARAL

(
(c1d1 − c2d2)

(
r2 − a2 cos2 θ

)
− 2 (c1d2 + c2d1) ra cos θ

)
, (3.51)

S2 =4ARAL

(
(c1d2 + c2d1)(r

2 − a2 cos2 θ) + 2(c1d1 − c2d2)ra cos θ
)
, (3.52)

S3 =2Σ
(
(c2

1 + c2
2)A

2
R − (d2

1 + d2
2)A

2
L

)
; (3.53)

ψT =
1

2
arctg

(
c1d2 + c2d1

c1d1 − c2d2

)
+ arctg

a cos θ

r
, (3.54)

χT =
1

2
arcsin

 c21+c22
d21+d22

(
1−cos θ

sin θ

)4m
e−4aω cos θ − 1

c21+c22
d21+d22

(
1−cos θ

sin θ

)4m
e−4aω cos θ + 1

 . (3.55)

Êîîðäèíàòíà îñîáëèâiñòü íà ïîëÿðíié îñi, ÿê âèäíî iç (3.55), ¹ óñóâíîþ,

îñêiëüêè ãðàíèöÿ χT ïðè θ → 0, θ → π ¹ ñêií÷åííîþ.

Ïðè äîâiëüíèõ Cm(ω) òà Dm(ω), êîìïîíåíòè (3.44), (3.45) îïèñóþòü åëiïòè-

÷íî ïîëÿðèçîâàíó õâèëþ. Ëiíiéíî ïîëÿðèçîâàíó õâèëþ îòðèìà¹ìî ç óìîâè ðiâ-

íîñòi ôàç öèõ êîìïîíåíò γ1 = γ2:

d2
1 + d2

2

c2
1 + c2

2

=

(
1− cos θ

sin θ

)4m

e−4aω cos θ. (3.56)

Êîíñòàíòè c1, c2, d1, d2 âèçíà÷åíi äëÿ ïåâíèõ ω, m. Çàäàííÿ öèõ êîíñòàíò

âèçíà÷à¹ êóò θ, ïðè ÿêîìó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.56). Âèïðîìiíþâàííÿ ïðè öüîìó
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çíà÷åííi êóòà áóäå ëiíiéíî ïîëÿðèçîâàíèì, äëÿ âñiõ iíøèõ çíà÷åíü êóòà θ �

åëiïòè÷íî ïîëÿðèçîâàíèì.

Ôîðìóëà, ùî âèçíà÷à¹ êóò ïîâîðîòó ïëîùèíè ïîëÿðèçàöi¨ ëiíiéíî ïîëÿðèçî-

âàíî¨ õâèëi ìà¹ âèãëÿä

χT =
1

2
arctg

(
c1d2 + c2d1

c1d1 − c2d2

)
+ arctg

a cos θ

r
. (3.57)

Êóò åëiïòè÷íîñòi çàëåæèòü ëèøå âiä ïîëÿðíîãî êóòà θ, ùî ¹ íàñëiäêîì àêñi-

àëüíî¨ ñèìåòði¨, i ìà¹ óñóâíèé ðîçðèâ íà ïîëÿðíié îñi. Äëÿ ïîðiâíÿííÿ ç ðåçóëü-

òàòàìè �âàäàíiíi, Áàðá'¹ði [66, 67] ðîçãëÿíåìî ïîâåäiíêó ôóíêöi¨ χ ïðè íàáëè-

æåííi äî òî÷êè ðîçðèâó.

Çàäëÿ íàî÷íîñòi ïðîäåìîíñòðó¹ìî ïîâåäiíêó êóòà åëiïòè÷íîñòi (3.55) ïðè

θ → 0, θ → π. Îáìåæèìîñü ðîçãëÿäîì ëèøå ÷ëåíiâ ðîçêëàäó, ùî ¹ íàñòóïíèìè

ïiñëÿ ãîëîâíîãî. Çàëåæíiñòü êóòà åëiïòè÷íîñòi âiä θ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ñòåïåíå-

âîþ ôóíêöi¹þ ç ïîêàçíèêîì m, òàê i ïîêàçíèêîâîþ, ïîêàçíèê ÿêî¨ çàëåæèòü âiä

ω. Âèïàäêè ç ðiçíèìè çíàêàìè m âèçíà÷àòèìóòü ðiçíi àñèìïòîòèêè.

Âèïàäîê m > 0

χT
∣∣∣
θ→0

= −π
4

+
1

4

c2
1 + c2

2

d2
1 + d2

2

e−2aωθ2m +O
(
θ2(m+1)

)
, (3.58)

χT
∣∣∣
θ→π

=
π

4
− 1

4

d2
1 + d2

2

c2
1 + c2

2

e−2aω(θ − π)2m +O
(

(θ − π)2(m+1)
)
. (3.59)

Âèïàäîê m < 0

χT
∣∣∣
θ→0

=
π

4
− 1

4

d2
1 + d2

2

c2
1 + c2

2

e2aωθ−2m +O
(
θ−2(m−1)

)
, (3.60)

χT
∣∣∣
θ→π

= −π
4

+
1

4

c2
1 + c2

2

d2
1 + d2

2

e2aω(θ − π)−2m +O
(

(θ − π)−2(m−1)
)
. (3.61)

Âèïàäîê m = 0

χT
∣∣∣
θ→0

=
1

2
arcsin

 c21+c22
d21+d22

e−4aω − 1

c21+c22
d21+d22

e−4aω + 1

+

√
c21+c22
d21+d22

aωe−2aω

c21+c22
d21+d22

e−4aω + 1
θ2 +O

(
θ4
)
, (3.62)

χT
∣∣∣
θ→π

=
1

2
arcsin

 c21+c22
d21+d22

e4aω − 1

c21+c22
d21+d22

e4aω + 1

−
√

c21+c22
d21+d22

aωe2aω

c21+c22
d21+d22

e4aω + 1
(θ − π)2 +O ((θ − π)4).

(3.63)
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Âèðàçè (3.58)-(3.63) íàî÷íî äåìîíñòðóþòü õàðàêòåð ïîâåäiíêè êóòà åëiïòè-

÷íîñòi áiëÿ ïiâîñåé.

Ðåçóëüòàò Áàðá'¹ði, �âàäàíiíi ( [67], ôîðìóëà (1)) ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì íà-

øî¨ ôîðìóëè (3.62) ïðè çàñòîñóâàííi íàáëèæåííÿ ω → 0, θ → 0.

Ó âèïàäêó |Cm(ω)| = |Dm(ω)|, îòðèìó¹ìî ëiíiéíî ïîëÿðèçîâàíó õâèëþ â

åêâàòîðiàëüíié ïëîùèíi (θ = π/2, χT (π/2) = 0). Â iíøèõ òî÷êàõ ïðîñòîðó êóò

åëiïòè÷íîñòi îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ

χT =
1

2
arcsin

((
1−cos θ

sin θ

)4m
e−4aω cos θ − 1(

1−cos θ
sin θ

)4m
e−4aω cos θ + 1

)
. (3.64)

Óìîâà |Cm(ω)| = |Dm(ω)| ìîæå áóòè íàêëàäåíà ÿê ïðèïóùåííÿ ïðî ñïiââiäíî-

øåííÿ ìiæ ïðàâî òà ëiâî ïîëÿðèçîâàíèìè ñêëàäîâèìè åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ,

ùî ãåíåðóþòüñÿ ôiçè÷íèìè ïðîöåñàìè â îêîëi ÷îðíî¨ äiðè Êåððà.

Ïðîàíàëiçó¹ìî ïîâåäiíêó êóòà åëiïòè÷íîñòi (3.64) äëÿ âèïàäêó |Cm(ω)| =

|Dm(ω)|. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê m > 0 (äèâ. Ðèñ. 3.6). Â �ïiâíi÷íié ïiâêóëi� (0 <

θ < π/2) êóò åëiïòè÷íîñòi ìà¹ âiä'¹ìíèé çíàê, ùî îçíà÷à¹, ùî âèïðîìiíþâàí-

íÿ ¹ ëiâî åëiïòè÷íî ïîëÿðèçîâàíèì. Ó âèñîêî÷àñòîòíié ìåæi ω → ∞ âîíî ñòà¹

ëiâî öèðêóëÿðíî ïîëÿðèçîâàíèì � χT = −π/4. Çà ðàõóíîê ñòåïåíåâî¨ ôóíêöi¨

((1−cos θ)/ sin θ)4m, ÿêà íà ïîëþñàõ ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi, ïðè θ → 0 õâèëÿ

¹ ëiâî öèðêóëÿðíî ïîëÿðèçîâàíîþ. Â �ïiâäåííié ïiâêóëi� çíà÷åííÿ êóòà åëiïòè-

÷íîñòi ìà¹ äîäàòíié çíàê, âèïðîìiíþâàííÿ ¹ ïðàâî åëiïòè÷íî ïîëÿðèçîâàíèì,

â âèñîêî÷àñòîòíié ìåæi âîíî ñòà¹ ïðàâî öèðêóëÿðíî ïîëÿðèçîâàíèì. Â ìåæi

θ → π îòðèìó¹ìî ïðàâó öèðêóëÿðíó ïîëÿðèçàöiþ.

Ó âèïàäêó m < 0 (äèâ. Ðèñ. 3.7) â ôîðìóëi êóòà åëiïòè÷íîñòi åêñïîíåíòà

exp(−4aω cos θ) ¹ çðîñòàþ÷îþ ôóíêöi¹þ, à ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ � ñïàäíîþ. Ïðè

ïåðåâàæàííi ñòåïåíåâî¨ ôóíêöi¨ (ïðè ìàëèõ aω), êóò åëiïòè÷íîñòi ¹ äîäàòíiì òà

îïèñó¹òüñÿ ñïàäíîþ ôóíêöi¹þ. Ïðè ïåâíîìó çíà÷åííi aω ïî÷èíà¹ ïåðåâàæàòè

åêñïîíåíòà, ç'ÿâëÿ¹òüñÿ îáëàñòü çíà÷åíü òåòà (θ1, π/2), â ÿêié êóò åëiïòè÷íîñòi ¹

âiä'¹ìíèì (ëiâà åëiïòè÷íà ïîëÿðèçàöiÿ), òà îáëàñòü (π/2, θ2), äå êóò åëiïòè÷íîñòi

¹ äîäàòíiì (ïðàâà åëiïòè÷íà ïîëÿðèçàöiÿ). Â òî÷êàõ θ = θ1, θ = θ2, θ = π/2

õâèëÿ ¹ ëiíiéíî ïîëÿðèçîâàíà.
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Ðèñ. 3.6. Êóò åëiïòè÷íîñòi χT (θ) (3.64), m =
1, aω = 0.1 (ñóöiëüíà, ÷åðâîíà), aω = 1 (øòðè-
õîâà, ñèíÿ), aω = 2 (ðîçiìêíóòà, çåëåíà).

Ðèñ. 3.7. Êóò åëiïòè÷íîñòi χT (θ) (3.64), m =
−1, aω = 0.1 (ñóöiëüíà, ÷åðâîíà), aω = 1
(øòðèõîâà, ñèíÿ), aω = 2 (ðîçiìêíóòà, çåëå-
íà).

Ïðè aω → ∞ òî÷êà θ = θ1 çìiùó¹òüñÿ âëiâî äî çíà÷åííÿ θ = 0, òî÷êà

θ = θ2 çìiùó¹òüñÿ âïðàâî äî çíà÷åííÿ θ = π. Òî÷êè θ1, θ2 äëÿ çàäàíèõ m òà aω

çíàõîäÿòüñÿ ç ðiâíÿííÿ(
1− cos θ

sin θ

)4m

e−4aω cos θ − 1 = 0. (3.65)

Îòæå, ïîëÿðèçàöiþ õâèëi âèçíà÷à¹ ÿê âëàñíèé êóòîâèé ìîìåíò õâèëi, òàê i

ñïií-ñïiðàëüíà âçà¹ìîäiÿ, ÿêó âèçíà÷à¹ ìíîæíèê eaω cos θ, ùî âõîäèòü ó àìïëiòó-

äè êîìïîíåíò õâèëü ïðàâî¨ òà ëiâî¨ ïîëÿðèçàöi¨. Ïðè âçà¹ìîäi¨ êóòîâîãî ìîìåíòó

÷îðíî¨ äiðè ç ïîëÿðèçàöi¹þ õâèëi öåé ìíîæíèê âèçíà÷à¹ ïiäñèëåííÿ àáî ïðè-

äóøåííÿ îäíi¹¨ ç ñêëàäîâèõ åëiïòè÷íî ïîëÿðèçîâàíî¨ õâèëi. Âåëè÷èíà åôåêòó

ïðîïîðöiéíà äî ÷àñòîòè ω, ïèòîìîãî êóòîâîãî ìîìåíòó ÷îðíî¨ äiðè Êåððà a òà

çàëåæèòü âiä ïîëÿðíîãî êóòà.

Ïðè âèêîíàííi óìîâè ëiíiéíî¨ ïîëÿðèçàöi¨ (3.56), êóò åëiïòè÷íîñòi χT = 0

(S3 = 0), i ôîðìóëà êóòà îði¹íòàöi¨ îïèñó¹ ïîâîðîò ïëîùèíè ïîëÿðèçàöi¨, ÿêèé

ïðîïîðöiéíèé äî êåððiâñüêîãî ïàðàìåòðà a òà îáåðíåíî-ïðîïîðöiéíèé äî âiäñòà-

íi âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Ïåðøèé äîäàíîê ó (3.54) âèçíà÷à¹ ïî÷àòêîâó îði¹íòà-

öiþ ïëîùèíè ïîëÿðèçàöi¨. Â íàøîìó ïiäõîäi ôîðìóëà êóòà ïîâîðîòó ïëîùèíè

ïîëÿðèçàöi¨ ñïiâïàäà¹ ç ðåçóëüòàòîì, îòðèìàíèì �í¹äiíèì òà Äèìíiêîâîþ [64],
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àëå âðàõîâó¹ ïî÷àòêîâó îði¹íòàöiþ. Ôîðìóëà îòðèìàíà ó õâèëüîâîìó ïiäõîäi,

÷àñòîòíà äèñïåðñiÿ êóòà ïîâîðîòó ïëîùèíè ïîëÿðèçàöi¨ âiäñóòíÿ.

Âèñíîâêè äî ïiäðîçäiëó

Îá÷èñëåíî ïàðàìåòðè Ñòîêñà, êóòè îði¹íòàöi¨ òà åëiïòè÷íîñòi åëåêòðîìàãíi-

òíî¨ õâèëi, ùî îïèñó¹òüñÿ îäíîíàïðÿìëåíèì içîòðîïíèì ðîçâ'ÿçêîì (2.61), ÿêó

ñïîñòåðiãà¹ ëîêàëüíèé ñïîñòåðiãà÷. Êóòè åëiïòè÷íîñòi òà îði¹íòàöi¨ ¹ îñíîâîþ

äëÿ ìîäåëþâàííÿ ïîøèðåííÿ çàãàëüíîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ â ïîëi îáåð-

òîâî¨ ÷îðíî¨ äiðè, â ðåçóëüòàòi ÿêîãî âèÿâëåíî, ùî õâèëÿ ¹ öèðêóëÿðíî ïîëÿðè-

çîâàíîþ ó êîæíié òî÷öi ñïîñòåðåæåííÿ. Ïðè ω > 0 õâèëÿ ¹ ïðàâî öèðêóëÿðíî

ïîëÿðèçîâàíîþ, ïðè ω < 0 � ëiâî öèðêóëÿðíî ïîëÿðèçîâàíîþ.

Äëÿ ìîäåëüíîãî ðîçâ'ÿçêó (2.61) âèÿâëåíî åëiïòè÷íó ïîëÿðèçàöiþ åëåêòðî-

ìàãíiòíîãî âèïðîìiíþâàííÿ, îá÷èñëåíî ïàðàìåòðè Ñòîêñà òà êóòè ïîëÿðèçà-

öiéíîãî åëiïñà. Ïðîàíàëiçîâàíî çàëåæíiñòü êóòà åëiïòè÷íîñòi âiä ÷àñòîòè òà

ïîëÿðíîãî êóòà, ïîáóäîâàíî àñèìïòîòè÷íi âèðàçè êóòà åëiïòè÷íîñòi ïðè θ → 0,

θ → π. Ëiíiéíà ïîëÿðèçàöiÿ ìîæëèâà äëÿ ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ θ òà âèçíà÷à-

¹òüñÿ âiäïîâiäíîþ óìîâîþ, ïðè âèêîíàííi ÿêî¨ îòðèìàíî ôîðìóëó êóòà ïîâî-

ðîòó ïëîùèíè ïîëÿðèçàöi¨, ÿêà ñïiâïàäà¹ ç ôîðìóëîþ îòðèìàíîþ �í¹äiíèì òà

Äèìíiêîâîþ [64]. Ôîðìóëà êóòà ïîâîðîòó ïëîùèíè ïîëÿðèçàöi¨ îòðèìàíà ïîçà

íàáëèæåííÿì ãåîìåòðè÷íî¨ îïòèêè òà ïîêàçó¹ âiäñóòíiñòü ÷àñòîòíî¨ äèñïåðñi¨

êóòà ïîâîðîòó ïëîùèíè ïîëÿðèçàöi¨.

Ñòåïiíü åëiïòè÷íî¨ ïîëÿðèçàöi¨ õâèëi âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê âåëè÷èíîþ ¨¨ êóòîâîãî

ìîìåíòó, òàê i âïëèâîì îáåðòàííÿ íà àìïëiòóäó ïðàâî ÷è ëiâî ïîëÿðèçîâàíî¨

ñêëàäîâî¨ õâèëi, ùî ¹ ïðîÿâîì åôåêòó ñïií-ñïiðàëüíî¨ âçà¹ìîäi¨. Íà ïîëþñàõ

ïðè m 6= 0 åëiïòè÷íà ïîëÿðèçàöiÿ ïåðåõîäèòü ó êðóãîâó.

Îòðèìàíi âèñíîâêè ñòîñîâíî êóòà åëiïòè÷íîñòi i ïîëÿðèçàöiéíîãî êóòà ìî-

æóòü ìàòè çàñòîñóâàííÿ ó êâàíòîâèõ êîìóíiêàöiÿõ ïîáëèçó Çåìëi (near-Earth

quantum communications), äå iñòîòíå çíà÷åííÿ ìà¹ âðàõóâàííÿ ïîâîðîòó ïëî-

ùèíè ïîëÿðèçàöi¨ ó ãðàâiòàöiéíîìó ïîëi Çåìëi. Òàêi åôåêòè çíàéäåíi ëèøå ó

ïîñò-íüþòîíiâñüêîìó íàáëèæåííi [79].
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Äîñëiäæåíî ïîëÿðèçàöiéíi âëàñòèâîñòi òî÷íîãî îäíîíàïðÿìëåíîãî içîòðîïíî-

ãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà ïîëi Êåððà. Âñòàíîâëåíî, ùî õâèëüîâèé âåêòîð

íå ¹ içîòðîïíèì, iíòåãðàëüíà êîíãðóåíöiÿ õâèëüîâîãî âåêòîðà íå ¹ ãåîäåçiéíîþ.

Öå ñâiä÷èòü ïðî âïëèâ êóòîâîãî ìîìåíòó ìàñè, ùî îáåðòà¹òüñÿ íà ïîøèðåí-

íÿ õâèëi, ÿêèé çàëåæèòü âiä ÷àñòîòè, ïàðàìåòðà Êåððà i âçà¹ìíî¨ îði¹íòàöi¨

êóòîâîãî ìîìåíòó ìàñè, ùî îáåðòà¹òüñÿ òà ïîëÿðèçàöi¨ åëåêòðîìàãíiòíî¨ õâèëi

(åôåêò ñïií-ñïiðàëüíî¨ âçà¹ìîäi¨).

Ãðóïîâà øâèäêiñòü ¹ øâèäêiñòþ ñâiòëà ó âàêóóìi, ôàçîâà øâèäêiñòü çàëå-

æèòü âiä ïàðàìåòðiâ ïîëÿ Ìàêñâåëëà òà ÷îðíî¨ äiðè Êåððà i ðàäiàëüíî¨ âiäñòàíi,

i ìîæå ìàòè ðiçíó âåëè÷èíó i íàïðÿìîê.

Îá÷èñëåíî âèðàçè ôiçè÷íèõ êîìïîíåíò åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ó ëîêàëü-

íié îðòîíîðìîâàíié òåòðàäi Êiííåðñëi. Çíà÷åííÿ ôàçè, ÿêó âèìiðþ¹ ëîêàëüíèé

ñïîñòåðiãà÷, ¹ íåñèìåòðè÷íèì âiäíîñíî åêâàòîðiàëüíî¨ ïëîùèíè.

Íà îñíîâi çàïðîâàäæåííÿ îäíîíàïðÿìëåíîãî içîòðîïíîãî ðîçâ'ÿçêó ïîáóäî-

âàíî ìîäåëü åëiïòè÷íî ïîëÿðèçîâàíîãî âèõiäíîãî âèïðîìiíþâàííÿ, äëÿ ÿêîãî

îá÷èñëåíî ïàðàìåòðè Ñòîêñà, êóòè åëiïòè÷íîñòi òà îði¹íòàöi¨. Âåëè÷èíà ïîëÿ-

ðèçàöi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ êóòîâèì ìîìåíòîì ïîëÿ Ìàêñâåëëà òà êóòîâèì ìîìåíòîì

òiëà, ùî îáåðòà¹òüñÿ (ñïií-ñïiðàëüíà âçà¹ìîäiÿ). Âèðàç äëÿ êóòà åëiïòè÷íîñòi

îòðèìàíî ó âñüîìó äiàïàçîíi çìiíè ïîëÿðíîãî êóòà òà ÷àñòîòè, ùî ¹ ïåðåâàãîþ

çàñòîñóâàííÿ òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó. Êîîðäèíàòíà îñîáëèâiñòü íà îñi ó âèðàçi äëÿ

êóòà åëiïòè÷íîñòi ¹ óñóâíîþ.

Ëiíiéíà ïîëÿðèçàöiÿ ìîæëèâà ïðè ïåâíîìó ôiêñîâàíîìó çíà÷åííi ïîëÿðíîãî

êóòà. Ïðè âèêîíàííi óìîâè ëiíiéíî¨ ïîëÿðèçàöi¨ îòðèìàíî ôîðìóëó äëÿ êóòà

ïîâîðîòó ïëîùèíè ïîëÿðèçàöi¨, ÿêà ñïiâïàäà¹ ç ðåçóëüòàòîì, îòðèìàíèì â íà-

áëèæåííi ãåîìåòðè÷íî¨ îïòèêè �í¹äiíèì òà Äèìíiêîâîþ. Ç íàøîãî ðåçóëüòàòó

âèïëèâà¹ âiäñóòíiñòü ÷àñòîòíî¨ äèñïåðñi¨ êóòà ïîâîðîòó ïëîùèíè ïîëÿðèçàöi¨,

îñêiëüêè íàáëèæåííÿ ãåîìåòðè÷íî¨ îïòèêè íå çàñòîñîâó¹òüñÿ.
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Ó ðîáîòi âèðiøåíî àêòóàëüíå íàóêîâå çàâäàííÿ � ïðîâåäåíî ìîäåëþâàííÿ

âïëèâó ãðàâiòàöiéíîãî ïîëÿ íà åëåêòðîìàãíiòíå âèïðîìiíþâàííÿ øëÿõîì ðîç-

ðîáêè çàãàëüíî¨ ìåòîäèêè ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà ó ïîëÿõ

òÿæiííÿ, ùî îïèñóþòüñÿ çàãàëüíîþ òåîði¹þ âiäíîñíîñòi, òà âèäiëåííÿ íà îñíîâi

ãåîìåòðè÷íî-àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ îäíîíàïðÿìëåíîãî içîòðîïíîãî ïîëÿ.

Îòðèìàíî äîñòàòíi óìîâè ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà âiäíî-

ñíî 4-ïîòåíöiàëó ó âèãëÿäi óìîâ íà ñêàëÿðè Íüþìåíà-Ïåíðîóçà, ÿêi âèäiëÿþòü

ðiìàíiâ ïðîñòið, ùî çàäà¹òüñÿ ò. çâ. ðiâíÿííÿìè ïîëÿ Íüþìåíà-Ïåíðîóçà.

Ó âèïàäêó içîòðîïíîãî àëãåáðà¨÷íî-ñïåöiàëüíîãî ïîëÿ Ìàêñâåëëà îòðèìà-

íî äîñòàòíi óìîâè ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà âiäíîñíî âåêòîð-

ïîòåíöiàëó, ùî âèäiëÿþòü ðiìàíiâ ïðîñòið áiëüøî¨ çàãàëüíîñòi, íiæ ó âèïàäêó

äîâiëüíîãî ïîëÿ Ìàêñâåëëà. Òàêèì ïðîñòîðîì ìîæå áóòè îäèí ç òèïiâ ïðîñòî-

ðiâ ç ëîêàëüíî-îáåðòàëüíîþ ñèìåòði¹þ, ùî íàëåæèòü äî êëàñèôiêàöi¨ Ñå ðå ïðè

Φ22 6= 0.

Ïðè ðîçãëÿäi îäíîíàïðÿìëåíîãî içîòðîïíîãî ïîëÿ Ìàêñâåëëà ïðîáëåìà ðîç-

ùåïëåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü âiäíîñíî êîìïîíåíò ñïiíîðà Ìàêñâåëëà çíèêà¹. Ó

âèïàäêó ñèñòåìè ðiâíÿíü ç 4-ñòðóìîì âií ¹ òàêîæ içîòðîïíèì. Õâèëi, ùî ãåíå-

ðóþòüñÿ içîòðîïíèì 4-ñòðóìîì ìàþòü àìïëiòóäó ïðîïîðöiéíó äî 1/r (äàëüí¹

ïîëå).

Ïîáóäîâàíî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ òà ðîçâ'ÿçîê ç âiäîêðåìëåíè-

ìè çìiííèìè îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà äëÿ âèïàäêiâ âèõiäíîãî

òà âõiäíîãî îäíîíàïðÿìëåíèõ içîòðîïíèõ ïîëiâ ó ïðîñòîði Êåððà. Çàãàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê ïîáóäîâàíî øëÿõîì iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïåð-

øîãî ïîðÿäêó; âií ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí � âiëüíîãî òà âèìóøåíîãî ïîëiâ.

Ðîçâ'ÿçîê ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè â çàãàëüíîìó âèïàäêó ìiñòèòü äâi êîì-
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ïëåêñíi êîíñòàíòè. Ïðè ïðè¹äíàííi äîäàòêîâèõ óìîâ íà ðîçâ'ÿçîê � îáìåæåíî-

ñòi äëÿ âñiõ t òà 2π-ïåðiîäè÷íîñòi çà çìiííîþ φ, îòðèìàíî ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿ-

äi ìîíîõðîìàòè÷íî¨ õâèëi ç äiéñíîþ ÷àñòîòîþ òà öiëèì àçèìóòàëüíèì ÷èñëîì.

Ïðè ïðè¹äíàííi óìîâè âõiäíîãî õàðàêòåðó õâèëi íà ãîðèçîíòi òà óìîâè îáìå-

æåíîñòi êîìïîíåíòè òåíçîðà åíåðãi¨-iìïóëüñó ÷àñòîòà ñòà¹ îáìåæåíîþ çâåðõó, à

ðîçâ'ÿçîê ìà¹ ïåðøèé ïîðÿäîê îñîáëèâîñòi íà îñi. Ïðè¹äíàííÿ óìîâè âõiäíîãî

õàðàêòåðó õâèëi íà ãîðèçîíòi âåäå äî âèíèêíåííÿ ïîâåðõíi ñóïåðâèïðîìiíþâà-

ííÿ.

Ïîâåðõíÿ ñóïåðâèïðîìiíþâàííÿ ¹ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ ðàäiàëüíî¨ ÷àñòèíè ôà-

çè ðîçâ'ÿçêó ϕ2. Â öié òî÷öi çìiíþ¹òüñÿ ôàçîâà øâèäêiñòü õâèëi. Ïðè çàãàëü-

íîìó ðîçãëÿäi ïðîöåñó ïàäiííÿ i âiäáèâàííÿ åëåêòðîìàãíiòíî¨ õâèëi (Òþêîëü-

ñüêèé, Ñòàðîáiíñüêèé, ×àíäðàñåêàð), ç ïîâåðõíåþ ñóïåðâèïðîìiíþâàííÿ ïîâ'ÿ-

çàíå ïiäñèëåííÿ êóòîâèì ìîìåíòîì ÷îðíî¨ äiðè äëÿ âiäïîâiäíèõ ÷àñòîò ïàäàþ-

÷îãî âèïðîìiíþâàííÿ. Â íàøîìó âèïàäêó óìîâà ñóïåðâèïðîìiíþâàííÿ âèçíà÷à¹

ïîòðiáíó ïîâåäiíêó ôóíêöi¨ íà ãîðèçîíòi òà íà íåñêií÷åíîñòi. Ðàäióñ ïîâåðõíi

ñóïåðâèïðîìiíþâàííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ïèòîìèì êóòîâèì ìîìåíòîì ÷îðíî¨ äiðè,

àçèìóòàëüíèì ÷èñëîì ãàðìîíiêè, ¨¨ ÷àñòîòîþ. Ïîâåðõíÿ ñóïåðâèïðîìiíþâàííÿ

âiäñóòíÿ ó ïîëi Øâàðöøèëüäà (a = 0) òà äëÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìîäè (m = 0).

Ïîëÿ íóëüîâî¨ ìàñè ñïîêîþ äîâiëüíîãî öiëîãî òà ïiâöiëîãî çíà÷åíü ñïiíó ðîç-

ãëÿíóòi ÿê îäíîíàïðÿìëåíi içîòðîïíi ïîëÿ ó ïðîñòîði òèïó D òà ó ïðîñòîði

Êåððà. Ó öèõ ïðîñòîðàõ îòðèìàíî óçàãàëüíåíi ñèñòåìè ðiâíÿíü, ïîáóäîâàíî çà-

ãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òà ðîçâ'ÿçîê ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè.

Äîñëiäæåíî ôiçè÷íi âëàñòèâîñòi îäíîíàïðÿìëåíîãî içîòðîïíîãî ðîçâ'ÿçêó.

Çíàéäåíî êîìïîíåíòè õâèëüîâîãî âåêòîðà ó ïðîñòîði Êåððà òà âñòàíîâëåíî,

ùî âií íå ¹ içîòðîïíèì. Íåiçîòðîïíiñòü õâèëüîâîãî âåêòîðà ¹ ïðîÿâîì ñïií-

ñïiðàëüíî¨ âçà¹ìîäi¨, âèêëèêàíî¨ âçà¹ìîäi¹þ êóòîâîãî ìîìåíòó ÷îðíî¨ äiðè ç

ïîëÿðèçàöi¹þ åëåêòðîìàãíiòíî¨ õâèëi. Âåëè÷èíà åôåêòó ïðîïîðöiéíà äî aω. Ií-

òåãðàëüíà êîíãðóåíöiÿ õâèëüîâîãî âåêòîðà ó ïðîñòîði Êåððà íå ¹ ãåîäåçiéíîþ.

Íåiçîòðîïíiñòü õâèëüîâîãî âåêòîðà ó øâàðöøèëüäiâñüêié ìåæi ïîÿñíþ¹òüñÿ
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íàÿâíiñòþ êóòîâîãî ìîìåíòó êîæíî¨ îêðåìî¨ ãàðìîíiêè. Ïîðiâíþþ÷è ç ðîáîòîþ

Àñåíõî i Õîéìàí [60], çàçíà÷èìî, ùî àâòîðàìè íå âðàõîâàíî íàÿâíiñòü ó ïîëÿ

êóòîâîãî ìîìåíòó � çäiéñíåíî ïðèïóùåííÿ ïðî íåçàëåæíiñòü âåêòîð-ïîòåíöiàëó

âiä êîîðäèíàòè φ. Òîìó íèìè îòðèìàíèé âèñíîâîê ïðî içîòðîïíiñòü õâèëüîâîãî

âåêòîðà ó øâàðöøèëüäiâñüêié ìåæi.

Îòðèìàíî âèðàçè äëÿ ôàçîâî¨ i ãðóïîâî¨ øâèäêîñòi. Ãðóïîâà øâèäêiñòü äî-

ðiâíþ¹ øâèäêîñòi ñâiòëà, ôàçîâà øâèäêiñòü ¹ ìåíøîþ çà øâèäêiñòü ñâiòëà äëÿ

âèçíà÷åíîãî äiàïàçîíó ÷àñòîò. Ó ïîðiâíÿííi ç ðåçóëüòàòàìè Òþêîëüñüêîãî ïî-

âåðõíi ñóïåðâèïðîìiíþâàííÿ çàïîâíþþòü äåÿêó îáëàñòü ïîçà ãîðèçîíòîì.

Õî÷à òåîðåìà Ìàðiîòà-Ðîáiíñîíà ãàðàíòó¹, ùî ÿêùî åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå

¹ içîòðîïíèì, òî êðàòíi ãîëîâíi içîòðîïíi íàïðÿìêè ãåíåðóþòü ãåîäåçiéíó áåç-

ñóâíó içîòðîïíó êîíãðóåíöiþ, ïðîòå, ç iíøîãî áîêó, âiäîìî, ùî ðóõ ÷àñòèíîê

çi ñïiíîì â ãðàâiòàöiéíîìó ïîëi îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè Ìàòiñîíà-Ïàïàïåòðó,

ðîçâ'ÿçêè ÿêèõ íå ¹ ãåîäåçiéíèìè. Áiëüøå òîãî, ó âèïàäêó óëüòðàðåëÿòèâiñòñüêî-

ãî ðóõó ÷àñòèíîê âiäõèëåííÿ òðà¹êòîðié âiä ãåîäåçiéíèõ ñòà¹ çíà÷íèì [80], [81].

Òîìó ãåîäåçiéíi, iñíóâàííÿ ÿêèõ ïåðåäáà÷åíî òåîðåìîþ Ìàðiîòà-Ðîáiíñîíà, íå

ìîæóòü áóòè àñîöiéîâàíi ç õâèëüîâèìè ôðîíòàìè åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü, i

îïèñ ðóõó åëåêòðîìàãíiòíî¨ õâèëi â òåðìiíàõ õâèëüîâîãî âåêòîðà ¹ áiëüø ñóìi-

ñíèì ç ôiçè÷íèì ïåðåäáà÷åííÿì, íàâiòü ÿêùî ôàçà íå ¹ áiëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ

êîìïîíåíò õâèëüîâîãî âåêòîðà òà êîîðäèíàò, ÿê ¹ â âèïàäêó íàøîãî ðîçâ'ÿçêó.

Ðîçãëÿíóòî êîìïîíåíòè âèõiäíîãî îäíîíàïðÿìëåíîãî içîòðîïíîãî ðîçâ'ÿçêó

ó ëîêàëüíié îðòîíîðìîâàíié òåòðàäi Êiííåðñëi òà îòðèìàíî âèðàçè ôiçè÷íèõ

êîìïîíåíò ïîëÿ Ìàêñâåëëà. Ëîêàëüíèé ñïîñòåðiãà÷ ñïîñòåðiãà¹ ïðàâî àáî ëiâî

öèðêóëÿðíî ïîëÿðèçîâàíi âèõiäíi õâèëi.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçâ'ÿçîê ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè â àíàëiòè÷íié ôîð-

ìi, ïîáóäîâàíî ìîäåëü ïîøèðåííÿ åëiïòè÷íî ïîëÿðèçîâàíî¨ ìîíîõðîìàòè÷íî¨

õâèëi, ùî âèõîäèòü ç îêîëó ÷îðíî¨ äiðè Êåððà. Ìîäåëü îïèñó¹ åëåêòðîìàãíiòíi

õâèëi ó âñüîìó äiàïàçîíi ÷àñòîò òà êóòiâ. Ôîðìóëè êóòà îði¹íòàöi¨ òà åëiïòè-

÷íîñòi ìiñòÿòü âiäíîøåííÿ ñàìèõ êîìïîíåíò, òîìó îñîáëèâiñòü íà îñi âiäñóòíÿ.
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Îòðèìàíî ôîðìóëó äëÿ êóòà ïîâîðîòó ïëîùèíè ïîëÿðèçàöi¨, ÿêà ñïiâïàäà¹ ç

ðåçóëüòàòîì �í¹äiíà òà Äèìíiêîâî¨ òà îòðèìàíà ïîçà ìåæàìè íàáëèæåííÿ ãåî-

ìåòðè÷íî¨ îïòèêè. Âèÿâëåíî, ùî ó îðòîíîðìîâàíié áàçi Êiííåðñëi õâèëÿ, ïðè

ôiêñîâàíèõ çíà÷åííÿõ ãóñòèíè îáåðòàëüíîãî ìîìåíòó i ÷àñòîòè, ìîæå áóòè ëi-

íiéíî ïîëÿðèçîâàíîþ ëèøå äëÿ ïåâíèõ çíà÷åíü êóòà θ.

Ôàçà âèõiäíî¨ ìîíîõðîìàòè÷íî¨ õâèëi, ÿêó âèìiðþ¹ ñïîñòåðiãà÷ ó îðòîíîð-

ìîâàíié ñèñòåìi Êiííåðñëi, ¹ àñèìåòðè÷íîþ âiäíîñíî åêâàòîðiàëüíî¨ ïëîùèíè.

Öå âêàçó¹ íà òå, ùî âçà¹ìîäiÿ êóòîâîãî ìîìåíòó ÷îðíî¨ äiðè Êåððà ç åëåêòðî-

ìàãíiòíèì ïîëåì âèêëèêà¹ çàïiçíåííÿ/âèïåðåäæåííÿ õâèëi â ðiçíèõ �ïiâêóëÿõ�,

íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî 4-øâèäêiñòü ñïîñòåðiãà÷à íå ìà¹ öi¹¨ àñèìåòði¨.

Âåëè÷èíà åëiïòè÷íî¨ ïîëÿðèçàöi¨ õâèëi íå çàëåæèòü âiä ðàäiàëüíî¨ çìiííî¨

r òà äëÿ ôiêñîâàíîãî íàïðÿìêó θ = θ0 ¹ ñòàëîþ. Ìíîæíèê e−aω cos θ ó ôîðìóëi

äëÿ êóòà åëiïòè÷íîñòi âèçíà÷à¹ ïiäñèëåííÿ àáî ïðèäóøåííÿ öèðêóëÿðíî ïî-

ëÿðèçîâàíèõ ñêëàäîâèõ õâèëi, â çàëåæíîñòi âiä ñïiâïàäiííÿ àáî íåñïiâïàäiííÿ

õàðàêòåðó ïîëÿðèçàöi¨ ç íàïðÿìêîì îáåðòàííÿ ÷îðíî¨ äiðè.
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ÄÎÄÀÒÎÊ À

Ñïiíîðíèé ïiäõiä òà ôîðìàëiçì Íüþìåíà-Ïåíðîóçà

Çàãàëüíèé ìàòåìàòè÷íèé ïiäõiä äî ñïiíîðiâ âïåðøå çàïðîâàäèâ ôðàíöóçü-

êèé ìàòåìàòèê Åëi Êàðòàí (1869-1951). Ñüîãîäíi ñïiíîðè àêòèâíî âèêîðèñòîâó-

þòüñÿ â çàãàëüíié òåîði¨ âiäíîñíîñòi, êâàíòîâié ìåõàíiöi, ôiçèöi åëåìåíòàðíèõ

÷àñòèíîê, òåîði¨ ñóïåðñòðóí òà M-òåîði¨. Çàâäÿêè ðîáîòàì Ðîäæåðà Ïåíðîóçà

ñïiíîðíèé ôîðìàëiçì ñüîãîäíi àêòèâíî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ó òåîði¨ âiäíîñíîñòi.

Áàãàòî ç ïîçíà÷åíü òà äîìîâëåíîñòåé, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó ðîáîòi, áàçó¹òüñÿ

íà ðîáîòi Ïåíðîóçà òà Ðiíäëåðà [12,13]. Îñòàííi ìîäèôiêàöi¨ â ïîçíà÷åííÿõ âçÿ-

òî ç ðîáîòè Ñòþàðòà [30] òà Î'Äîííåëà [82]. Âèêëàä öüîãî äîäàòêó â îñíîâíîìó

âçÿòî ç ïðàöi Î'Äîííåëà [82].

Âèêëàä ñïiíîðíîãî ïiäõîäó òà ôîðìàëiçìó Íüþìåíà-Ïåíðîóçà ðîáèìî ç ìå-

òîþ ââåäåííÿ âñiõ ïîçíà÷åíü, ðîçêðèòòÿ îñíîâ öèõ ïiäõîäiâ, òà éîãî âèêîðèñòà-

ííÿ äëÿ îòðèìàííÿ ðåçóëüòàòiâ.

À.1. Ñïiíîðè, ñïiíîðíà àëãåáðà

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ ñïiíîðè ó çàñòîñóâàííi äî òåîði¨ âiäíîñíî-

ñòi ó ãåîìåòðè÷íîìó ïiäõîäi, íàâåäåíî îçíà÷åííÿ êîâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨, ñïiíîðiâ

êðèâèíè.

Ïðîñòið Ìiíêîâñüêîãî

Ïðîñòið Ìiíêîâñüêîãî M ¹ 4-âèìiðíèì âåêòîðíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì äié-

ñíèõ ÷èñåë R ç ïëîñêîþ ëîðåíöåâîþ ìåòðèêîþ ηâb̂, ùî çàäà¹òüñÿ

ηâb̂ = diag(1,−1,−1,−1). (À.1)

Iíäåêñè ç äàøêîì çàâæäè ïîçíà÷àþòü ÷èñëîâi çíà÷åííÿ: ìàëåíüêi ëàòèíñüêi
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iíäåêñè ïðîáiãàþòü çíà÷åíü 0, 1, 2, 3, à âåëèêi � 0, 1. Â êîæíié òî÷öi ïðîñòîðó R4

iñíó¹ ÷åòâiðêà áàçèñíèõ âåêòîðiâ e0, e1, e2, e3 ∈ M, ÿêi íàçèâàþòüñÿ òåòðàäîþ,

i ÿêi îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü êîæåí âåêòîð U ∈M çà òàêîþ ôîðìóëîþ

U = U 0e0 + U 1e1 + U 2e2 + U 3e3, (À.2)

äå U 0, U1, U2, U3 ∈ R êîìïîíåíòè âåêòîðà U ó òåòðàäi eâ. Âèðàç (À.2) ìîæíà

çàïèñàòè ó âèãëÿäi

U = U âeâ, (À.3)

äå íàäàëi ïðèéìà¹ìî ïðàâèëî ñóìóâàííÿ Àéíøòàéíà äëÿ iíäåêñiâ, ùî ïîâòîðþ-

þòüñÿ âãîði i âíèçó, òàê ÿê ó ôîðìóëi (À.3).

Âíóòðiøíié äîáóòîê (ñêàëÿðíèé äîáóòîê) íà M ¹ âiäîáðàæåííÿì M×M →

R. Äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ U,V,W ∈ M i ÷èñåë a, b ∈ R âèêîíóþòüñÿ òàêi

âëàñòèâîñòi

U ·V = V ·U, (À.4)

U · (aV+ bW) = aUV+ bUV, (À.5)

U ·V = 0 ∀ V ∈M⇔ U = 0. (À.6)

Óìîâè îðòîíîðìîâàíîñòi íà òåòðàäó eâ ìàþòü âèãëÿä

eâ · eb̂ =


1, ÿêùî â = b̂ = 0,

−1, ÿêùî â = b̂, â = 1, 2, 3,

0, ÿêùî â 6= b̂;

(À.7)

òà çàïèñóþòüñÿ

eâ · eb̂ = ηâb̂, (À.8)

äå ηâb̂ = ηâb̂ âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (À.1).

Òåòðàäà eâ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ (À.8) íàçèâà¹òüñÿ òåòðàäîþ Ìiíêîâñüêîãî, à

êîîðäèíàòè U â ∈ R, ùî âèçíà÷àþòü áóäü-ÿêèé âåêòîð U ∈M � êîîðäèíàòàìè

Ìiíêîâñüêîãî.
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Ñïiíîâèé ïðîñòið

Ñïiíîâèì ïðîñòîðîì S íàçèâàòèìåìî äâîâèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið íàä

ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C, ÿêèé íàäiëåíèé êîñîñèìåòðè÷íèì âíóòðiøíiì äî-

áóòêîì

[ζ,η] = −[η, ζ], (À.9)

ùî ¹ áiëiíiéíîþ ôîðìîþ

λ[ζ,η] = [λη, ζ], (À.10)

[ζ + η,φ] = [ζ,φ] + [η,φ], (À.11)

òà ¹ íåâèðîäæåíèì

[ζ,η] 6= 0. (À.12)

Åëåìåíòè ζ,η ∈ S íàçèâàþòüñÿ ñïií-âåêòîðàìè, λ ∈ C, [ζ,η] ∈ C.

Íåõàé (o, ι) ñïiíîâèé áàçèñ ó ïðîñòîði S, äå o òà ι äâà äîâiëüíi ñïií-âåêòîðè,

äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ

[o, ι] = 1 = −[ι,o]. (À.13)

Òîäi êîìïîíåíòè äåÿêîãî ñïií-âåêòîðà ζ ∈ S ó éîãî ðîçêëàäi çà áàçîþ

ζ = ζ0o+ ζ1ι, (À.14)

îçíà÷åíi òàê

ζ0 = [ζ, ι], ζ1 = −[ζ,o]. (À.15)

Êîñîñèìåòðè÷íèé äîáóòîê (À.9) äâîõ ñïií-âåêòîðiâ â êîìïîíåíòíié ôîðìi

ìà¹ âèãëÿä

[ζ,η] = ζ0η1 − ζ1η0, (À.16)

äå (η0, η1) êîìïîíåíòè ñïií-âåêòîðà η.

Îçíà÷åííÿ ñïiíîðiâ òà ìåòîä àáñòðàêòíèõ iíäåêñiâ

Ìåòîä àáñòðàêòíèõ iíäåêñiâ çàïðîïîíîâàíèé ó [83,84]. Éîãî âèíåêíåííÿ ïîâ'ÿ-

çàíå ç âëàñòèâîþ äâîçíà÷íiñòþ, ùî ïðèòàìàííà çàñòîñóâàííþ iíäåêñiâ. Ïiä ïî-

çíà÷åííÿì Va ìè ìîæåìî ðîçóìiòè ÿê âåêòîð Va òàê i äåÿêèé âåêòîð, ùî ìà¹

êîìïîíåíòó Va.



108

Ñïií-âåêòîð ζ îòîòîæíþ¹òüñÿ ç îá'¹êòîì ζA, i îäíî÷àñíî ç öèì âií ïðåäñòàâ-

ëÿ¹ âïîðÿäêîâàíèé íàáið êîìïîíåíò ζ, äå iíäåêñ ïðèéìà¹ öiëi çíà÷åííÿ. Ôàêòè-

÷íî ζA öå ïðîñòî iíøèé ñïîñiá çàïèñàòè ζ, àëå òåïåð âií ïîçíà÷åíèé àáñòðàêòíèì

iíäåêñîì A. Äëÿ îá÷èñëåííÿ êîìïîíåíòè ζA â ïåâíîìó áàçèñi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ

ïîçíà÷åííÿ ζÂ, äå Â ïðîáiãà¹ çíà÷åíü 0, 1.

Ñïií-âåêòîð ζB âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ζA, âîíè íå ¹ ïðîïîðöiéíèìè ζA 6= ζB. Äëÿ

äåÿêîãî äîâiëüíîãî ñïií-âåêòîðà ζ áóäó¹òüñÿ íåñêií÷åííà, àëå ðiçíà, ìíîæèíà

içîìîðôíèõ êîïié, ÿêi ïîçíà÷àþòüñÿ ζA, ζB, . . .. Îñêiëüêè ζ ¹ åëåìåíòîì ïðîñòî-

ðó S, òî áóäó¹òüñÿ íåñêií÷åííèé íàáið ðiçíèõ içîìîðôíèõ êîïié S, ÿêi ïîçíà÷à-

þòüñÿ SA, SB, . . ..

ζA, ζB íàçèâàþòüñÿ îäíîâàëåíòíèìè ñïiíîðàìè. Âàëåíòíiñòü öèõ ñïiíîðiâ

ïîçíà÷à¹òüñÿ (1, 0; 0, 0), ùî ïîêàçó¹ íàÿâíiñòü îäíîãî êîíòðàâàðiàíòíîãî iíäåêñó.

Ïîçíà÷èìî S∗ äóàëüíèé äî S ïðîñòið. Äëÿ öüîãî ïðîñòîðó òàêîæ ïîáóäó¹ìî

íåñêií÷åííó, ðiçíó, ìíîæèíó içîìîðôíèõ êîïié S∗, ÿêi ïîçíà÷èìî SA, SB, . . ..

Åëåìåíòè äóàëüíîãî ïðîñòîðó ζA ∈ SA, ζB ∈ SB, . . . ¹ içîìîðôíèìè îäèí îäíîìó.

Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ζ ∈ S îçíà÷èìî åëåìåíò [ζ, ·] ∈ S∗, òàê, ùî [ζ, ·] ¹

ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì [ζ, ·] : S → C. Íàïðèêëàä, äëÿ ζA ∈ SA, ζA ¹ ëiíiéíèì

âiäîáðàæåííÿì ζA : SA → C, ÿêå äi¹ íà âåêòîð ηA òàê: ζAηA = [ζA, η
A] ∈ C.

ζAη
A íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíiì äîáóòêîì, òðàíñâåêöi¹þ, àáî çãîðòêîþ. Åëå-

ìåíòè ç ïðîñòîðó SA òà äóàëüíîãî ïðîñòîðó SA ïîçíà÷àþòüñÿ îäíi¹þ i òîþ

æ ãðåöüêîþ ëiòåðîþ ζ. Îäíîâàëåíòíèé ñïiíîð ζA ç êîâàðiàíòíèì iíäåêñîì ïî-

çíà÷à¹òüñÿ (0, 0; 1, 0).

Ñïiíîðè âèùî¨ âàëåíòíîñòi áóäóþòüñÿ àíàëîãi÷íî äî îäíîâàëåíòíèõ. (p, 0, ; r, 0)

ñïiíîðîì χA...CD...F ç p êîíòðàâàðiàíòíèìè òà r êîâàðiàíòíèìè iíäåêñàìè íàçèâà-

¹òüñÿ áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ χA...CD...F : SA × . . . × SC × SD × . . . × SF → C, äå

χA...CD...F ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó SA...CD...F . Îòæå, ñïiíîðè âèùî¨ âàëåíòíîñòi ¹ åëåìåíòà-

ìè ïðîñòîðó, ùî ¹ çîâíiøííiì äîáóòêîì âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðiâ îäíîâàëåíòíèõ

ñïiíîðiâ.
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Êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ ñïiíîðíèõ êîìïîíåíò

(p, 0; r, 0) ñïiíîð χA...CD...F , ùî íàëåæèòü ïðîñòîðó S
A...C
D...F íå ìîæå ðîçãëÿäàòèñü

ÿê íàéáiëüø çàãàëüíèé âèãëÿä ñïiíîðà, îñêiëüêè ùå íå îçíà÷åíà îïåðàöiÿ éî-

ãî êîìïëåêñíîãî ñïðÿæåííÿ. Êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ ñïií-âåêòîðà ïîòðiáíå äëÿ

ïîáóäîâè äiéñíîçíà÷íèõ âåêòîðiâ.

Íàëåæíiñòü åëåìåíòà äî ñïðÿæåíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó ïîçíà÷à¹òüñÿ ζ̄ ∈

S̄, òîäi ñïðÿæåííÿ äóàëüíîãî åëåìåíòó � [ζ, ·] ∈ S̄∗. Â ìåòîäi àáñòðàêòíèõ ií-

äåêñiâ äëÿ çàäàíîãî åëåìåíòó ζA ∈ SA, ñïðÿæåíèé åëåìåíò äî ζA çàïèñó¹òüñÿ

òàê

ζA = ζ̄A
′ ∈ SA′. (À.17)

Øòðèõ ïðè¹äíàíèé äî àáñòðàêòíîãî iíäåêñó A îçíà÷à¹, ùî SA
′
¹ êîìïëåêñíî

ñïðÿæåíèì äî SA. Òå, ùî SA
′
íå ¹ içîìîðôíèì äî SA, ìîæíà ïîáà÷èòè ïîáóäó-

âàâøè ñïðÿæåííÿ äî αζA + βηA äëÿ α, β ∈ C òà ζA, ηA ∈ SA

αζA + βηA = ᾱζ̄A
′
+ β̄η̄A

′
, (À.18)

ÿêå íå äîðiâíþ¹ αζ̄A
′
+ βη̄A

′
. Òàêèì ÷èíîì, SA

′
¹ àíòè içîìîðôíèé äî SA. Ïî-

äâiéíå êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ ïðîâåäåíå äî ñïiíîðà çàëèøà¹ éîãî íåçìiííèì,

òîáòî ζ̄A′ = ζA.

Âèíÿòêîì ïîçíà÷åííÿ (À.17) ¹ ïîçíà÷åííÿ ñïðÿæåííÿ äâîâàëåíòíîãî ñïiíîðà

Ëåâi-×iâiòà εAB ∈ SAB. Äëÿ öüîãî ñïiíîðà êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ εAB çàïèñó¹-

òüñÿ òàê εA′B′ ∈ SA′B′. Âiäñóòíiñòü ðèñêè ñïðÿæåííÿ íàä áóêâîþ, ùî ïîçíà÷à¹

ñïiíîð, íå ïðèâîäèòü äî íåÿñíîñòi â ïîçíà÷åííÿõ.

(p, q; r, s) ñïiíîð ç iíäåêñàìè χA...CS
′...U ′

D...FW ′...Y ′ ¹ áiëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì

χA...CS
′...U ′

D...FW ′...Y ′ : SA×. . .×SC×SS′×. . .×SU ′×SD×. . .×SF×SW ′×. . .×SY ′ →

C, äå χA...CS′...U ′D...FW ′...Y ′ ∈ SA...CS
′...U ′

D...FW ′...Y ′ ìà¹ p êîíòðàâàðiàíòíèõ íåøòðè-

õîâàíèõ iíäåêñiâ, q êîíòðàâàðiàíòíèõ øòðèõîâàíèõ iíäåêñiâ, r êîâàðiàíòíèõ íå-

øòðèõîâàíèõ iíäåêñiâ òà s êîâàðiàíòíèõ øòðèõîâàíèé iíäåêñiâ. Îñêiëüêè S òà S̄

íå ¹ içîìîðôíèìè i âèçíà÷àþòü ðiçíi âåêòîðíi ïðîñòîðè, ãðóïè øòðèõîâàíèõ òà

íåøòðèõîâàíèõ iíäåêñiâ ìîæíà ìiíÿòè ìiñöÿìè. Äëÿ ïðèêëàäó, (1, 1; 1, 1) ñïiíîð

ç iíäåêñàìè κAB
′

CD′ ìîæåìî çàïèñàòè κ
AB′

CD′ = κB
′A
D′C = κB

′ A
D′ C . Ïðîñòîðè S
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òà S∗ ¹ içîìîðôíèìè i âèçíà÷àþòü åêâiâàëåíòíi âåêòîðíi ïðîñòîðè. Ïåðåñòàâëÿí-

íÿ ìiñöÿìè â ãðóïi øòðèõîâàíèõ ÷è â ãðóïi íåøòðèõîâàíèõ iíäåêñiâ çàáîðîíåíå.

Íàïðèêëàä, τABCD 6= τBACD.

Âåêòîðíà áàçà òà àáñòðàêòíi iíäåêñè

Ðîçãëÿíåìî áàçèñ ç n åëåìåíòiâ δa1 , δ
a
2 , . . . , δ

a
n ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði S

a. Òîäi

áóäü-ÿêèé âåêòîð Xa ∈ Sa ìîæåìî ðîçêëàñòè ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ êîìïîíåíò

X1, X2, . . . , Xn ó öüîìó áàçèñi

Xa = X1δa1 +X2δa2 + . . .+Xnδan = X âδaâ. (À.19)

Iíäåêñè ç äàøêîì ¹ ÷èñëîâèìè i ïðîáiãàþòü çíà÷åíü 1, 2, . . . , n ó n-âèìiðíîìó

ïðîñòîði, X â ∈ C ¹ ñêàëÿðàìè. Äi¹ ïðàâèëî çàìiíè íiìèõ iíäåêñiâ ïðè ïiäñó-

ìîâóâàííi íà iíøó áóêâó, íàïðèêëàä, Xa = X b̂δa
b̂
. Îòæå, ââåäåííÿ iíäåêñiâ ç

äàøêîì òàê ÿê öå çðîáëåíî ó (À.19) äîçâîëÿ¹ ââîäèòè áàçèñ òà çðó÷íî çàïèñó-

âàòè ïiäñóìîâóâàííÿ çà ïðàâèëîì íiìèõ iíäåêñiâ.

Äóàëüíèé áàçèñ äî áàçèñó δaâ ïîçíà÷à¹òüñÿ δ
â
a ∈ Sa, äå δâa � ëiíiéíå âiäîáðà-

æåííÿ δâa : Sa → C. Êîìïîíåíòè âåêòîðà Xa âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ

X â = Xaδâa. (À.20)

Çãîðòêà äâîõ âåêòîðiâ çàïèñó¹òüñÿ

XaYa = X âδaâYa = X âYâ, (À.21)

Ya = Yâδ
â
a, i òîìó äîáóòîê XaYa, ùî ìiñòèòü àáñòðàêòíèé iíäåêñ âãîði i âíèçó,

îçíà÷à¹ ïiäñóìîâóâàííÿ äîáóòêó êîìïîíåíò ó âiäïîâiäíîìó áàçèñi.

Ñïiíîð Ëåâi-×èâiòè

Åëåìåíò εAB ç ïðîñòîðó SAB, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çi ñïiââiäíîøåííÿ

[ζ, η] = εABζ
AηB. (À.22)

íàçèâà¹òüñÿ ñïiíîðîì Ëåâi-×èâiòè, àáî åïñiëîí-ñïiíîðîì. Åïñiëîí-ñïiíîð ¹ êî-

ñîñèìåòðè÷íèì: εAB = −εBA.
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Åïñiëîí-ñïiíîð âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ÿê ñïiíîðíèé àíàëîã ìåòðè÷íîãî òåíçîðà

gab, çà éîãî äîïîìîãîþ ìîæåìî ïiäíiìàòè, àáî îïóñêàòè ñïiíîðíi iíäåêñè. Ïðà-

âèëî îïóñêàííÿ iíäåêñiâ ìà¹ âèãëÿä:

ζB = εABζ
A. (À.23)

Ç ôîðìóëè (À.22) ìîæåìî ïîáà÷èòè, ùî εABζA ¹ äóàëüíèì äî ηB.

Çi ñïiââiäíîøåíü (À.22), (À.23), îòðèìó¹òüñÿ ïðàâèëî âíóòðiøíüîãî äîáóòêó

â êîìïîíåíòíié ôîðìi

[ζ, η] = ζBη
B = ζ0η

0 + ζ1η
1. (À.24)

Ïîðiâíþþ÷è âèðàçè (À.16) òà (À.24), ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ êîìïîíåíòàìè ñïi-

íîðà ζA i äóàëüíîãî äî íüîãî ζA ¹ òàêèìè ζ0 = ζ1, ζ1 = −ζ0.

Ïðàâèëî ïiäíiìàííÿ iíäåêñiâ ìà¹ âèãëÿä

ζA = εABζB, (À.25)

εAB íàëåæèòü äî ïðîñòîðó SAB.

×åðåç òå, ùî åïñiëîí-ñïiíîð ¹ àíòèñèìåòðè÷íèì, ïðàâèëî îïóñêàííÿ i ïiä-

íiìàííÿ iíäåêñiâ ìà¹ äåÿêi îñîáëèâîñòi. Ìà¹ çíà÷åííÿ âiäíîñíå ðîçòàøóâàííÿ

iíäåêñiâ, ùî çãîðòàþòüñÿ, â åïñiëîí-ñïiíîði òà ñïiíîði, â ÿêîìó îïóñêàþòü ÷è

ïiäíiìàþòü iíäåêñè. Òîìó iñíóþòü äâà îêðåìi ïðàâèëà äëÿ îïóñêàííÿ òà ïiäíi-

ìàííÿ iíäåêñiâ � (À.23), (À.25).

Äëÿ ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðîñòiøi ïðàâèëà, íàâå-

äåìî ïðèêëàä îäíîãî ç íèõ. Iíäåêñè åïñiëîí ñïiíîðà óìîâíî íàçèâà¹ìî �çàõi-

äíèé� òà �ñõiäíèé�, à iíäåêñ ñïiíîðà, ÿêèé áóäåìî îïóñêàòè ÷è ïiäíiìàòè, �

âiäïîâiäíî �ïiâíi÷íèé� òà �ïiâäåííèé�. ßêùî çãîðòàòèìåòüñÿ ïàðà �ïiâíi÷íèé-

çàõiäíèé�, àáî �ïiâäåííèé-ñõiäíèé�, òî çíàê ìiíóñ íå ç'ÿâëÿ¹òüñÿ, â iíàêøîìó

âèïàäêó ç'ÿâëÿ¹òüñÿ çíàê ìiíóñ.

Ïiäñòàâëÿþ÷è (À.23) ó (À.25), îòðèìó¹ìî

ζA = εABεCBζ
C = ε A

C ζC = −εACζC . (À.26)

Cïiíîð ε A
C âèñòóïà¹ ó ðîëi äâîâèìiðíîãî ñèìâîëó Êðîíåêåðà δAC = ε A

C = −εAC .
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Äëÿ øòðèõîâàíèõ iíäåêñiâ àíàëîãi÷íî ââîäèòüñÿ åïñiëîí-ñïiíîð εA′B′ òà ïðà-

âèëà ïiäíiìàííÿ i îïóñêàííÿ iíäåêñiâ.

Ñïiíîðíèé äiàäíèé áàçèñ òà éîãî êîìïîíåíòè

Ñïií-âåêòîðè o, ι óòâîðþþòü ñïiíîðíèé áàçèñ ó ïðîñòîði S (äèâ. (À.13)). Ç

(À.22) âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ îðòîãîíàëüíîñòi áàçèñíèõ âåêòîðiâ:

[o, ι] = εABo
AιB = oAι

A = 1, (À.27)

[ι,o] = εABι
BoA = ιAo

A = −1, (À.28)

[o,o] = εABo
AoB = oAo

A = 0, (À.29)

[ι, ι] = εABι
AιB = ιAι

A = 0. (À.30)

Äâà áàçèñíi ñïiíîðè oA, ιA ∈ SA óòâîðþþòü äiàäó â ñïiíîâîìó ïðîñòîði, àíà-

ëîãi÷íî äî òîãî ÿê áàçèñ â ïðîñòîði Ìiíêîâñüêîãî óòâîðþ¹ òåòðàäó. Äiàäà ìîæå

áóòè òàêîæ çàïèñàíà ÿê êîìïîíåíòè ε A
Â
∈ SA, äå

ε A
0 = oA, ε A

1 = ιA. (À.31)

Äîáóòîê áàçèñó ε A
Â

ç äóàëüíèì áàçèñîì äà¹ ñèìâîë Êðîíåêåðà:

δ B̂
Â
≡ ε B̂

Â
= ε A

Â
ε B̂
A =

1 0

0 1

 . (À.32)

Ïîðiâíþþ÷è (À.32) ç óìîâàìè (À.27)-(À.30), îòðèìó¹ìî

ε 0
A = −ιA, ε 1

A = oA. (À.33)

Çi ñïiââiäíîøåíü îðòîãîíàëüíîñòi (À.27)-(À.30) îòðèìóþòüñÿ êîìïîíåíòè εAB

â áàçèñi ε A
Â
∈ SA

εÂB̂ = εABε
A

Â
ε B
B̂

=

oAoA oAι
A

ιAo
A ιAι

A

 =

 0 1

−1 0

 . (À.34)

Àíàëîãi÷íî çíàõîäÿòüñÿ êîìïîíåíòè ñïiíîðà εAB â áàçèñi ε Â
A ∈ SA, ÿêi äî-

ðiâíþþòü êîìïîíåíòàì ñïiíîðà εAB: εÂB̂ = εÂB̂.
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Ïåðåïèñóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (À.34) ó âèãëÿäi εAB = εÂB̂ε
Â

A ε B̂
B , îòðèìó¹òüñÿ

âèðàç åïñiëîí-ñïiíîðà ÷åðåç ñïiíîðíó äiàäó

εAB = oAιB − ιAoB. (À.35)

Ðîçêëàä ñïiíîðà ζA çà âåêòîðàìè áàçèñó ìà¹ âèãëÿä

ζA = ζÂε
Â

A = ζ0ε
0

A + ζ1ε
1

A = ζ1oA − ζ0ιA. (À.36)

Îçíà÷åííÿ êîìïîíåíò ñïiíîðà ζA çàïèñóþòü ó âèãëÿäi

ζ0 = ζAo
A, ζ1 = ζAι

A. (À.37)

Âñi ïðîâåäåíi ìiðêóâàííÿ ïîøèðþþòüñÿ òàêîæ íà êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíi ñïi-

íîðè. Êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíèé áàçèñ äî áàçèñó ε A
Â

∈ SA ïîçíà÷à¹òüñÿ

ε A′

Â′
∈ SA′, àáî ÿâíî � ÷åðåç ñïðÿæåííÿ êîìïîíåíò ñïiíîðíî¨ äiàäè:

oA
′
= ōA

′
= oA, ιA

′
= ῑA

′
= ιA. (À.38)

Â ïîçíà÷åííi ñïðÿæåíîãî áàçèñó ðèñêà ñïðÿæåííÿ íàä ëiòåðîþ îïóñêà¹òüñÿ. Ïðî

ðîçãëÿä ñïðÿæåíîãî áàçèñó ãîâîðèòü øòðèõîâàíèé àáñòðàêòíèé iíäåêñ.

Çâ'ÿçîê ñïiíîðiâ ç 4-òåíçîðàìè, içîòðîïíà òà îðòîíîðìîâàíà òåòðà-

äè

Òåíçîðíi ðiâíÿííÿ ìàþòü ñâî¨ ñïiíîðíi âiäïîâiäíèêè. Ïðè ïåðåõîäi äî ñïiíîð-

íèõ ðiâíÿíü ÷àñòî ðiâíÿííÿ ñòàþòü ïðîñòiøèìè. Ïðîòå, íå äëÿ êîæíîãî ñïiíîð-

íîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà ïîáóäóâàòè âiäïîâiäíå òåíçîðíå, öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî

ñïiíîðè àñîöiþþòüñÿ ç ãðóïîþ SL(2,C), òîäi ÿê 4-òåíçîðè � ç ãðóïîþ Ëîðåíöà

L(4). Öi ãðóïè íå ¹ içîìîðôíèìè, à ¹ ãîìîìîðôíèìè.

Âåëè÷èíè σâAB′, ùî çâ'ÿçóþòü ñïiíîðè ç 4-òåíçîðàìè íàçèâàþòüñÿ ñèìâîëàìè

Iíôåëüäà-âàí äåð Âàðäåíà. Öi ñèìâîëè ¹ 2×2 åðìiòîâèìè ìàòðèöÿìè, òðè ç ÿêèõ

¹ ìàòðèöÿìè Ïàóëi, à ÷åòâåðòà � îäèíè÷íîþ ìàòðèöåþ:

σ0
AB′ =

1√
2

1 0

0 1

 , σ1
AB′ =

1√
2

0 1

1 0

 ,

σ2
AB′ =

1√
2

 0 i

−i 0

 , σ3
AB′ =

1√
2

1 0

0 −1

 . (À.39)
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Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ σâAB′ äiþòü ïðàâèëà ïåðåòâîðåííÿ 4-âåêòîðiâ, ÿêùî ïåðå-

òâîðåííÿ âiäáóâà¹òüñÿ çà iíäåêñîì â, òà ïðàâèëà ïåðåòâîðåííÿ ñïiíîðiâ, ÿêùî

ïåðåòâîðåííÿ âiäáóâà¹òüñÿ çà iíäåêñàìè A, B′. Åðìiòîâiñòü ñèìâîëiâ σâAB′ îçíà-

÷à¹

σâAB′ = σâA′B, (À.40)

äå çà îçíà÷åííÿì σâAB′ = σ̄âA′B. ßêùî äåÿêèé ñïiíîð χ BB′...
AA′... ¹ äiéñíèì,

òî íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü χ̄ BB′...
AA′... = χ BB′...

AA′... .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîëè êiëüêiñòü øòðèõîâàíèõ i íå øòðèõîâàíèõ iíäåêñiâ ó

ñïiíîðà ðiçíà, äiéñíiñòü ñïiíîðà íå ìà¹ ñåíñó.

Çâ'ÿçîê ñèìâîëiâ Iíôåëüäà-âàí äåð Âàðäåíà ç êîìïîíåíòàìè ìåòðè÷íîãî òåí-

çîðà âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

gâb̂ = εABεA′B′σ
AA′

â σ BB′

b̂
. (À.41)

ßêùî T ĉd̂
âb̂

¹ äåÿêèì 4-òåíçîðîì, òîäi éîãî ñïiíîðíèé åêâiâàëåíò âèçíà÷à¹òüñÿ

íàñòóïíèì ÷èíîì

T CC ′DD′

AA′BB′ = T ĉd̂
âb̂

σâAA′σ
b̂
BB′

σ CC ′

ĉ σ DD′

d̂
. (À.42)

I íàâïàêè, 4-òåíçîð îòðèìó¹ìî ç éîãî ñïiíîðíîãî åêâiâàëåíòó T CC ′DD′

AA′BB′ çà

òàêîþ ôîðìóëîþ

T ĉd̂
âb̂

= T CC ′DD′

AA′BB′ σ AA′

â σ BB′

b̂
σĉCC ′σ

d̂
DD′

. (À.43)

Ñïiíîðíèé åêâiâàëåíò ìåòðèêè ïîçíà÷à¹òüñÿ gAA′BB′. Ç ôîðìóëè (À.41)

gAA′BB′ = εABεA′B′. (À.44)

Ñïiíîðíèé åêâiâàëåíò ìåòðèêè gAA′BB′ ìîæíà çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi gab, âèêî-

ðèñòîâóþ÷è íàäàëi ìåòîä àáñòðàêòíèõ iíäåêñiâ äëÿ 4-òåíçîðiâ.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêèé 4-âåêòîð Za, ñïiíîðíèé åêâiâàëåíò ÿêîãî ¹ Za = ZAB′.

Za ¹ içîòðîïíèì òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ ZaZa = 0. Öå åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî

ñïiíîð ZAB′ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó äâîõ îäíîâàëåíòíèõ ñïiíîðiâ,

îäíîãî ç íå øòðèõîâàíèì iíäåêñîì i îäíîãî ç øòðèõîâàíèì:

ZAB′ = ζAηB
′
. (À.45)
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ßêùî Za ¹ äiéñíèì, òîáòî Za = Z̄a, òî ZAB′ ¹ åðìiòîâèì ZAB′ = ZAB′ = Z̄A′B.

Êîæåí äiéñíèé âåêòîð ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

Za = ±ζAζB′, (À.46)

äå Za ¹ îði¹íòîâàíèì â ìàéáóòí¹ äëÿ çíàêó ¾+¿, òà îði¹íòîâàíèì â ìèíóëå äëÿ

¾−¿. ßê íàñëiäîê, ïåðåõiä âiä ðîçãëÿäó ñïiíîðiâ â òî÷öi äî ðîçãëÿäó ñïiíîðíèõ

ïîëiâ âèìàãà¹, ùîá ïðîñòið-÷àñ áóâ ÷àñîâî-îði¹íòîâàíèé.

Içîòðîïíà òåòðàäà (òåòðàäà Íüþìåíà-Ïåíðîóçà), ùî ïîðîäæó¹òüñÿ áàçè-

ñîì (o, ι), îçíà÷åíà òàê:

la = oAoA
′
, la = oAoA′,

na = ιAιA
′
, na = ιAιA′,

ma = oAιA
′
, ma = oAιA′,

m̄a = ιAoA
′
, m̄a = ιAoA′,

(À.47)

äå la, na, ma, m̄a ¹ içîòðîïíèìè âåêòîðàìè. Äëÿ öèõ âåêòîðiâ âèêîíóþòüñÿ íà-

ñòóïíi óìîâè îðòîíîðìîâàíîñòi:

lana = −mam̄a = 1,

lala = nana = mama = m̄am̄a = lama = lam̄a = nama = nam̄a = 0.
(À.48)

la, na ¹ äiéñíèìè âåêòîðàìè, ma, m̄a � êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíèìè. Ìåòðè÷íèé

òåíçîð ìîæíà çàïèñàòè ÷åðåç âåêòîðè içîòðîïíî¨ òåòðàäè, ïiäñòàâèâøè ó (À.44)

ñïiââiäíîøåííÿ (À.35)

gab = lanb + nalb −mam̄b − m̄amb. (À.49)

Çàïðîâàäèìî â êîæíié òî÷öi ïðîñòîðó-÷àñó íàáið ÷îòèðüîõ âçà¹ìíî îðòîãî-

íàëüíèõ 4-âåêòîðiâ λa(m), ÿêi óòâîðþþòü áàçèñ. Iíäåêñè ç äóæêàìè ¹ òåòðàäíèìè

iíäåêñàìè, ùî íóìåðóþòü âåêòîðè 0, 1, 2, 3. ßêùî ìè iäåíòèôiêóâàòèìåìî ç öi-

¹þ òåòðàäîþ áàçèñíi âåêòîðè ëîêàëüíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò Ìiíêîâñüêîãî

g(m)(n) = λa(m)λ
b
(n)gab =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 , (À.50)
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òî òåòðàäà ñêëàäàòèìåòüñÿ ç îäíîãî ÷àñîïîäiáíîãî λa(0) i òðüîõ ïðîñòîðîâîïî-

äiáíèõ âåêòîðiâ λa(i) (i = 1, 2, 3), ÿêi ïîçíà÷àþòüñÿ âiäïîâiäíî ta, xa, ya, za.

Îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî g(m)(n) âèçíà÷à¹òüñÿ çi ñïiââiäíîøåííÿ

g(n)(p)g
(m)(p) = δ

(m)
(n) , (À.51)

i âðàõîâóþ÷è (À.50),

gab = g(m)(n)λ
(m)
a λ

(n)
b . (À.52)

Ç ñïiââiäíîøåíü (À.50) òà (À.52) ìåòðè÷íèé òåíçîð gab çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

gab = tatb − xaxb − yayb − zazb, (À.53)

äå óìîâà îðòîíîðìîâàíîñòi òåòðàäè îòðèìó¹òüñÿ çi ñïiââiäíîøåííÿ (À.50)

tata = −xaxa = −yaya = −zaza = 1,

taxa = taya = taza = xaya = yaza = zaxa = 0.
(À.54)

Çâ'ÿçîê ìiæ içîòðîïíîþ òåòðàäîþ òà îðòîíîðìîâàíîþ òåòðàäîþ çàäà¹òüñÿ íà-

ñòóïíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè

la = 1√
2

(ta + za) , ta = 1√
2

(la + na) ,

na = 1√
2

(ta − za) , xa = 1√
2

(ma + m̄a) ,

ma = 1√
2

(xa − iya) , ya = i√
2

(ma − m̄a) ,

m̄a = 1√
2

(xa + iya) , za = 1√
2

(la − na) .

(À.55)

Âëàñòèâîñòi ñèìåòði¨ ó ñïiíîðíèõ åêâiâàëåíòiâ 4-òåíçîðiâ

Âàæëèâèì ïèòàííÿì çâ'ÿçêó 4-òåíçîðiâ i ñïiíîðiâ ¹ çâ'ÿçîê ¨õ ñèìåòðè÷íèõ

âëàñòèâîñòåé. Ðîçãëÿíåìî öåé çâ'ÿçîê íà ïðèêëàäi äâîâàëåíòíîãî ñèìåòðè÷íîãî

i àíòèñèìåòðè÷íîãî 4-òåíçîðiâ.

Ñïiíîðíèé åêâiâàëåíò äâîâàëåíòíîãî ñèìåòðè÷íîãî 4-òåíçîðà

Tab = Tba, (À.56)

ÿêèé â çàãàëüíîìó âèïàäêó ìîæå áóòè êîìïëåêñíèì, ìà¹ âèãëÿä

TABA′B′ = T(AB)(A′B′) +
1

4
εABεA′B′T

C C ′

C C ′ , (À.57)
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äå T(AB)(A′B′) ¹ åðìiòîâèì i ïðåäñòàâëÿ¹ áåçñëiäîâó ÷àñòèíó 4-òåíçîðà Tab, à äðó-

ãèé äîäàíîê (À.57) ¹ äiéñíèì i ïðåäñòàâëÿ¹ ñëiä òåíçîðà Tab � 1/4gabT
c
c .

Ñïiíîðíèé ðîçêëàä äâîâàëåíòíîãî äiéñíîãî àíòèñèìåòðè÷íîãî 4-òåíçîðà

Fab = −Fba, (À.58)

ÿêèì îïèñó¹òüñÿ åëåòðîìàãíiòíå ïîëå, ¹ òàêèì

Fab = FABA′B′ = ϕABεA′B′ + εABϕ̄A′B′, (À.59)

äå ϕAB ñèìåòðè÷íèé ñïiíîð, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ñïiíîðîì åëåêòðîìàãíiòíîãî ïî-

ëÿ, àáî ñïiíîðîì Ìàêñâåëëà. Ó ñïiíîðíîìó ïiäõîäi ïîëå Ìàêñâåëëà îïèñó¹òüñÿ

òðüîìà êîìïëåêñíèìè êîìïîíåíòàìè ñïiíîðà ϕAB (çàìiñòü øåñòè äiéñíèõ êîì-

ïîíåíò òåíçîðà Fab), ÿêi îçíà÷åíi ôîðìóëàìè

ϕ2 = ϕABι
AιB, ϕ1 = ϕABo

AιB = ϕABι
AoB, ϕ0 = ϕABo

AoB. (À.60)

Òåíçîð Ëåâi-×èâiòè εabcd ¹ ïîâíiñòþ àíòèñèìåòðè÷íèì, éîãî ñïiíîðíèé åêâi-

âàëåíò çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

εabcd = εAA′BB′CC ′DD′ = i(εACεBDεA′D′εB′C ′ − εADεBCεA′C ′εB′D′). (À.61)

Äóàëüíèé òåíçîð äî òåíçîðà Fab îçíà÷ó¹òüñÿ òàê

∗Fab =
1

2
ε cd
ab Fcd. (À.62)

Ñïiíîðíèé åêâiâàëåíò äóàëüíîãî òåíçîðà îòðèìó¹òüñÿ ç ôîðìóë (À.59), (À.61),

(À.62)
∗FABA′B′ = −iϕABεA′B′ + iεABϕ̄A′B′, (À.63)

Êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ñèìåòðè÷íèõ ñïiíîðiâ i àëãåáðà¨÷íà êëàñèôi-

êàöiÿ

Ó öüîìó ïóíêòi íà ïðèêëàäi ñïiíîðà Ìàêñâåëëà i ñïiíîðà Âåéëÿ ðîçãëÿíóòî

ïèòàííÿ êàíîíi÷íîãî ðîçêëàäó òà àëãåáðà¨÷íî¨ êëàñèôiêàöi¨ ñèìåòðè÷íèõ ñïiíî-

ðiâ. Áóäü-ÿêèé ñèìåòðè÷íèé ñïiíîð ðîçêëàäà¹òüñÿ ÿê ñèìåòðèçîâàíèé äîáóòîê

îäíîâàëåíòíèõ ñïiíîðiâ.
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Äëÿ äâîâàëåíòíîãî ñïiíîðà ϕAB êàíîíi÷íèì ðîçêëàäîì ¹

ϕAB = α(AβB), (À.64)

Ñïiíîðè αA, βB íàçèâàþòüñÿ ãîëîâíèìè ñïiíîðàìè ñïiíîðà ϕAB. Êîæåí ç íèõ âè-

çíà÷à¹ äiéñíèé içîòðîïíèé íàïðÿìîê, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíèì içîòðîïíèì

íàïðÿìêîì (òàêèõ íàïðÿìêiâ äëÿ äâîâàëåíòíîãî ñïiíîðà ¹ äâà). Ñïiíîð åëå-

êòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ êëàñèôiêó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. ßêùî ãîëîâíi ñïiíîðè

ïðîïîðöiéíi, òî ñïiíîð ϕAB íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íî-ñïåöiàëüíèì, àáî òèïó N .

Â iíàêøîìó âèïàäêó âií áóäå àëãåáðà¨÷íî-çàãàëüíèì (òèï I).

Êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ñïiíîðà Âåéëÿ ΨABCD � ÷îòèðèâàëåíòíîãî ñèìåòðè÷íî-

ãî ñïiíîðà ìà¹ âèãëÿä

ΨABCD = α(AβBγCδD), (À.65)

αA, βB, γC , δD � ãîëîâíi ñïiíîðè. Ó ñïiíîðà Âåéëÿ ¹ ÷îòèðè ãîëîâíèõ içîòðî-

ïíèõ íàïðÿìêè. Êëàñèôiêàöiÿ ñïiíîðà Âåéëÿ çà ñïiâïàäiííÿì ãîëîâíèõ içîòðî-

ïíèõ íàïðÿìêiâ ¹ òàêîþ: òèï I âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiíîðîì Âåéëÿ âèãëÿäó ΨABCD =

α(AβBγCδD), òèï II � ΨABCD = α(AαBγCδD), òèï III � ΨABCD = α(AαBαCβD),

òèï D � ΨABCD = α(AαBβCβD), òèï N � ΨABCD = α(AαBαCαD).

Òèï D òà N íàçèâàþòüñÿ âèðîäæåíèì òà içîòðîïíèì òèïîì âiäïîâiäíî.

Äëÿ òèïó D içîòðîïíi íàïðÿìêè ïîïàðíî êðàòíi. Äëÿ òèïó N , ÿê i â åëåêòðî-

ìàãíiòíîìó âèïàäêó, êðàòíèìè ¹ âñi ãîëîâíi içîòðîïíi íàïðÿìêè. ßêùî õî÷à á

îäíà ïàðà ãîëîâíèõ içîòðîïíèõ íàïðÿìêiâ ¹ êðàòíîþ, òî òàêèé ñïiíîð íàçèâà-

¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íî-ñïåöiàëüíèì, â iíàêøîìó âèïàäêó � àëãåáðà¨÷íî çàãàëüíèì.

Òiëüêè òèï I ¹ àëãåáðà¨÷íî-çàãàëüíèì. Ó îáîõ êëàñèôiêàöiÿõ òèï O îçíà÷à¹

âiäñóòíiñòü ïîëÿ, ó âèïàäêó ñïiíîðà Âåéëÿ � öå ïðîñòið Ìiíêîâñüêîãî.

Ñïiíîðíà ôîðìà êîâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨

Âëàñòèâîñòi, ÿêèì ïîâèííà çàäîâiëüíÿòè êîâàðiàíòíà ïîõiäíà âèêëàäåìî àêñi-

îìàòè÷íî. Îçíà÷èìî ñïiíîðíó êîâàðiàíòíó ïîõiäíó ∇a = ∇AA′ ÿê âiäîáðàæåííÿ

∇a : SB...C
′

D...E′ → SB...C
′

AA′D...E′, àáî

∇a : ζ B...C ′

D...E′ → ∇AA′ζ
B...C ′

D...E′ , (À.66)
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äå ζ B...C ′

D...E′ çàãàëüíå ñïiíîðíå ïîëå. Âiäîáðàæåííÿ ∇a ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâî-

ñòi:

1. Ëiíiéíiñòü

∇a

(
ζ B...C ′

D...E′ + η B...C ′

D...E′

)
= ∇aζ

B...C ′

D...E′ +∇aη
B...C ′

D...E′ , (À.67)

äå η B...C ′

D...E′ ∈ SB...C ′D...E′ � iíøå ñïiíîðíå ïîëå.

2. Ïðàâèëî Ëÿéáíiöà

∇a

(
ζ B...C ′

D...E′ η B...C ′

D...E′

)
= η B...C ′

D...E′ ∇aζ
B...C ′

D...E′ + ζ B...C ′

D...E′ ∇aη
B...C ′

D...E′ . (À.68)

3. Êîìóòàòèâíiñòü äi¨ íà çãîðòêó

∇aζ
...X...

...X... = ∇a

(
ε Y
X ζ ...X...

...Y ...

)
= ε Y

X ∇aζ
...X...

...Y ... , (À.69)

i àíàëîãi÷íî äëÿ ε Y ′

X ′ .

4. Êîìóòàòèâíiñòü êîìïëåêñíîãî ñïðÿæåííÿ

∇aζ B...C ′
D...E′ = ∇aζ B...C ′

D...E′ , (À.70)

ùî ïîêàçó¹, ùî êîâàðiàíòíà ïîõiäíà ¹ äiéñíîþ: ∇a = ∇a.

5. Ñèìâîë Ëåâi-×èâiòè εAB ¹ êîâàðiàíòíî ïîñòiéíèé

∇aεAB = 0. (À.71)

6. Âiäñóòíiñòü êðó÷åííÿ

(∇a∇b −∇b∇a)ψ = 0, (À.72)

äëÿ âñiõ ñêàëÿðiâ ψ: ψ 7→ C.

Â öié ðîáîòi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ñïiíîðíó êîâàðiàíòíó ïîõiäíó ç íà-

âåäåíèìè âëàñòèâîñòÿìè 1-6.

Ñïiíîðè êðèâèíè

Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ñèìåòði¨ òåíçîðà Ðiìàíà R[ab][cd] = Rabcd, Rcdab =

Rabcd, Ra[bcd] = 0, éîãî ñïiíîðíèé ðîçêëàä ¹ òàêèì

Rabcd = ΨABCDεA′B′εC ′D′ + ΨA′B′C ′D′εABεCD + ΦABC ′D′εA′B′εCD+

+ ΦA′B′CDεABεC ′D′ + 2Λ (εACεBDεA′C ′εB′D′ + εADεBCεA′D′εB′C ′) . (À.73)
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ΨABCD = Ψ(ABCD) íàçèâà¹òüñÿ ãðàâiòàöiéíèì ñïiíîðîì, àáî (êîíôîðìíèì) ñïi-

íîðîì Âåéëÿ. Çâ'ÿçîê ñïiíîðà Âåéëÿ ç òåíçîðîì Âåéëÿ Cabcd ¹ òàêèì: Cabcd =

ΨABCDεA′B′εC ′D′ + ΨA′B′C ′D′εABεCD. Îñêiëüêè ñïiíîð Âåéëÿ ïîâíiñòþ ñèìåòðè-

÷íèé, òî âií ìiñòèòü 5 êîìïëåêñíèõ êîìïîíåíò. Ñïiíîð ΦABC ′D′ íàçèâà¹òüñÿ ñïi-

íîðîì Ði÷÷i, âií ¹ åðìiòîâèì òà ìà¹ òðè äiéñíèõ òà 3 êîìïëåêñíèõ êîìïîíåíòè,

Λ íàçèâà¹òüñÿ ñïiíîðíîþ ñêàëÿðíîþ êðèâèíîþ i ¹ äiéñíèì ñêàëÿðîì. Òåíçîð

Ðiìàíà ðàçîì ìiñèòü 20 äiéñíèõ êîìïîíåíò.

Ñïiíîðíèé åêâiâàëåíò òåíçîðà Ði÷÷i ¹ òàêèì

Rac = R b
ab c = RAA′CC ′ = 6ΛεACεA′C ′ − 2ΦACA′C ′, (À.74)

Âàêóóìíå ðiâíÿííÿ Àéíøòàéíà (Tab = 0) ó ñïiíîðíîìó ïiäõîäi ìà¹ âèãëÿä

ΦABA′B′ = 0, (À.75)

Λ = 0, (À.76)

Ïðîñòîðè Êåððà òà Øâàðöøiëüäà ¹ ðîçâ'ÿçêàìè öèõ ðiâíÿíü.

À.2. Ôîðìàëiçì Íüþìåíà-Ïåíðîóçà

Ðîçãëÿíåìî ó êîæíié òî÷öi ïðîñòîðó-÷àñó íàáið ÷îòèðüîõ îðòîíîðìîâàíèõ

ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ, ùî óòâîðþþòü âåêòîðíå ïîëå. Êîæíå òåíçîðíå

ðiâíÿííÿ ìîæåìî çàïèñàòè ó âèãëÿäi ðiâíÿííÿ (ñèñòåìè ðiâíÿíü) äëÿ ñêàëÿðíèõ

ôóíêöié � êîìïîíåíò òåíçîðà ó çàäàíié òåòðàäi.

Ôîðìàëiçì ñïiíîâèõ êîåôiöi¹íòiâ Íüþìåíà-Ïåíðîóçà (ÍÏ-ôîðìàëiçì) [28]

íàëåæèòü äî òåòðàäíèõ ìåòîäiâ, äå â ÿêîñòi îðòîíîðìîâàíî¨ áàçè ðîçãëÿäà¹òüñÿ

÷åòâiðêà êîìïëåêñíèõ içîòðîïíèõ âåêòîðiâ (À.47), äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè

îðòîíîðìîâàíîñòi (À.48). Òàêèì ÷èíîì, çàìiñòü âèêîðèñòàííÿ 24 äiéñíèõ íåçà-

ëåæíèõ ñêàëÿðíèõ âåëè÷èí (êîåôiöi¹íòiâ îáåðòàííÿ Ði÷÷i) ó çâè÷àéíîìó ôîð-

ìàëiçìi îðòîíîðìîâàíî¨ òåòðàäè, ó ÍÏ ôîðìàëiçìi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ 12 êîì-

ïëåêñíèõ. Âëàñòèâiñòü içîòðîïíîñòi òåòðàäè Íüþìåíà-Ïåíðîóçà äîçâîëÿ¹ ðîç-

ãëÿäàòè ôiçè÷íi ïîëÿ ïðèðîäíiì ÷èíîì, îñêiëüêè ïîøèðåííÿ öèõ ïîëiâ âiäáó-
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âà¹òüñÿ çi øâèäêiñòþ ñâiòëà. Ïîðÿä ç åêîíîìi÷íiñòþ ó âèêîðèñòàííi âåëè÷èí,

ÍÏ-ôîðìàëiçì ÷àñòî äà¹ i ÿêiñíi ïåðåâàãè � ðiâíÿííÿ ó òåíçîðíîìó ïiäõîäi, ÿêi

áóëè íåëiíiéíèìè, ñòàþòü ëiíiéíèìè.

Ñïiíîâi êîåôiöi¹íòè

Ñïiíîâi êîåôiöi¹íòè âèíèêàþòü âíàñëiäîê äi¨ êîìïîíåíò îïåðàòîðà êîâàðiàí-

òíî¨ ïîõiäíî¨1 íà áàçèñíèé ñïiíîð.

Ñïiíîðíi êîåôiöi¹íòè îáåðòàííÿ Ði÷÷i (ñïiíîâi êîåôiöi¹íòè) îçíà÷åíi òàê

γ B̂
ÂÂ′Ĉ

= ε B̂
B ∇ÂÂ′ε

B
Ĉ ′

. (À.77)

Âîíè ¹ ñèìåòðè÷íèìè çà îñòàííiìè äâîìà iíäåêñàìè γÂÂ′B̂Ĉ = γÂÂ′ĈB̂, ùî âèïëè-

âà¹ ç îðòîíîðìîâàíîñòi ñïiíîâîãî áàçèñó òà êîâàðiàíòíî¨ ïîñòiéíîñòi êîìïîíåíòè

εAB.

Íåçàëåæíi êîåôiöi¹íòè îáåðòàííÿ Ði÷÷i ó ôîðìàëiçìi Íüþìåíà-Ïåíðîóçà ïî-

çíà÷àþòüñÿ ìàëèìè ãðåöüêèìè ëiòåðàìè òà íàçèâàþòüñÿ ñêàëÿðàìè Íüþìåíà-

Ïåíðîóçà:

κ = −γ 1
00′0 = γ00′00, ε = γ 0

00′0 = −γ 1
00′1 = γ00′10, π = γ 0

00′1 = γ00′11,

ρ = −γ 1
10′0 = γ10′00, α = γ 0

10′0 = −γ 1
10′1 = γ10′10, λ = γ 0

10′1 = γ10′11,

σ = −γ 1
01′0 = γ01′00, β = γ 0

01′0 = −γ 1
01′1 = γ01′10, µ = γ 0

01′1 = γ01′11,

τ = −γ 1
11′0 = γ11′00, γ = γ 0

11′0 = −γ 1
11′1 = γ11′10, ν = γ 0

11′1 = γ11′11.

(À.78)

Ñêàëÿðè Íüþìåíà-Ïåíðîóçà îçíà÷óþòüñÿ òàêîæ ÷åðåç çãîðòêó ç âåêòîðàìè

içîòðîïíî¨ òåòðàäè ÷è ñïiíîâî¨ äiàäè ç ïîõiäíîþ çà íàïðÿìêîì içîòðîïíî¨ òåòðà-

1�õ íàçèâàþòü ïîõiäíi çà íàïðÿìêàìè içîòðîïíî¨ òåòðàäè, àáî âíóòðiøíi ïîõiäíi. Áóäóòü îçíà÷åíi íèæ÷å.
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äè âiä áàçèñíîãî ñïiíîðà

ε = −1
2 (laDna −maDm̄a) = 1

2 (naDla − m̄aDma) = ιADoA = oADιA,

α = −1
2

(
laδ̄na −maδ̄m̄a

)
= 1

2

(
naδ̄la − m̄aδ̄ma

)
= ιAδ̄oA = oAδ̄ιA,

β = −1
2 (laδna −maδm̄a) = 1

2 (naδla − m̄aδma) = ιAδoA = oAδιA,

γ = −1
2 (la∆na −ma∆m̄a) = 1

2 (na∆la − m̄a∆ma) = ιA∆oA = oA∆ιA,

κ = maDla = oADoA, π = −m̄aDna = ιADιA,

ρ = maδ̄la = oAδ̄oA, λ = −m̄aδ̄na = ιAδ̄ιA,

σ = maδla = oAδoA, µ = −m̄aδna = ιAδιA,

τ = ma∆la = oA∆oA, ν = −m̄a∆na = ιA∆ιA,

(À.79)

äå D, ∆, δ, δ̄ � ïîõiäíi çà íàïðÿìêàìè içîòðîïíî¨ òåòðàäè (âíóòðiøíi ïîõi-

äíi), ùî âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè

D = ∇00′ = oAoA
′∇AA′ = la∇a,

∆ = ∇11′ = ιAιA
′∇AA′ = na∇a,

δ = ∇01′ = oAιA
′∇AA′ = ma∇a,

δ̄ = ∇10′ = ιAoA
′∇AA′ = m̄a∇a.

(À.80)

Êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ òà ðiâíÿííÿ ïîëÿ Íüþìåíà-Ïåíðîóçà

Êîìïîíåíòè êîìóòàòîðà, ùî äi¹ íà ñêàëÿðíó âåëè÷èíó φ

[∇a∇b −∇b∇a]φ = 0 (À.81)

íàçèâàþòüñÿ êîìóòàöiéíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè. Êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ

â òåðìiíàõ ñêàëÿðiâ Íüþìåíà-Ïåíðîóçà òà âíóòðiøíiõ ïîõiäíèõ ìàþòü âèãëÿä

(∆D −D∆)ψ = [(γ + γ̄)D + (ε+ ε̄)∆− (τ̄ + π)δ − (τ + π̄)δ̄]ψ,

(δD −Dδ)ψ = [(ᾱ + β − π̄)D + κ∆− (ρ̄+ ε− ε̄)δ − σδ̄]ψ,

(δ∆−∆δ)ψ = [−ν̄D + (τ − ᾱ− β)∆ + (µ− γ + γ̄)δ + λ̄δ̄]ψ,

(δ̄δ − δδ̄)ψ = [(µ̄− µ)D + (ρ̄− ρ)∆ + (α− β̄)δ − (ᾱ− β)δ̄]ψ.

(À.82)

Ç ñèñòåìè ðiâíÿíü âiäíîñíî êîìïîíåíò ñïiíîðíîãî åêâiâàëåíòó òîòîæíîñòi

Ði÷÷i

2∇[a∇b]V
d = R d

abc V
c (À.83)
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îòðèìóþòüñÿ ðiâíÿííÿ ïîëÿ Íüþìåíà-Ïåíðîóçà (ðiâíÿííÿ ïîëÿ)

Dρ− δ̄κ− ρ2 − σσ̄ − (ε+ ε̄)ρ+ κ̄τ + κ(3α + β̄ − π)− Φ00 = 0,

Dσ − δκ− (ρ+ ρ̄+ 3ε− ε̄)σ + (τ − π̄ + ᾱ + 3β)κ−Ψ0 = 0,

Dτ −∆κ− (τ + π̄)ρ− (τ̄ + π)σ − (ε− ε̄)τ + (3γ + γ̄)κ−Ψ1 − Φ01 = 0,

Dα− δ̄ε− (ρ+ ε̄− 2ε)α− βσ̄ + εβ̄ + κλ+ κ̄γ − (ε+ ρ)π − Φ10 = 0,

Dβ − δε− (α + π)σ − (ρ̄− ε̄)β + (µ+ γ)κ+ (ᾱ− π̄)ε−Ψ1 = 0,

Dγ −∆ε− (τ + π̄)α− (π + τ̄)β + (ε+ ε̄)γ + (γ + γ̄)ε− πτ + νκ−

−Ψ2 + Λ− Φ11 = 0,

Dλ− δ̄π − (ρ− 3ε+ ε̄)λ− σ̄µ− (π + α− β̄)π + νκ̄− Φ20 = 0,

Dµ− δπ − (ρ̄− ε− ε̄)µ− σλ− (π̄ − ᾱ + β)π + νκ−Ψ2 − 2Λ = 0,

Dν −∆π − (π + τ̄)µ− (π̄ + τ)λ− (γ − γ̄)π + (3ε+ ε̄)ν −Ψ3 − Φ21 = 0,

∆λ− δ̄ν + (µ+ µ̄+ 3γ − γ̄)λ− (3α + β̄ + π − τ̄)ν + Ψ4 = 0.

δρ− δ̄σ − (ᾱ + β)ρ+ (3α− β̄)σ − (ρ− ρ̄)τ − (µ− µ̄)κ+ Ψ1 − Φ01 = 0,

δα− δ̄β − µρ+ λσ − αᾱ− ββ̄ + 2αβ − (ρ− ρ̄)γ − (µ− µ̄)ε+ Ψ2 − Λ− Φ11 = 0,

δλ− δ̄µ− (ρ− ρ̄)ν − (µ− µ̄)π − (α + β̄)µ− (ᾱ− 3β)λ+ Ψ3 − Φ21 = 0,

∆µ− δν + (µ+ γ + γ̄)µ+ λλ̄− ν̄π − (ᾱ + 3β − τ)ν + Φ22 = 0,

∆β − δγ − (ᾱ + β − τ)γ + µτ − σν − εν̄ − (γ − γ̄ − µ)β + αλ̄+ Φ12 = 0,

∆σ − δτ + (µ− 3γ + γ̄)σ + λ̄ρ+ (τ + β − ᾱ)τ − κν̄ + Φ02 = 0,

∆ρ− δ̄τ − (γ + γ̄ − µ̄)ρ+ σλ− (β̄ − α− τ̄)τ − νκ+ Ψ2 + 2Λ = 0,

∆α− δ̄γ − (ρ+ ε)ν + (τ + β)λ− (γ̄ − µ̄)α− (β̄ − τ̄)γ + Ψ3 = 0, (À.84)

äå äiàäíi (òåòðàäíi) êîìïîíåíòè ñïiíîðà Âåéëÿ ΨABCD òà ñïiíîðà Ði÷÷i ΦABC ′D′

îçíà÷åíi ôîðìóëàìè

Ψ0 = Ψ0000 = ΨABCDo
AoBoCoD = Cabcdl

amblcmd = C(1)(3)(1)(3),

Ψ1 = Ψ0001 = ΨABCDo
AoBoCιD = Cabcdl

amblcnd = C(1)(3)(1)(2),

Ψ2 = Ψ0011 = ΨABCDo
AoBιCιD = Cabcdl

ambm̄cnd = C(1)(3)(4)(2),
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Ψ3 = Ψ0111 = ΨABCDo
AιBιCιD = Cabcdl

anbm̄cnd = C(1)(2)(4)(3),

Ψ4 = Ψ1111 = ΨABCDι
AιBιCιD = Cabcdm̄

anbm̄cnd = C(4)(2)(4)(2);

Φ00 = Φ000′0′ = ΦABC ′D′o
AoBoC

′
oD
′
= −1

2
Rabl

alb = −1

2
R(1)(1),

Φ10 = Φ010′0′ = ΦABC ′D′o
AιBoC

′
oD
′
= −1

2
Rabl

amb = −1

2
R(1)(3),

Φ20 = Φ110′0′ = ΦABC ′D′ι
AιBoC

′
oD
′
= −1

2
Rabm

amb = −1

2
R(3)(3), (À.85)

Φ01 = Φ000′1′ = ΦABC ′D′o
AoBoC

′
ιD
′
= −1

2
Rabl

am̄b = −1

2
R(1)(4),

Φ11 = Φ010′1′ = ΦABC ′D′o
AιBoC

′
ιD
′
= −1

2
Rabl

anb + 3Λ = −1

2
R(1)(2) +

1

8
R,

Φ21 = Φ110′1′ = ΦABC ′D′ι
AιBoC

′
ιD
′
= −1

2
Rabm

anb = −1

2
R(3)(2),

Φ02 = Φ001′1′ = ΦABC ′D′o
AoBιC

′
ιD
′
= −1

2
Rabm̄

am̄b = −1

2
R(4)(4),

Φ12 = Φ011′1′ = ΦABC ′D′o
AιBιC

′
ιD
′
= −1

2
Rabm̄

anb = −1

2
R(4)(2),

Φ22 = Φ111′1′ = ΦABC ′D′ι
AιBιC

′
ιD
′
= −1

2
Rabn

anb = −1

2
R(2)(2).
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ÄÎÄÀÒÎÊ Á

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà äëÿ

îäíîíàïðÿìëåíîãî içîòðîïíîãî ïîëÿ

Çíàéäåìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (2.17). Âðàõó¹ìî

ïðè öüîìó äîäàíîê ç ïîõiäíîþ ïî θ, êîåôiöi¹íò ïðè ÿêîìó äîðiâíþ¹ íóëþ

r2 + a2

r2 − 2Mr + a2

∂ϕ2

∂t
+
∂ϕ2

∂r
+ 0 · ∂ϕ2

∂θ
+

a

r2 − 2Mr + a2

∂ϕ2

∂φ
+

1

r − ia cos θ
ϕ2 = 0.

Ðiâíÿííÿ ¹ íåîäíîðiäíèì ðiâíÿííÿì â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó,

çàïèøåìî ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ñèìåòðè÷íié ôîðìi,

ùî âiäïîâiäà¹ äàíîìó ðiâíÿííþ â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ

dt
r2+a2

r2−2Mr+a2

=
dr

1
=
dθ

0
=

dφ
a

r2−2Mr+a2
= − dϕ2

ϕ2

r−ia cos θ

.

Òåïåð çàïèøåìî íîðìàëüíó ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî

âiäïîâiäà¹ ñèñòåìi â ñèìåòðè÷íié ôîðìi

dt
dr = r2+a2

r2−2Mr+a2 ,

dθ
dr = 0,

dφ
dr = a

r2−2Mr+a2 ,

dϕ2

dr = − ϕ2

r−ia cos θ ;

(Á.1)

òà ïðîiíòåãðó¹ìî ¨¨

t− r −M ln(r2 − 2Mr + a2)− 2M2
√
a2−M2

arctg
(

r−M√
a2−M2

)
= C̃1,

θ = C̃2,

φ− a√
a2−M2

arctg
(

r−M√
a2−M2

)
= C̃3,

ln ((r − ia cos θ)·ϕ2) = C̃4.
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Çíàõîäèìî ïåðøi iíòåãðàëè ñèñòåìè

ξ1 = t− r −M ln(r2 − 2Mr + a2)− M2
√
M2−a2 ln

(
r−M−

√
M2−a2

r−M+
√
M2−a2

)
,

ξ2 = θ,

ξ3 = φ− a
2
√
M2−a2 ln

(
r−M−

√
M2−a2

r−M+
√
M2−a2

)
,

ξ4 = ln ((r − ia cos θ)·ϕ2) .

(Á.2)

Îòðèìó¹ìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (2.17) â íåÿâíîìó

âèãëÿäi

Ψ (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) = 0, (Á.3)

äå Ψ - äîâiëüíà äèôåðåíöiéîâàíà ôóíêöiÿ.

Ïiäñòàâèìî îòðèìàíèé íåÿâíèé ðîçâ'ÿçîê (Á.3) ó äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè

(2.17). Äëÿ öüîãî çàïèøåìî ïîõiäíi âiä Ψ (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) ïî t, r, θ òà φ

Ψt = Ψξ1 + Ψξ4
1
ϕ2

∂ϕ2

∂t ,

Ψr = Ψξ1
−(r2+a2)
r2−2Mr+a2 + Ψξ3

−a
r2−2Mr+a2 + Ψξ4

(
1

r−ia cos θ + 1
ϕ2

∂ϕ2

∂r

)
,

Ψθ = Ψξ2 + Ψξ4

(
ia sin θ

r−ia cos θ + 1
ϕ2

∂ϕ2

∂θ

)
,

Ψφ = Ψξ3 + Ψξ4
1
ϕ2

∂ϕ2

∂φ .

(Á.4)

Âçÿâøè äèôåðåíöiàë âiä îáîõ ÷àñòèí (Á.3), îòðèìà¹ìî Ψt = 0, Ψr = 0, Ψθ = 0,

Ψφ = 0. Âèðàçèìî ÷àñòèííi ïîõiäíi âiä ôóíêöi¨ ϕ2 ÷åðåç ïîõiäíi âiä íåÿâíî¨

ôóíêöi¨ 

∂ϕ2

∂t =
(
−Ψξ1

Ψξ4

)
ϕ2,

∂ϕ2

∂r =

(
Ψξ1

r2+a2

r2−2Mr+a2
+Ψξ3

a
r2−2Mr+a2

Ψξ4
− 1

r−ia cos θ

)
ϕ2,

∂ϕ2

∂θ =
(
−Ψξ2

Ψξ4
− ia sin θ

r−ia cos θ

)
ϕ2,

∂ϕ2

∂φ =
(
−Ψξ3

Ψξ4

)
ϕ2.

(Á.5)

Ïiäñòàâèìî (Á.5) â äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (2.17), îòðèìó¹ìî

ia sin θΨξ1 + Ψξ2 +
i

sin θ
Ψξ3 −

(
ctgθ +

√
2
J2(r + ia cos θ)

ϕ2

)
Ψξ4 = 0. (Á.6)

Ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ (Á.6) ÿê îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïåð-

øîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî íåâiäîìèõ ξ1, ξ2, ξ3, ξ4. Çàïèøåìî ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ñèìåòðè÷íié ôîðìi, ùî âiäïîâiäà¹ äàíîìó ðiâíÿííþ â

÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ
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dξ1

ia sin θ
=
dξ2

1
=
dξ3

i
sin θ

=
dξ4

−
(
ctgθ +

√
2J2(r+ia cos θ)

ϕ2

) .
Íîðìàëüíó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî âiäïîâiäà¹ ñèñòåìi çâè÷àé-

íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ñèìåòðè÷íié ôîðìi, çàïèøåìî òàê
dξ1
dξ2

= ia sin θ,

dξ3
dξ2

= i
sin θ ,

dξ4
dξ2

= −
(
ctgθ +

√
2J2(r+ia cos θ)

ϕ2

)
.

(Á.7)

Çàìiñòü ξ2 ïiäñòàâëÿ¹ìî θ
dξ1
dθ = ia sin θ,

dξ3
dθ = i

sin θ ,

dξ4
dθ = −

(
ctgθ +

√
2J2(r+ia cos θ)

ϕ2

)
;

(Á.8)

Ïåðøå òà äðóãå ðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿæåìî ÿê ðiâíÿííÿ ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè,

à òðåò¹ � ÿê ëiíiéíå íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ. Ðîçãëÿíåìî òðåò¹ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè

(Á.8)
dξ4

dθ
= −

(
ctgθ +

√
2
J2(r + ia cos θ)

ϕ2

)
; (Á.9)

Â öüîìó ðiâíÿííi ξ4 ¹ ôóíêöi¹þ âiä ϕ2 (äèâ. (Á.2)), ïiäñòàâèìî

ξ4 = ln ((r − ia cos θ)·ϕ2) ó îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ

dϕ2

dθ
+

(
ctgθ +

ia sin θ

r − ia cos θ

)
ϕ2 = −

√
2J2(r + ia cos θ); (Á.10)

Ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî ÇÄÐ (Á.10) øóêàòèìåìî ó âèãëÿäi ϕ2 = ϕ0
2 + ϕ1

2, äå ϕ
0
2 �

ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ, ϕ1
2 � ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíî-

ðiäíîãî ðiâíÿííÿ (Á.10). Çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

dϕ0
2

dθ
+

(
ctgθ +

ia sin θ

r − ia cos θ

)
ϕ0

2 = 0; (Á.11)

lnϕ0
2 = lnC − ln (sin θ(r − ia cos θ)) ;

ϕ0
2 =

C

sin θ(r − ia cos θ)
.
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×àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ çíàéäåìî ìåòîäîì âàðiàöi¨ äîâiëü-

íî¨ ñòàëî¨

ϕ1
2 =

C(θ)

sin θ(r − ia cos θ)
; (Á.12)

Ïiäñòàâèìî (Á.12) ó ðiâíÿííÿ (Á.10)

dC(θ)

dθ
= −
√

2J2(r
2 + a2 cos2 θ) sin θ,

C(θ) = −
√

2

∫
J2(r

2 + a2 cos2 θ) sin θdθ.

Îòæå,

ϕ2 =
C

sin θ(r − ia cos θ)
−
√

2
∫
J2(r

2 + a2 cos2 θ) sin θdθ

sin θ(r − ia cos θ)
; (Á.13)

sin θ(r − ia cos θ)ϕ2 +
√

2

∫
J2(r

2 + a2 cos2 θ) sin θdθ = C̃3; (Á.14)


ξ1 = −ia cos θ + C1,

ξ3 = i ln 1−cos θ
sin θ + C2,

sin θ(r − ia cos θ)ϕ2 = −
√

2
∫
J2(r

2 + a2 cos2 θ) sin θdθ + C3.

(Á.15)

Çàïèøåìî ïåðøi iíòåãðàëè
ψ1 = ξ1 + ia cos θ,

ψ2 = ξ3 − i ln 1−cos θ
sin θ ,

ψ3 = sin θ(r − ia cos θ)ϕ2 +
√

2
∫
J2(r

2 + a2 cos2 θ) sin θdθ.

(Á.16)

Îòðèìó¹ìî íåÿâíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (Á.6)

Φ̂ (ψ1, ψ2, ψ3) = 0, (Á.17)

äå Φ̂ - äîâiëüíà äèôåðåíöiéîâàíà ôóíêöiÿ,

ψ1 = t− r −M ln(r2 − 2Mr + a2)− M2
√
M2−a2 ln

(
r−M−

√
M2−a2

r−M+
√
M2−a2

)
+ ia cos θ,

ψ2 = φ− a
2
√
M2−a2 ln

(
r−M−

√
M2−a2

r−M+
√
M2−a2

)
− i ln 1−cos θ

sin θ ,

ψ3 = sin θ(r − ia cos θ)ϕ2 +
√

2
∫
J2(r

2 + a2 cos2 θ) sin θdθ.

(Á.18)
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Îòðèìàíèé íåÿâíèé ðîçâ'ÿçîê (Á.17) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (2.17).

Äëÿ ôóíêöi¨ Φ̂(ψ1, ψ2, ψ3) çàñòîñó¹ìî òåîðåìó ïðî íåÿâíó ôóíêöiþ. Âèáåðåìî

äåÿêó òî÷êó (t0, r0, θ0, φ0), äå −∞ < t <∞, r+ < r <∞, 0 < θ < π, −∞ < φ <

∞. Òîäi ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè

Φ̂(ψ1(t0, r0, θ0, φ0), ψ2(t0, r0, θ0, φ0), ψ3(t0, r0, θ0, φ0)) = 0, (Á.19)

∂Φ̂(t0, r0, θ0, φ0)

∂ψ3(t0, r0, θ0, φ0)
6= 0, (Á.20)

òî iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâàíà ôóíêöiÿ Φ, ùî Φ̂(ψ1, ψ2, ψ3) =

= Φ(ψ1, ψ2)− ψ3. Îòðèìó¹ìî ÿâíèé âèðàç äëÿ ôóíêöi¨ ϕ2

ϕ2 =
1

sin θ(r − ia cos θ)

(
Φ (ψ1, ψ2)−

√
2

∫
J2(r

2 + a2 cos2 θ) sin θdθ

)
. (Á.21)
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ÄÎÄÀÒÎÊ Â

Äîäàòêîâi ïiäïðîãðàìè òà âèêîðèñòàíi ïàêåòè

Ïiäïðîãðàìè Maple îá÷èñëåííÿ êîìïîíåíò êîâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨ ó

ôîðìàëiçìi Íüþìåíà-Ïåíðîóçà

Äëÿ îòðèìàííÿ ðiâíÿíü ó ôîðìàëiçìi Íüþìåíà-Ïåíðîóçà çi ñïiíîðíèõ ÷è

òåíçîðíèõ âèðàçiâ, ðîçðîáëåíî äåêiëüêà ôóíêöié òà ïðîöåäóð äëÿ ñåðåäîâèùà

Maple. Ïðîöåäóðè òà ôóíêöi¨ çàïèñàíi ó êîðèñòóâàöüêó áiáëiîòåêó NPeq òà âè-

êëèêàþòüñÿ êîìàíäîþ march(`open`, NPeq.mla).

Ïðîöåäóðà CovariantDerivative(Vector,FirstAbstractIndex, SecondAbs

tractIndex) ïîâåðòà¹ êîâàðiàíòíó ïîõiäíó ∇ZZ ′ âiä ñïiíîðà, âåêòîðà àáî òåí-

çîðà, ÿêèé çàäà¹òüñÿ àðãóìåíòîì Vector, äå Z âiäïîâiäà¹ ïåðøîìó àáñòðàêòíî-

ìó iíäåêñó FirstAbstractIndex, Z ′ âiäïîâiäà¹ äðóãîìó àáñòðàêòíîìó iíäåêñó

SecondAbstractIndex, îäèí ç öèõ iíäåêñiâ ìà¹ áóòè øòðèõîâàíèì. Êîâàðiàíòíà

ïîõiäíà îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ ∇ZZ ′ = oZoZ ′D + ιZιZ ′∆− oZιZ ′δ − ιZoZ ′ δ̄.

Ïåðøèé àáî äðóãèé àáñòðàêòíèé iíäåêñ ïîäà¹òüñÿ ó îäíîìó ç ôîðìàòiâ: onyz �

oZ , inyz � ιZ , onyzs � oZ ′, inyzs � ιZ ′, ovz � oZ , ivz � ιZ , ovzs � oZ
′
, ivzs �

ιZ
′
. Ó ìàñèâi Dbasisz2[i,j] çáåðiãàþòüñÿ ïðàâèëà äi¨ îïåðàòîðiâ çà íàïðÿìêàìè

içîòðîïíî¨ òåòðàäè íà áàçèñíèé âåêòîð ñïiíîâî¨ äiàäè.

CovariantDerivative:=proc(Vector,FirstAbstractIndex, SecondAbstract

Index)

description "Aplying differential operator to vector in NP formalism"

local dif, a, b, c, i, j, s1, s2, s3, s4, s5, s6, s7, s8, ss, baso,

basos, basi, basis, dl, Derivative, dop, matr; dop:=UnGreek(Vector);

a:=indets(dop);

s1:=convert(ovz,set); s2:=convert(ivz,set); s3:=convert(ovsz,set);

s4:=convert(ivsz,set); s5:=convert(onyz,set); s6:=convert(inyz,set);
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s7:=convert(onysz,set); s8:=convert(inysz,set);

ss:=`union`(s1,s2,s3,s4,s5,s6,s7,s8);

a:=a minus ss; b:=convert(a,list); b:=convert(b,array);

c:=ArrayNumElems(b); dif[0]:=D(dop);

for j from 1 to 4 do

dl:=dif[0]

for i from 1 to c do dl:=subs(D(b[i])=DiffScalar(b[i],j),dl): od:

for i from 1 to 10 do

dl:=subs(D(ovz[i])=Dbasisz2[1+4*(j-1),i],dl):

dl:=subs(D(ivz[i])=Dbasisz2[1+4*(j-1)+1,i],dl):

dl:=subs(D(ovsz[i])=Dbasisz2[1+4*(j-1)+2,i],dl):

dl:=subs(D(ivsz[i])=Dbasisz2[1+4*(j-1)+3,i],dl):

dl:=subs(D(onyz[i])=Dbasisz2[1+4*(j-1)+16,i],dl):

dl:=subs(D(inyz[i])=Dbasisz2[1+4*(j-1)+1+16,i],dl):

dl:=subs(D(onysz[i])=Dbasisz2[1+4*(j-1)+2+16,i],dl):

dl:=subs(D(inysz[i])=Dbasisz2[1+4*(j-1)+3+16,i],dl):

dif[j]:=dl: od: od:

if SearchText(�s�, FirstAbstractIndex)6=0 and

SearchText(�s�, SecondAbstractIndex)=0 then

basos:=convert(cat(�o�,FirstAbstractIndex),symbol):

basis:=convert(cat(�i�,FirstAbstractIndex),symbol):

baso:=convert(cat(�o�,SecondAbstractIndex),symbol):

basi:=convert(cat(�i�,SecondAbstractIndex),symbol): end if:

if SearchText(�s�, FirstAbstractIndex)=0 and

SearchText(�s�, SecondAbstractIndex) 6=0 then

baso:=convert(cat(�o�,FirstAbstractIndex),symbol):

basi:=convert(cat(�i�,FirstAbstractIndex),symbol):

basos:=convert(cat(�o�,SecondAbstractIndex),symbol):

basis:=convert(cat(�i�,SecondAbstractIndex),symbol): end if:
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Derivative:=simplify(basi*basis*dif[1]+baso*basos*dif[2]-

-basi*basos*dif[3]-baso*basis*dif[4]):

Derivative:=greek(Derivative):

end proc:

Ôóíêöiÿ DiffScalar(Scalar, j) ïîâåðòà¹ ó ñèìâîëüíié ôîðìi äiþ îäíîãî ç

÷îòèðüîõ îïåðàòîðiâ ïîõiäíèõ çà íàïðÿìêàìè içîòðîïíî¨ òåòðàäè íà äåÿêèé ñêà-

ëÿð. Îïåðàòîð ïîõiäíî¨ çàïèñàíèé ó ñèìâîëüíié ôîðìi òà âèçíà÷à¹òüñÿ íîìåðîì

j.

DiffScalar:=proc(Scalar::symbol, j::integer)::symbol

description "Derivative operator j (D, ∆, δ, δ̄) applied to scalar"

local a, c;

a:=convert(Scalar, string);

if j=1 then c:=cat(`D',a): end if:

if j=2 then c:=cat(`∆',a): end if:

if j=3 then c:=cat(`δ',a): end if:

if j=4 then c:=cat(`δr',a): end if:

return c;

end proc:

Ïàêåò GRTensorIII

Äëÿ îá÷èñëåííÿ êîìïîíåíò òåíçîðà Ìàêñâåëëà òà òåíçîðà åíåðãi¨-iìïóëüñó

âèêîðèñòàíî ïàêåò GRTensorIII v.2.4 May 19, 2020 [56]. Íàâåäåìî íèæ÷å îñíîâíi

êðîêè âèêîðèñòàííÿ ïàêåòó.

Ïðîñòið-÷àñ Êåððà çàäà¹òüñÿ ÷åðåç içîòðîïíó òåòðàäó Êiííåðñëi òà çàçäàëå-

ãiäü çáåðiãà¹òüñÿ ó ôàéëi npupk3.mpl â êàòàëîçi metrics. Ôóíêöi¹þ qload(npupk3)

iíiöiàëiçó¹òüñÿ ðîáî÷èé ïðîñòið-÷àñ.

Çìiííi e òà c áðàòèìóòü ó÷àñòü ó ñòâîðåííi ñêàëÿðiâ fi2 (ϕ2) òà fi2r (ϕ̄2)

e:=fi2:

c:=fi2r:

grdef(sc3):



133

grdef(sc3r):

grcalc(sc3):

grcalc(sc3r):

Íà ââiä ïîäàþòüñÿ çìiííi e òà c.

Ââîäèìî îçíà÷åííÿ òåíçîðà Ìàêñâåëëà òà òåíçîðà åíåðãi¨-iìïóëüñó:

grdef(`F3{a b}:=sc3*(NPl{a}*NPm{b}-NPl{b}*NPm{a})+ sc3r*(NPl{a}*

NPmbar{b}-NPl{b}*NPmbar{a})`, asym = {[1, 2]}):

grdef(`F3Contra{�a �b}:=sc3*(NPl{�a}*NPm{�b}-NPl{�b}*NPm{�a})+sc3r*

(NPl{�a}*NPmbar{�b}-NPl{�b}*NPmbar{�a})`, asym = {[1, 2]}):

grdef(`Tei{a b}:=sc3*sc3r*NPl{a}*NPl{b}`, sym = {[1, 2]}):

grdef(`TeiContra{�a �b}:=sc3*sc3r*NPl{�a}*NPl{�b}`, sym = {[1, 2]}):

Îá÷èñëþ¹ìî êîìïîíåíòè òåíçîðiâ:

grdef(F3(dn, dn), F3Contra(up, up), Tei(dn,dn), TeiContra(up, up)):

Çàñòîñîâó¹ìî ïðîöåäóðè ñïðîùåííÿ gralter(F3(dn, dn)) òà âèâîäèìî ðå-

çóëüòàò ïðîöåäóðîþ grdisplay(F3(dn, dn)).
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