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������	
  

 

�������  � . � . #	�
�	������  ����2�����	�  �������  #
�������  �  

�������
����	�  4������  �	�����	  �����	� . – !����"�����
��  ����
��  �����  ��  

������  ���
�	�� . 

�	��������  ��  4�
�����  ����
�
2
  �������  �
��
��  �������	�  ����  4� 

������������6  01.02.04 – ��������  ��"
�����
2
  �����
2
  ����  (2���4�  4���� ) – 

�����
����	
  ����
�����	
  �������	���  �����  �����   
����� , ���  ������	 , 

�  �����
 , 2019. 

%
�
��  �	�
����  ��  ��"����  ������
  ��5	�  � '��  ���������
2
  

����
�����
2
  ���
�
�����
 -�
�
���
2
  �������	����  ��  ��  ��"����  �	8
�  

�������	�	  ����
�����
2
  �������
2
  �������	����  «���������	
  

�
���������	
  ����	��� », � . ������ . 

�	�������
��  �
�
��  ��	�������  �
4� '�4���6  �  4�2����
��  �	2����  


������
�  4�����  ��
  
��
�����  ��6  ��  �����	��  �������
2
  ���
��  

�������
����	�  �
�����	�  ����������� , ���  �
��  ���	  4������  �
  �
4� '�4��  

�	����	  ����2�����	�  �������  #
������� , �  ���
�  �
4�
���  ���������	�  

����
���  ���  ����������  �	�	�����  ����2��  ���  ���  ��"
��������  ���������  

�
��������
 .  

��  ��4�  
��	���
2
  �  4�2����
��  �	2����  �
4� ’ �4����  
������
�  4�����  � 

�
4�
��	  �����������
2
  ����
�� , ��	
  �	�
�	��
��3  ����2������  
�����
�	 , 

�
4� '�4��
  ��	  ����	  ��������	�  4���� : 

– �����	"������  �	����	  4
���5���  �������
����	�  ����������� , ���  ��3  ��  

����
�����  �����	�	 ; 

– ������
�  �����	"������  4
���5���  �����������  ��  ������
  �  4�����  

�
���6�����  �������
����	�  �
�	����  �����	�  4 4
��������	�	  


�
��	�
����	  (�����	 , �
2�5������	  �
�	���� , �
����
�	�	  
�
���	 ); 

– �����	"������  ����6�	�  ���	���  �  4�����  ����������  �������
����	�	  

�
�	������	  �����	�	 . 
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�� '	
�  ��
��������  – �������
�����  ������������  ����
����	�  �����	�  

4 �����������  
�
��	�
���
  ������������  ��  �
����
�	�  
�
� . 

�������  ��
��������  – ����2������  ��������  #
������� , �
  ��	�  

4�
������  4�����  �������
����
2
  ��"
��������  �����	�����	�  ���������  

�
��������
 . 

���
�	  �
��������� . ���
�	  �������	��
�  "�4	�	 , ��
���  �����  9�� '3, 

����2������  ������
�����  ,������ , ��
���  
�����
��� , ��
���  ����2�����	�  

�������  #
������� , ��
���  ���
�����	�  4����  �������	��
�  "�4	�	  

(�	�
�	������  ��2����	4�6�
2
  ��2
�	���  ( . � . '	�
�
�� ), ����	���  

�	������ . 

����
��  �
�	4��  
��	���	�  ��4��������  �
��2�3  �  �������
�� : 

1) ������  �
����5	
  �
4�	�
�  ��
���  �
4� ’ �4��  �������
����	�  


������	�  4����  �������	  ��"
�����
2
  �����
2
  ���� . 

2) ��
��
�����
  �
������  ���
���  ��  
��	��6������  ��2
�	��	  ���  

�	�����	4����  �	����  ����2�����	�  �������  #
������� , ��  �
4� ’ �4����  ��
�
�	�  

�	����  ����
�	�  ��2�������	�  �������  4 �	�
�	�������  ��2����	4�6�
2
  

��2
�	���  '	�
�
��  ��  �4�2������	�  ��2
�	����  !������  ��
   ����� . 

3) ��  ��4�  �
4� ’ �4��
�  �  4�2����
��  �	2����  �������
����
�  
������
�  

4�����  ���  ����
����
�  �����	�	   ��  ��
��
�����
��  �
�������  ���
���  

����5�  �
4� ’ �4��� : 

– 
�������  4�����  ��
  ���	�  ��  �����	��  �������
�  �����
�	�  

��4�����	�  �������
����	�  ����������� , 8
  ��6��  
��
����
 ; 

– 
�������  4�����  �
���6�����  �������
����	�  �
�	����  ����
����	�  

�����	�  ��	  �����
���  �
����
�	�  4
��������	�  
�
��	�
���
  (���	 , 

��
��	4��
�� , �
����
�	�  �����	�  ��  � '�4�
�����	�  
�
� ); 

– 4�����  �����	"������  �������  � ’ �4�
�����
�  
�
�	 , ���  �
������3  4 

�����	�
6 , �  ���
�  4���
�
�
���
  ��  �	�
���
  ���
��
4	��6  ��3�  �������  ��  

������  ��  � ’ �4��  �����
�� , 5���
�  4����	  �� ��
��  ��4�����	�	  � ’ �4�
6  ��  

����
�
 -�����
6  �
����
�	�	  
�
���	 , 8
  ��	�������  �  
���
  �
���  ��
  ��  

��	4���
  �������� . 
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4) ��
��
�����
  ���
�	��  ���	��
2
  ����������  �������
����	�	  

�
�	������	  ����
����
�  �����	�	  4� �
�
�
2
6  �
����
�	�  ����6�	�  

����������� , �  ����  �
��4���  �
��	����� : 

� ) ����������  �
����
�	�  4
��������	�  
�
��	�
���
 ; 

� ) ����������  �
�	������	  ��  �  
���
  �
���  �����	�	 , �  ��  �����	��
  


������  ����
��
  ���	�	�	  ��
8�  �����	�	 ; 

� ) 2������  �
�	����  �
  ���
  �
������  �����	�	  �������
6  �	����
6  

����6�	�  ����������� . 

5) 1
���
���
  �
4� ’ �4
�  �	4�	  ���
�����	�  4����  ���	��
2
  ����������  

�������
����	�	  �
������	�	  �
�	������	  ����
����
�  �����	�	  4 

�����������  ��4�	�  4
��������	�  
�
��	�
���
 , �  ���
�  �
42�����
  ����	  

���	��
2
  ��  ���	��
2
  ����
4��	���  �  4�����  2������  �
�	����  �����	�	  4 

��	3����
6  ���
6 . 

6) #���5�  �	�
���
  ����������  �	�	���	��	�  �����	�
���
  �  ���������  

��  ��4�  �
4� ’ �4���  �  ������  ��
���  �����
���  ��	  ��"
��������  ���������  

�
���������  4 �	�
�	�������  42����������	�  ����
�	�  ����2�����	�  
�����
���  

���  �	������  ������5��
2
  � '�4�
2
  �����  (�
����  !������� –9

��� ) � 

������5��
2
  2������4	��
2
  �����  (�
����  :
�� –;����� –!
���� ). 

1����	���  4�������  
��	���	�  ��4��������  �
��2�3  �  �
�� , 8
  �
�	  

�
����  ���	  �	�
�	�����  ���  �	4�������  ���	�  ��
  ��������  � ���	�	��  

�������
����	�  ����������� , 8
  �	�	��6��  �  ��4�	�  ��������	�  �	������ , ���  

��"
���6����  ��������
 , ��  
��
��  ������	�  ��
����  (������8��� , ��"
�����
  

�  ����	�  �
����  ���������  �
��������
 ), �  ���
�  �	���  ����
�����	�  ���	���  

����������  �
�	������	 . 

#��
��������  ����������  �	�������
�
�  �
�
�	  ��  4���
�
�
���	�  

����
���  �����������
  �
������	  ��
  �	�
�	������  ��4��������  �
��������  

�������	�	  �  �
����� . 

:��
  
��	���
  ��	  �
����	  ��
  4���
�������  ����������  �	�������
�
�  

�
�
�	  ��� : 
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– ��"���	  �	5�������  ��  ��
���������  ���
�
�����	�  �
��2  � ���
��
���  

���������
2
  ����
�����
2
  ���
�
�����
 -�
�
���
2
  �������	����  ��	  

�	�
�����  ����
�
 -�
�����
�  �
�
�	  4� �
2
�
�
�  <  66/37-50-12 «1����
�	�	 , 

�
�
��	�	  ��  ��	����	  �  ����
��������  �
  ������	�  �
����	��	�  �	�
2  ����
�  

�	�
�	�  �
��������
  �
�
����  
��2��  ���
����
2
  �	��  ���  �
4������
��  

������������  ( 1, ( 2, : ». 

– '�#  «����� -���
���
�� » ��	  �	�
�����  �
��������  �����	�  

�����������  ���������  �
�����  �����  ���  ���  5���������� . 

– !
��
�����  «&������������ ». ��������	  ����
�	�  �
��������  

�	��������  ���	  �	�
�	�����  ��	  ��
���������  �����	�����	�  ���������  

��
��
���	�  �����  � �����  ���  �
4�	�����  � ��	��4����  �	���
����4����	�  

�	�
��� . 

��
�	��	
  ����
�  4�
������ . ���
���  �
�
�����  �
�
�	 , 8
  

������������  �
  4��	��� , 
��	����  4�
�������  ���
���
�
 . 

1
����
���  ����	�  4����  ��  
�2
�
�����  ��4��������  �  
������
���	�  

����
�	�  ������  ��
�
�	�	��  ��4
�  4 ����
�	�  �
���������
�  ��
  

�������
���	 . 

�  ���5
��  �
4����  4��
����	
  
2���  �
���  4� ���
6  �	�������
�
�  

�
�
�	 . ,���������	
  
2���  ������3����  4 � '��	  ����	�  � �	��
��� . 1��5�  

����	��  ��	�������  �	�
��  ��
���  �������
����
2
  ��"
��������  �����	� . �  

��
  ���4�����
 , 8
  �������� , 
��	����  ) . &. �"����
�  � %. � . �������
� , 

�
4�
��6��  ����
�����	  �"���	  �������  
��������  ��  4����  (��
���  ��  
��
��  

2��
��4  '	�
5���� ), ���  �
���  ����  4����
��������	  ��	  �
���������  

�������
����
2
  ��"
��������  
��
5��
�	�  �4
��
��	�  �����	� . �  ���2�
  

����	��  
�	���	
  ���  �
�
2��"�
  � �
�
�	  
2���
�
2
  ��������� , ��	�������  

�
��������6  �	�����	  �����	� . �  �����
  ����	��  
2����  
�	����  �
�
�	  4 

�
4� '�4����  �������
����	�  4����  �������	  ��"
�����
2
  �����
2
  ���� , �  ��	�  

�	�
�	���6����  ����2���	  42
���	  ��  ����2������  �������� . �  ��������
  ����	��  

�
42������  4����� , �  ��	�  �	�
�	��
��6����  ����2������  ��������  #
�������  ���  
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�	4�������  �	�����	  ������������ . 1 '���  ����	��  
2����  ��	�������  �
�
���  4 

�����	"������  ��  ����������  �
�	������	  �4 4���
��������  �
�	�  ����
�
2�
 . 

�  ���2
��  �
4����  
�	����  �	�����
 -������	���  ���
�	 , 8
  

�	�
�	��
��6����  �  �
�
�� . #	�������  
�
��	�
���  4���
�������  

��2����	4�6�
2
  ��2
�	���  ���������  ( . � . '	�
�
��  ���  �
4� '�4����  

���
�����	�  4����  �������	  ��"
�����
2
  �����
2
  ���� . #  ������  

��2����	4�6�
2
  ��2
�	���  �
42������  ��������
�	�����  ���
��	�����  

���
�����
�  4�����  ��  42����������
2
  "�����
���� . �������
  ��	����  

�
4� '�4����  ����
�
�  ���
�����
�  4�����  (�����	"������  �����
�
2
  

�������
����
2
  �
������
2
  ������������ , 8
  ��3  ��  ����
�����  �4
��
���  

5������
 -
������  �����	��  �������
�  �
�8	�	  �  ������
  �
����
��� ) 4 

�	�
�	�������  ��2����	4�6�
2
  ��2
�	��� . 1�	�����
  ���2�  �	����6  �	�
��  

4������  ���������  ��2����	4���� . %
42�����
  �
������  ���
���  ���  �
4� ’ �4����  

�	����  ����2�����	�  �������  #
�������  ��  
��
��  �	�
�	������  

��2����	4�6�
2
  ��2
�	���  ( . � . '	�
�
��  �  ������
���  4 �4�2������	�	  

��2
�	����	  !������  ��   �����  ���  ��
�
�	�  ����	�� . ��	���
  
�
��	�
���  

�	�
�	������  �4�2������	�  ��2
�	����  !������  ��   ����� . 

�  �����
��  �
4����  �
42����6����  ���������  ���	�	  �	����	  �
�����	�  

������	�  �����������  (8
  ��6��  ��  �����	  �
������� , ���  
  �
4�
���6  

�����
�� ) ��  ����
�����  ������  �4
��
���  �����	�	  �������
�  �
�8	�	  �  

������  ��
����
�  ��
���  &. 1 . '	�
5���� . 1����������
  ���
�	��  �
4� '�4����  

����	�  ��  
������	�  4����  �������
����
2
  ������������  ����
����	�  

�����	�	 . 1�	�
�	����  ���  ��	������  
��	�����  4 �����	"������  �	����	  

�������
�  4
���5���  ��4�����	�  �	� . '��
�  �  �����
��  �
4����  
�	����  

���
�	��  ����������  ���	��  ��
��
�
���
�  �����
�  ������
�
�  
��
�	  ��	  

��������
��  ��"
��������  ����
����	�  �����	� .  

�  �������
��  �
4����  
�	���
  �������
�����  ��"
��������  �����	�  ��	  

�����
���  ��4�	�  4
��������	�  �  �
���  ��
  �
����4
���	�  ��  ���	�  
�������  


�
��	�
���
  (��� , �
����
�	�  
�
�  ��  �
2�5������  �
�	���� ). �  �
4����  
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��������  �
����
���  4�����  ��  �������	���  �
���� , �  ���
�  �
4� '�4����  4�����  �  

4�2����
��  �	2���� . 

�  �	�������
��
  �
�
��  �	�����3����  ������ , 8
  �
4�
��3  ����
�����	  

���	�  �����  � 4
��������	�  
�
��	�
���
  ��  �������
�����  ��"
��������  

���������  �
���������  5���
�  ��������  �  �	�����  �
����  ��"
��������  

�����	�  �
����
�	�  �������
����	�  �	�  (������
 ). .�  �����
��  �������
�����  

������������  �
����  ���	  �	4������  4 ����
����	�  ����2�����	�  ��������
5���  

5���
�  4�������  ��  �
  ����
�	�  ����2�����	�  �������  #
�������  ��
  ��  �	���� , 

8
  �
4�
��3  
��	�����	  ������	�
 -�	������  �
4� '�4����  ��4  �	�
�	������  

�������
�	�  ���� . 

�������
  ��
�����4
���
  ���	�  �
��
�  
����
�  
�
��	�
���  ��  ��
���  

�������
����
2
  ��"
��������  ����
����
�  �����	�	 . '��
�  �
�������	
  

�
4�
���  � '�4�
�  ��  �����
�  �����
�	�  �  �������  �
����
�
�  � ’ �4�
�����
�  


�
�	 , 8
  �
������3  4 �����	�
6 . 

�  � '��
��  �
4����  �
4� '�4��
  �	4��  4���� , ���  ��
��6����  ����������  

�������
����	�	  �
�	������	  ��������	�  �	���� , 8
  �������  �����	�	 . 

�
������3����  �
��	�����  ����������  �������
����	�	  �
�	������	  

��������
�  �	����	 , 8
  ������3����  4 �����	�	  ��  4
��������
�  ���	 , 4� 

�
�
�
2
6  �
����
�
2
  ����6�
2
  ������������ , "������  4���	  �  ����  ��
2
  

�����	"���3���� . '��
�  �
42������  �
�����  4�����  �  ������  ���	��
2
  

����
4��	���  – 2������  �������
����	�  �
�	����  ��������
�  �	����	 , 8
  

������3����  4 �����	�	  ��  4
��������
�  ���	 , 4� �
�
�
2
6  ��������  �  �	�����  

���	��
2
  �
2�5�����  �
�	���� . 

��  
��
��  4���
�
�
���	�  ����
���  �
4� '�4���  4�����  ���������  

�
������	�	  �
�	������	  ��  �����	��
  
������  �����	�	 , ���
�  ���
  

�
42�����
  4�����  ��
  ���	���  2������  �������
����	�  �
�	����  �
  ���
  

�
������  ����
����
�  �����	�	 . 

#  5
��
��  �
4����  ���4���  ���  ����
�	 , 8
  �
4�
��6��  ��  ��4�  «�����	� » 

�
4� ’ �4��� , 
��	���	�  �  ������  ��
���  �����
��� , ���  ��"
�����	�  ���������  

�
���������  ����
�����	  �	�	���	���  �����	�
���  �  ��������� . /
�����  3 
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�
��	�����  �
���6���	  ������5�3  � '�4��  ��  2������4	���  ����� , 8
  
�	��3����  

�
�����	  !������� –9

���  ��  :
�� –;����� –!
���� .  

1��5	
  ������  ��4�3����  ��  �	�
�	������  �	"����������	�  
�����
���  � 

4�
�	����  �
  �
�	"������  ������	��	�  ��������
5���  ���  ����
����	�  ����  

����2�����  � ����
� , ���  �
����  ���	  4��
����  4 �
4� '�4��  ��������	��	��	�  

������� , 4��	���	�  ���  ��4�	�  �
����
  ����� . 

���2	
  – �	�
�	��
��3  42�����������  ����
��  ����2������  
�����
�	  � 

�
��  ���	  4���
�
���	
  ���  ���� -��	�  �
4� '�4���  �  ������  ��
���  �����
��� , ���  

�
����  �  �	2����  ����2�����  �6�����  �	��  42
���	  4 �����	  !
5� . 

/2�����������  ����2������  
�����
�	  �
4�
��6��  �
4���
�����	  ��  ����  ���  

4�����	�  �
�"���3����  ����� , �  ���
�  ����
��6���	  ������  �����
��  �
4� '�4�� , 

4������  ������5���  ������ . �
�������
  ��2��������  �����	�
���  �	�  


�����
��� . # ������
�  �
2
 , 8
  ��	  �
4��������  ����2�����  �	�
��3����  

�	�����	4���� , �
���  ��
�	����	��  4���
�
�
���
6  �  �
�
��  �
�	"�����36  

����  ����
����
  �
  ��
���	  +"�
�� , ��	�
��  ��  �
�	"������  4��
��63����  4� 

�����
�  ��
�����  �	����	�  ����  ��  ���������	�  �	�
�  
��	����  ����	�� . 

���  �
42�����	�  4����  �  �
�
��  ��������  ��	����	  �	��
�	�  �
4�������� , 

���  ��4�
�������
  �
� '�4���  4 �	������	�  ��
���	��	�  ��������
�  ��  

��6����6��  �"���	������  4���
�
�
���	�  ����
��� . #	�
���
  ����
�����  

�
���������  4 ��������	  ���
2���
���  
��	���	�  ��4�������� . 

 

!�6�
��  ��
�� : ����2������  ��������  #
������� , ����
�����  �����	��  

�	��  '	�
5���� , �������
�����  ������������ , ���
������  4����� , 
�������  

4����� , �����	"������ , ����������  �
�	������	 , ��2����	4���� , ������5�3  � ’ �4��  

����� , 2������4	���  ����� , 42�����������  ����2������  
�����
�	 . 
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�
����  �
�����������  
����  ��  �� �!  "��������#  

 

$���%��&�# : 

 

1. #
�
��
  ( . # . $���2�����=�  �������	�  #
�������  �  ���
������=�  

4������  ������	
����
2
  ��"
��	�
���	�  �����	� . �
�
2��"	�  // �����
� : 

$4� -�
  «,	��� », 2018. 214 � . ISBN 978-617-7476-10-7 

2. $����	"	���	�  ��2��4
�  ��	  	�������
�  ��"
��	�
���		  ��� . 

�
�
2��"	�  �  2-�  ������ . 0����  II / +.  . )�6�	� , ( . # . #
�
��
 , &. $ . 

1
������ , $ . # . )������	
 . �����
� : $4� -�
  ��(�� , 2010. 212 � . ISBN 978-

966-303-291-7 (�� .), ISBN 978-966-303-293-1 (0. II). ������  ��������  ���
��  

�  ��
�������  ��  ���� ’ ���
  �����  ���  �����
�����  ���
��� , �  ��
��  ���
��  �  

�������  ���������  ����������� . 

 

������  �  ��������  &������  ��"���'�  (���#��  

'��  ���"'��  "�   �)����"���  ����� ����*���  ���  "���� : 

 

3. #
�
��
  ( . # ., )�6�	�  +.  . $����	"	���	�  ����
���	�  

	�������=�  ��2��4
� , �
4��
����68	�  ��  �����	��  // 1�	�� . �����	�� . 2007. 

43. < 7. &. 90-97. ����
���  �  
��������
���  �  ���
����  
��
��������� ; ������  

��������  ���
��  �  ��
������� , ���� ’ ���
  ������  ��  ��������
� , �  ��
��  

���
��  �  �������  ���������  ����������� . 

A. V. Voropai, E. G. Yanyutin. Identification of several impulsive loads on a 

plate // International Applied Mechanics. July 2007, Volume 43, Issue 7, pp 780–785. 

Translated from Prikladnaya Mekhanika, Vol. 43, No. 7, pp. 90–97, July 2007. 

(SCOPUS). 

4. #
�
��
  ( . # . ������	
����=�  �
�����	�  �����	�=  �  

�
�
��	�����

  ��4�
����2

  
�
�

  // #����	�  ���	
�����
2
  ����	����
2
  

��	����	����  "�1$ ". &��	� : �	���	��  	  ��
��
���  ��5	� . � .: �'�  «�1$ ». 
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2015. <  55 (1164). &. 43-46. (Ulrisch`s Periodicals Directory, Index Copernicus, 

Google Scholar). 

5. #
�
��
  ( . # . %�2����	4	��68	
  ��2
�	��  ( . � . '	�
�
��  �  

���
������=�  4������  ������	
����

  �	���	�	  ����2	�  >������
�  

�
�������		  // #���	�  �'�  «�1* ». &���� : �������	���  �
���6�����  �  �������  

��  ����
�
2��� . ������ : �'�  «�1* », 2015. <  41 (1150). &. 17-22. :����
2� .: 7 

��4� . ISSN 2079-0023. (Ulrisch`s Periodicals Directory, Google Scholar). 

6. :�����
��  ( .  ., %����	�  # . � ., #
�
��
  ( . # ., �
�
��
  +. # ., 

+2
�
�  1 . ( . $�����
���	�  ��"
��	�
���	�  
���4��  	4  ��"����
���
��  ��  

����
�  �  	��
��4
���	��  ���4
����	����

  ���������=  // #����	�  

�����
���
2
  ���	
�����
2
  ���
�
�	���
 -�
�
��
2
  ��	����	����  &����
 -

#
��
��
2
  �����
2
  ������  '�����
���

  ������		  ����	�= . &�
��	�  

�����=�  ����
� . 2015 / #=����  71, &. 45-49. (Index Copernicus, Google 

Scholar).  ���  ���
��  �  ��
�������  ������ , ��������  
�������!  

�������������"�  �����#������"�  
�����

�  ��  �  ����������  �������
� -

�

��������������  ��
�������  ��������� -��$��������"�  
����  ���������  


��
���
���  ���  �����������  ������������ . 

7. #
�
��
  ( . # . ��������  4�����  ��	  ������	
����
�  

��"
��	�
���		  ����
�2
���

  �����	�=  �  �
�
��	�����

  ��4�
����2

  


�
�

  // #����	�  ���	
�����
2
  ����	����
2
  ��	����	����  "�1$ ". &��	� : 

�	���	��  	  ��
��
���  ��5	� . � .: �'�  «�1$ ». 2015. <  57 (1166). &. 25-29. 

(Ulrisch`s Periodicals Directory, Google Scholar). 

8. �����
�  +. &.,  #
�
��
  ( . # . ��������  4�����  ���  ������	
����=�  

�
�����	
  �	����=  �����  // #���	�  �'�  «�1* ». &���� : �������	���  

�
���6�����  �  �������  ��  ����
�
2��� . ������ : �'�  «�1* », 2016. < 6 (1178). 

&. 56-62. (Ulrisch`s Periodicals Directory, Google Scholar). ����
���  �  


��������
���  �  �
�������� , �������  ����  ��
�������  ������ , 
$�����������  

��
��������!  %���  ���� ’ ��
�  ��  ����  ��������  ���
��  �  �������  ���������  

����������� . 
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9. #
�
��
  ( . # . %����������	�  ��4�

  	  ����2

  �
������68	�  �  

�����		  �
�
��	�����

  ��4�
����2

  
�
�= , �
�����	��68�
  �  �����	�

  // 

#���	�  �'�  «�1* ». &���� : �������	���  �
���6�����  �  �������  ��  ����
�
2��� . 

������ : �'�  «�1* », 2016. < 16 (1188). &. 16-22. :����
2� .: 7 ��4� . 

ISSN 2222-0631. (Ulrisch`s Periodicals Directory, Google Scholar). 

10. #
�
��
  ( . # ., �����
�  +. &. ������	
����=�  �
�����	�  �����  	  

	�  �	���� , �
�����	��68	�  �  ��4�	��=�	  �
����
�
����=�	  ��2��4���	  // 

#����	�  �'�  "�1$ ". &��	� : �	���	��  	  ��
��
���  ��5	� . � .: �'�  «�1$ ». 

2016. <  26 (1198). &. 45-49. (Ulrisch`s Periodicals Directory, Index Copernicus, 

Google Scholar). ����
���  �  
��������
���  �  �
�������� , �������  ����  

��
�������  ������ , 
$�����������  ��
��������!  %���  ���� ’ ��
�  ��  ����  

��������  ���
��  �  �������  ���������  ����������� . 

11. #
�
��
  ( . # .,  �	2
����  ( . , . $��
��4
���	�  ��
���=  ?"�
��  ���  

�����  �	��	���	��=�  ��

���  ��"
��	����=�  >������
�  �
�������	
  // #���	�  

�'�  «�1* ». &���� : �������	���  �
���6�����  �  �������  ��  ����
�
2��� . ������  

: �'�  «�1* », 2017. <  6 (1228). &. 29-44. :����
2� .: 11 ��4� . ISSN 2222-0631. 

(Ulrisch`s Periodicals Directory, Google Scholar). &��
��  �  ��
�������  �����  

��  
��������  �"������������  ��������  ����"�������  ���������� ; ������
�  

������
�  ��
����!  ���������!  ��  ������"�#  
����������  �������  ��  

��
��
������  ���������  �"����������  ���  ���� ’ ��
�  
��
������  ����� . 

12. #
�
��
  ( . # . #
4��
���	�  ��  ����
�2
����6  �����	��  �
����

  

�	����=  ��
	4�
���=�  ��2�����	
  // #���	�  �'�  «�1* ». &���� : �������	���  

�
���6�����  �  �������  ��  ����
�
2��� . ������  : �'�  «�1* », 2017. <  30 (1252). 

&. 27 – 38. :����
2� .: 14 ��4� . ISSN 2222-0631. (Ulrisch`s Periodicals Directory, 

Google Scholar). 

13. #
�
��
  ( . # .  �5��	�  ������	
����=�  �
�����	
  �����	����

  

�	����= , �
��
�8�
  	4  �����	�=  	  �
����
�
����

  ����= . 1���	����  

�	��
4�8	��  // #���	�  �'�  «�1* ». &���� : �������	���  �
���6�����  �  �������  

��  ����
�
2��� . ������  : �'�  «�1* », 2018. <  3 (1297). &. 19-24. :����
2� .: 7 

��4� . ISSN 2222-0631. (Ulrisch`s Periodicals Directory, Google Scholar). 
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������  �  ��������  &������  ��"���'�  (���#�� : 

 

14. )�6�	�  +.  ., #
�
��
  ( . # ., )��8���
  # .  . $����	"	���	�  

�����
2
  ��2�����	�  �����	�=  ��  
��
��  >�����	��������=�  ����=� . #����	�  

���	
�����
2
  ����	����
2
  ��	����	����  "�1$ ". �	���	��  	  ��
��
���  

��5	� . �����
� : �'�  "�1$ ", 2004. < 31 &. 176-179. ������  ��������  ���
��  

�  ��
�������  ������  � ����������  �

�������������"�  ��
�������� , �  ��
��  

���� ’ ���
  ������  ������$�
���!  ��
����������"�  ������������  �����
����!  

���
���� . 

15. #
�
��
  ( . # ., 1
������  &. $ ., ;�������  ( . &., )�6�	�  +.  . 

1�	�����	�  ��
�		  	���2�����=�  �������	
  #
�������  ��	  ��5��		  

�	���	����	�  
�����=�  4����  ���  �����	�  	  
�
�
��� . #���	�  ���������
2
  

����
�����
2
  �������	����  &����  «�������	���  �
���6����� . *�"
�����
��  

����
�
2�� . (��
���	4
����  �	����	  ���������� » <  661., 2005, &. 69-82. ������  

��������  ���
��  �  ��
�������  ��  ���� ’ ���
  �����  ���  �����
�����  ���
��� . 

16. #
�
��
  ( . # .,  �	5��	�  # . ' ., )�6�	�  +.  . ���
������=�  


�����=�  4����	  ���  ���
�  	  �����	�  ��	  ��
��
�  ������	
����
�  

��2�����		 . #���	�  ���������
2
  ����
�����
2
  �������	���� . &����  

«�������	���  �
���6����� . *�"
�����
��  ����
�
2�� . (��
���	4
����  �	����	  

���������� » < 775, 2007, �����
� , &. 73-80. ������  ��������  ���
��  �  

��
�������  ��  ���� ’ ���
  �����  ���  �����
�����  ���
��� . 

17. )�6�	�  +.  .,  #
�
��
  ( . # . (��	��
�  2�5��	�  ������	
����=�  

�
�����	
  ����
�2
���

  �����	�= . // #����	�  ���	
�����
2
  ����	����
2
  

��	����	����  "�1$ ". �	���	��  	  ��
��
���  ��5	� . �����
� : �'�  "�1$ ", 

2007. < 38. &. 174-180. ����
���  �  
��������
���  �  ���
����  
��
��������� ; 

������  ��������  ���
��  �  ��
������� , ���� ’ ���
  ������  ��  ��������
� , �  

��
��  ���
��  �  �������  ���������  ����������� . 
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18. #
�
��
  ( . # . ������	
����=�  �
�����	�  �����	�=  �  

��	�
��	����

  �
����
�
����

  ����

 . // #����	�  ���	
�����
2
  

����	����
2
  ��	����	����  "�1$ ". �	���	��  	  ��
��
���  ��5	� . �����
� : 

�'�  "�1$ ", 2008. < 47. &. 42-48. 

19. )�6�	�  +.  .,  #
�
��
  ( . # ., )��8���
  # .  . $����	"	���	�  

�����
2
  ��2�����	�  >������
�  �
�������		  �  �	��  �����	�  ���4
����	����	�  

���
�
�  // 1�
����=  ��5	�
���
��	� . 2009. 12, < 2. &. 47-55. ������  

��������  ���
��  �  ��
�������  ������  � ����������  �

�������������"�  

��
�������� , �  ��
��  ���� ’ ���
  ������  ������$�
���!  ��
����������"�  

������������  �����
����!  ���
���� . 

20. #
�
��
  ( . # . ��������	�  �
������=�	  �
�����	��	  ��  ���

  


�����	  ����
�2
���

  �����	�=  // #����	�  �����
���
2
  ���	
�����
2
  

���
�
�	���
 -�
�
��
2
  ��	����	����  &����
 -#
��
��
2
  �����
2
  ������  

'�����
���

  ������		  ����	�= . &�
��	�  �����=�  ����
� . 2010 / #=����  49, 

&. 84-87. 

21. )�6���  7.  ., :
2���  � . *., #
�
��
  � . # ., 1
����3�  &. *. #	���  

�
����  �
�
���
�  �
���������  ���  �
4� ’ �4��  4�����  �����	"������  4� 

�������
����
2
  ������������ . // (��
�
�	���=
  ������
�� . &�
��	�  �����=�  

����
� . #=����  27. 2010, &. 153-156. &��
��  �  ��
�������  �����  ��  ������  

������  ��������!  
��
���
��!  ���  ���� ’ ��
�  ������  ������$�
���!  ��  

��
����������"�  ������������ , �  ��
��  ��
��������  ������  ��  ����  ���
���  


�������!  ���%���  ��  �������  �
���� . 

22. #
�
��
  ( . # . ��������	�  ������	
����=�	  �
�����	��	  

�
����
�
����

  ����= , ����8�
  ��  �����	�� . // #����	�  ���	
�����
2
  

����	����
2
  ��	����	����  "�1$ ". �	���	��  	  ��
��
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ABSTRACT 

Voropay � . V. Using of Volterra integral equations in nonstationary 

problems of plate's dynamics. – On the rights of the manuscript. 

Thesis for a Doctor’s Degree of Technical Sciences in specialty 01.02.04 – 

Mechanics of Deformable Solids. – Kharkiv National Automobile and Road 

University; National Technical University «Kharkiv Polytechnic Institute»; 

Oles Honchar Dnipro National University, Dnipro, 2019. 

The thesis deals with solving in general the inverse problem on finite set of 

arbitrary nonstationary loads acting simultaneous on a plate. The problem can be 

reduced to solving a system of Volterra integral equations and creating special 

approaches for taking into account energy dissipation during deformation of 

structural elements. 

Three classes of relevant tasks are solved on the basis of general solution of the 

inverse problem obtained and created universal approach, which uses integral 

operators: – identification of the system of external non-stationary loads acting on 

rectangular plates; 

– joint identification of external loads and reactions in the problem of modeling 

non-stationary plates vibrations with concentrated features (masses, vibration 

dampers, additional supports); 

– identification of control actions in the problem of controlling non-stationary 

plate vibrations. 

The object of the study: rectangular plates impacted by non-stationary loads, 

taking into account the features of the loading and additional supports. 

The subject of the study: Volterra integral equations to which the problems of 

nonstationary deformation of plate structural elements are reduced. 

Research methods. Methods of mathematical physics, Fourier series theory, 

Laplace integral transformation, operator theory, the theory of Volterra integral 

equations, the theory of ill-posed problems of mathematical physics (using the 

Tikhonov regularizing algorithm), matrix calculus. 
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The new scientific results obtained in the work are: 

1) The theory of solving non-stationary inverse problems in the mechanics of  

deformable solids is further developed. 

2) The complex of methods and computational algorithms for discretizing of 

systems of Volterra integral equations and solving block systems of linear algebraic 

equations using Tikhonov regularizing algorithm and generalized Cramer or Gauss 

algorithms are improved. 

3) Based on the generalized solution to the non-stationary inverse problem for 

a rectangular plate and the improved set of methods solved for the first time are: 

– the inverse problem of several unknown independent non-stationary forces 

acting simultaneously on the plate 

– inverse problems of modeling non-stationary vibrations of rectangular plates 

in the presence of additional concentrated features (mass, shock absorber, additional 

elastic and viscoelastic supports); 

– plate’s viscoelastic support reaction identification problem. Decomposing 

this reaction on the elastic and viscous components is also proposed and executed. 

The viscoelastic support is replaced by two independent viscous and linear-elastic 

additional supports, which are applied at one point or at a short distance. 

4) The method of active control of non-stationary vibrations of a rectangular 

plate with the help of additional control loads is improved, namely the possibility of: 

a) taking into account additional concentrated features; 

b) the vibrations are controlled not at one point of the plate, but in an area 

small relative to the size of the plate area; 

c) the damping of vibrations along the entire surface of the plate by a finite 

system of control loads. 

5) The new solutions to several ill-posed problems of active control of 

rectangular plate non-stationary transverse vibrations are considered, taking into 

account different concentrated features. The schemes of passive and active vibration 

protection in the problem of damping the plate with attached mass are also explored. 
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6) For the first time the dissipative properties of the materials are taken into 

account for solutions to structural elements deformation problems based on the theory 

of elasticity using linear integral smoothing operators for cases of internal viscous 

friction (Kelvin–Feucht model) and internal hysteresis friction (Bock–Schlippe–

Kohler model). 

The practical significance of the results obtained is that they can be used to 

determine the data on the nature and magnitude of non-stationary loads that arise in 

various mechanical systems under pulse deforming, based on indirect developments 

(displacements, strains at some points of structural elements), as well as, the choice 

of rational vibration control modes. 

Implementation of the dissertation materials and proposed approaches is 

confirmed by references to the use of the research results presented in the appendix. 

Three references on the application of the dissertation materials are received 

from: 

– The Department "Surveying and designing of highway and airfields" of the 

Kharkiv National Automobile and Highway University at the completion of research 

work under the contract No. 66 / 37-50-12 "Modify, supplement and bring in 

conformity with the modern regulatory requirements the album of typical designs of 

non-rigid type pavement under the estimated load A1, A2, B". 

– LTD «Ocean-Sudoremont». When investigating the impact loads of ship 

body elements during mooring. 

– Corporation "Spivdruzhnist". Materials of dissertation scientific research are 

used in the design of plate elements of armored cabins and cameras for dismantling 

and utilizing explosive products. 

Personal applicant’s contribution. The main scientific positions and the results 

presented in the dissertation obtained by the applicant independently. 

Some of the problems were formulated and some of the results in published 

scientific works were discussed with the scientific adviser or co-authors. 

The works on the topic of dissertation work are reviewed in its first section. 

The literature review consists of five parts and a conclusion. In the first part the 
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choice of plate non-stationary deformation theory is discussed. It is noted that the 

equations obtained by J. S. Ufland and R. D. Mindlin allow taking into account the 

effects of inertia of rotation and shear (the theory based on the hypothesis of 

Timoshenko). These equations have proved themselves well in the study of non-

stationary deformation of single-layered isotropic plates. The second part describes a 

series of monographs and works of a review nature on the study of plate dynamics. In 

the third part of the review the work dealing with solving non-stationary problems of 

the mechanics of deformable solid by means of convolution integrals and integral 

equations are mentioned. In the fourth part the problems using Volterra integral 

equations to determine the load dynamics are considered. The fifth part of the review 

presents the works on identification and vibration control by new technologies. 

The second section is focused on the numerical-analytical methods used in the 

work. The peculiarities of the application of the academician A. N. Tikhonov 

regularizing algorithm for solving ill-posed problems in the mechanics of deformable 

solids are described. The finite-dimensional approximation of an ill-posed problem 

and a smoothing functional are considered in the framework of the regularizing 

algorithm. An example of solving a test ill-posed problem (identifying an unknown 

non-stationary transverse load acting on a rectangular isotropic hinge-supported plate 

of medium thickness in elastic formulation) using a regularizing algorithm is given. 

Close attention is paid to choosing the values of the regularization parameter. The 

complex of methods for solving Volterra integral equations based on Tikhonov 

regularizing algorithm in conjunction with generalized Cramer and Gauss algorithms 

for block matrices is considered. The features of using the generalized Cramer and 

Gauss algorithms are described. 

In the third section impulse actions of an arbitrary complex load system (which 

have both transverse and longitudinal components) on rectangular elastic isotropic 

plates of medium thickness are considered within the framework of the Timoshenko 

refined theory. The method for solving direct and inverse problems of a rectangular 

plate non-stationary loading is presented. A number of computational examples on 

identification of a system of several external independent forces are given. Also the 
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method of taking into account the influence of bilateral elastic inertial basis for 

rectangular plates under impulse deformation is described here. 

The fourth section describes non-stationary deformation of plates with 

presence of various features (masses, additional supports and vibration absorbers) 

concentrated at points or localized in small areas. The section presents the problem 

statement and the mathematical model, as well as solving the problem in general 

terms. 

The approach, which allows taking into account influence of ribs and 

concentrated features on nonstationary deformation of structural elements by 

introducing of additional nonstationary forces (reactions) in the initial model of plate 

deformation, is presented in the dissertation. These unknown non-stationary loads 

(reactions) can be determined from the corresponding integral equations by reducing 

them to linear Volterra integral equations or their systems, which allows obtaining 

analytical and numerical solutions without using iterative schemes. 

The influence of each particular feature on the process of rectangular plate non-

stationary deformation is analyzed in detail. The distribution of viscous and elastic 

components in the reaction of the additional viscoelastic support in contact with the 

plate is also investigated. 

A series of problems related to control of non-stationary vibrations of 

mechanical systems containing plates are solved in the fifth section. The possibility 

of controlling non-stationary vibrations in mechanical system consisting of a plate 

and a concentrated mass is investigated with the help of additional control load, 

which function of change in time is identified. Also, similar problem is considered in 

the framework of passive vibration protection, namely suppression of non-stationary 

vibrations in mechanical system consisting of a plate and a concentrated mass, by 

introducing a passive damper into the system. 

The approaches proposed are applied to solving the problem of controlling 

transverse vibrations in a small area of the plate. Also the problem of active damping 

of nonstationary vibrations along the entire surface of rectangular plate is considered. 
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The way of taking into account the dissipative properties of the material are 

studied in the sixth section of the dissertation. Two approaches based on the solutions 

obtained within the framework of the elasticity theory for deformable structural 

elements using differential and integral operators are proposed. In particular, they 

allow taking into consideration the internal viscous friction (Kelvin–Feucht model) 

and hysteresis friction (Bock–Schlippe–Kohler model) in the material. 

The first approach is based on the use of differential operators and reduces to 

modification of analytic relations for the corresponding integral kernels and 

frequencies that can be found from the solution of the characteristic equations written 

for different friction models. 

The second approach uses linear smoothing integral operators and can be 

applied to any elastic solutions that are represented by Duhamel convolution type 

integrals with Cauchy kernels. Smoothing integral operators allow to calculate these 

kernels for changed friction coefficients, as well as to restore the elastic component 

of the solution, disturbed by internal friction. The algebraic properties of these 

operators are investigated. Due to the fact that in the calculations of the integrals the 

discretization is performed, one can use the proposed kernel modification in 

accordance with the Efros theorem, and this modification is carried out by 

multiplying the original kernel by specially obtained matrices. 

For the problems considered, the work proposes examples of numerical 

calculations that are directly related to the theoretical material presented and illustrate 

the effectiveness of the approaches proposed. The impact load of a medium thickness 

isotropic rectangular plate is studied experimentally to substantiate the theory 

developed. Reliability of the results obtained is tested appropriately. 

Key words: Volterra integral equation, Timoshenko rectangular plate, 

nonstationary loading, ill-posed problem; inverse problems, identification, vibrations 

control problem, regularization, internal viscous friction, hysteresis friction, 

smoothing integral operators. 
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��
��  �	��
4����  «���
�=  �	������=�  
�
����
���
  �  

4������  �������	����

  "	4	�	 » (���/�9 -2005) ������  – ����
� , 2005; 

4) ������
���
  ����
��
  �
�"�������  "$���2�����=�  �������	�  	  	�  

��	�����	� " 29 ������  – 4 �	���  2005 � . ����� .; 

5) �* V ������
���
  ����
�
 -�����	���
  �
�"�������  (MicroCAD 

2006) «*�"
�����
��  ����
�
2�� : ����� , ������� , ����
�
2�� , 
����� , 4�
�
� '� ». 

����
�����	
  �������	
  �������	���  «���������	
  �
���������	
  ����	��� », � . 

������ , 18-19 ������  2006 � . 1�	�����3����  100-����6  4 ���  ���
������  

� . 9 . &���� ; 

6) VIII !�	�����
  ������
���
  �������	���
  5�
��  «���
�  "����	
  

,����
��  	  �2
  ��	�
���	� »: (��5�� , 10-17 �������  2006 � . '����
���	
  

����
�����	
  �� -� . &��"��
�
�� ; 

7) ������
���
  �
�"�������  «(�������=�  ��
����=  ��	�����

  

�������	�	  	  �����	�	 ». *1��5  �� . ( . � . 1��2
��
2
  �(�  ������	 . 23-26 

�
����  2006 � .; 

8) XII ������
��
��  �	��
4����  «���
�=  �	������=�  
�
����
���
  �  

4������  �������	����

  "	4	�	 » (���/�9 -2007) ������  – ����
� , 2007; 
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9) IX !�	�����
  ������
���
  �������	���
  5�
��  «���
�  "����	
  

,����
��  	  �2
  ��	�
���	� ». (��5�� , 15-20 �������  2008 � . / '����
���	
  

����
�����	
  �� -� . &��"��
�
�� ; 

10) ������
���
  ����
�
 -��������
  �
�"�������  «$��
���		  �  

��5	�
���
��		 » (�	���  30-31 �
����  2008 � .) / ��@��	����=
  	���	���  

��5	�
���
��	�  �(�  :������		 ; 

11) '�	�������
  ������
���
  ����
��
  �
�"�������  �����  ���������  
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���
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13) ������
���
  �
�"������� , ��	�������
  50-����6  �������
 -

�������	��
2
  "���������  ���  �� . # . � . !���4���  «&
�������=�  ��
����=  

�������	�	  	  ��  ��	�
���	�  �  ����������=�  ������  	  	�"
����	
��=�  

����
�
2	�� » (17-22 ������  2011 � .). ������ ; 
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���
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15) ������
���
  ����
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 -�����	���
  �������� -�
�"�������  

«�������	����
�  �
���	�
���	�  ��	�����=�  4����  �������	�	 , "	4	�	 , 

�����	�	 » (�����
�  ��(��  10-25 ������  2013 � .); 

16) ������
���
  5�
�� -�
�"�������  «'����
���	�  ����	� ». 

«&
�������=�  ��
����=  �������	�	 , �����	�	  	  	�"
����	�	 ». ������ , ���  

�� . # . � . !���4��� , 29 �������  – 4 �
����  2013 � .; 

17) ������
���
  ����
�
 -�����	���
  �
�"�������  4 ��2
�	  ���  

���
�
�������  � �
�
��	�� : "�
�����  ����
�
2��  �
4�	���  �
��������� , 

�	�
��	���� , ������������ , ���
���  � �������	4	  ���
�
���� " ��	������
�  90-

����6  ���
������  ��
" .  
�
��8���
  � . ) . 15–16 �
����  2014 � ., � . ������ ; 

18) ������
���
  ����
�
 -�����	���
  ��  ����
�
 -���
�	���
  

�
�"������� , ��	�������
  85-����6  ��"���	  ���
�
����� , ��  100-����6  4 ���  

���
������  ��
"��
��  ( . : .  ���������  «�
�����  ����
�
2��  �  
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�
������������� , ������
���  � ��	  ���2
�
���  "������� », ��(�� , 

20–21 �
����  2016 � .; 
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International Conference, Kyiv, Ukraine, 24-26 May / National Committee of 

Ukraine by Theoretical and Applied Mechanics [etal.] – (!	�����	
  ����
�����	
  

�������	���  �����  '�����  ;������� ); 

20) ������
��
��  �	��
4����  «���
�=  �	������=�  
�
����
���
  �  

4������  �������	����

  "	4	�	 » (���/�9 -2017), ������ , 26-28 ������  2017� . 

21) ������
���
  ����
�
 -�����	���
  �
�"�������  «(��
�
�����	
  

������
��  � ���
�
������������� . �
�����  ����
�
2��  � ���
�	  ���2
�
��	  

"������� », 19–20 �
����  2017 � ., ��(�� . 

�  �
��
��  
���4�  �	��������  �
�
��������  �� : 

– ������
��  �
45	���
��  4��������  ��"���  �	8
�  �������	�	  

����
�����
2
  �������
2
  �������	����  «���������	
  �
���������	
  ����	��� » 

��  ������
  ��5	�  � '��  ���������
2
  ����
�����
2
  ���
�
�����
 -

�
�
���
2
  �������	����  ���  ������	���
�  �
��
��  �������	�  ���� , ��
"��
��  

, . # . !���	 ; 

– ��  ��������  ��"���	  �	8
�  �������	�	  ����
�����
2
  (��
�
�����
2
  

�������	����  �� . � . 7 . A��
����
2
  «�(* » ���  ������	���
�  �
��
��  "�4	�
 -

�������	��	�  ���� , ��
"��
��  � .  . ���
��3�� ; 

– ��  ��������  ����
�
 -�������
�  ��
�����
�  ���	  4 �	�����	  ��  ����
���  

��5	�  *���	����  ��
����  ��5	�
���������  �� . ( . � . 1��2
��
2
  �(�  

������	  ���  ������	���
�  �
��
��  �������	�  ���� , ��
"��
��  ! . # . (����
�� ; 

– ��  �
45	���
��  ��������  �������  �	�����	  ��  ���
�
���  �������	�  

�����
�	8  *���	����  �������	  �� . &. 1 . '	�
5����  �(�  ������	  ���  

������	���
�  ���������  �(�  ������	  � . � .  �4� . 

– ����
�
��  ��������  «��������  ��"
�����	�  ���  � �
��������
 » 

�����
����
2
  ����
�����
2
  �������	����  �����  �����   
�����  ��	  

�����
����
��  ����
�
��  ������  �(�  ������	  ��  ����
��
  ����  4 �������	  
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��"
�����
2
  �����
2
  ����  �(�  ������	  ���  ������	���
�  ����� -

�
����
������  �(�  ������	  # . &.  �����
�	�� . 

���"#'�.#/ . /�  ���
6  �	��������  
������
���
  51 ����
��  ����6 , �����  

��	�  
���  
��

�����  �
�
2��"�� , 
���  �
�
2��"��  �  �������
����� , 

29 ����
�	�  �����
  , 4 �	�  28 �����
  �  "��
�	�  �	������  ������	 , 12 ��
����  �
  

�	���� , ���  �������  �
  ������
��	�  ����
����	��	�  ��4 , 1 ������  �  

4�������
��  �	����� , 20 
������
���	�  ��4  �
�
����
  ��  ����������  

�
�"������
 . 

����'����  # ��!�0   �!����.#/ . �	��������  ������3����  4 ��
����� , ������ , 

5���	  �
4����� , �	��
���� , ��	���  �	�
�	����	�  ����������	�  ������  � 

�
������ . /�2����	
  
���2  �
�
�	  – 359 ��
���
� , 4 ��	�  
��
��
2
  ������  – 282 

��
����	 , 165 �	������ , ��  ����	��  ����	�� , 2 �
����	 . &�	�
�  �	�
�	����	�  

������  ����	��  300 ��
��������  ��  36 ��
������ . �
����	  – 16 ��
���
� . 

�� ' �&�'  ������  & ���'�����  *��0������ , *"����� , ������ . 

�	�������
��  �
�
��  �	�
��������  ��  ��"����  ������
  ��5	�  � '��  

���������
2
  ����
�����
2
  ���
�
�����
 -�
�
���
2
  �������	����  �  ����
�  4 

2005 �
  2014 �
�	  ��  ��"����  �	8
�  �������	�	  ����
�����
2
  �������
2
  

�������	����  «�1* » �  ����
�  4 2015 �
  2018 �
�	 . 

%
�
��  �	�
����  42���
  4: 

– ���	��������	�  ����
�  ���2
�
��	  �
��
�����  ��"���	  �	8
�  

�������	�	  �'�  «�1* »; 

– �
�
�	�  ����
�  �6�����
�  ���	  <  01-53-04 "&��
�����  ���
���  

�������	��
2
  �
���6�����  4 ����������  �������
����	�	  ��"
�����
�	�	  

��
�����	 " (�%  < 0104U002046) 4 2004 �
  2006 �
�	 .  

– �
�
�	�  ����
�  �6�����
�  ���	  <  01-53-07 "�������	���  
��
�	  

������� -�����4�  ��������	�  ����������  �
�
���
2
  �
��	���  ��  �
���������  



2
  �	������	�  �����	�
���
 " (�%  < 0107U001004) 4 2007 �
  2009 �
�	 . 

– 8
����	�	  ������	  ����
�
 -�
�����
�  �
�
�	  ��"���	  ������
  ��5	�  � 

'��  ��(��  4 2005 �
  2018 �
�	 . 
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���'��-��  &��-����  ��������(  ��&�")���#�  �
��2�3  �  �
�� , 8
  �
�	  

�
����  ���	  �	�
�	�����  ���  �	4�������  ���	�  ��
  ��������  � ���	�	��  

�������
����	�  ����������� , 8
  �	�	��6��  �  ��4�	�  ��������	�  �	������ , ���  

��"
���6����  ��������
 , ��  
��
��  ������	�  ��
����  (������8��� , ��"
�����
  

�  ����	�  �
����  ���������  �
��������
 ), �  ���
�  �	���  ����
�����	�  ���	���  

����������  �
�	������	 . 

#��
��������  ����������  �	�������
�
�  �
�
�	  ��  4���
�
�
���	�  

����
���  �����������
  �
������	  ��
  �	�
�	������  ��4��������  �
��������  

�������	�	  �  �
����� . 

:��
  
��	���
  ��	  �
����	  ��
  4���
�������  ����������  �	�������
�
�  

�
�
�	  ��� : 

– ��"���	  �	5�������  ��  ��
���������  ���
�
�����	�  �
��2  � ���
��
���  

���������
2
  ����
�����
2
  ���
�
�����
 -�
�
���
2
  �������	����  ��	  

�	�
�����  ����
�
 -�
�����
�  �
�
�	  4� �
2
�
�
�  <  66/37-50-12 «1����
�	�	 , 

�
�
��	�	  ��  ��	����	  �  ����
��������  �
  ������	�  �
����	��	�  �	�
2  ����
�  

�	�
�	�  �
��������
  �
�
����  
��2��  ���
����
2
  �	��  ���  �
4������
��  

������������  ( 1, ( 2, : ». 

– '�#  «����� -���
���
�� » ��	  �	�
�����  �
��������  �����	�  

�����������  ���������  �
�����  �����  ���  ���  5���������� . 

– !
��
�����  «&������������ ». ��������	  ����
�	�  �
��������  

�	��������  ���	  �	�
�	�����  ��	  ��
���������  �����	�����	�  ���������  

��
��
���	�  �����  � �����  ���  �
4�	�����  � ��	��4����  �	���
����4����	�  

�	�
��� . 
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��12	  1  

����	�3  	2��
���
��3  ��	41  

1.1. ���#�  ����#/  ��!��.#������0�   �5���������  *"�!���  

 

*���3  ��������  ����	"�����
  �����	�  �  ������  �������	  ��"
�����
2
  

�����
2
  ���� . �  ��	4�  [122] �	����6��  ������  ���
���� , ������  ���
����  

�����	�
2
  ��
2	��  ��  ��
	����	  ������  ���
����  (�������	 ). %
4�'�4����  

4����  ���  �������  ����
  ���
5�
  �  ����	��	
  ����  �������	��
�  "�4	�	  [1, 

127], �
��  ��  �����
  ���  4��	���	��  ��  �	������  �
� '�4��	�  4 ��  �
������
6 . 

&. 1 . '	�
5���
  �  ��
�
  5	�
�
  ���
��
  ��	4� , ���	���
�  ��4
�  4 

&. #

�
���	
 -!�	2��
�  «1����	��	  ��  
�
�
��	 » [125] ��
�	��  ��������  

����	"�����6  �
  �
�8	��  �����	� : 

– �	���  ���
�����  �  ������  ��	������  (����	���  ��
���  �
��	�  �����	� ); 

– �
���  �����	��	  4 ���	�	�	  ��
2	���	  (������
��  ��
��� ); 

– �	�
��  ���
�����  (�
42����6����  �  ������  ��	�	����
�  ��
��� ). 

!���	���  ��
���  �
�	����  �
��	�  �4
��
��	�  
��
����	�  �����	�  

�����	� , 8
  42	��6���� , ��4�3����  ��  �������	�  ��	��8����� : 

1) ����
��  �������	 , ���  �
  ��"
������  �������	�������  �
  �����	��
�  

��
8	�	 , 4��	5�6����  ����
����
�	�	  � �
������	�	  �
  ���	����
�  

�����	��
�  �
������  �����  ��"
������ ; 

2) �������	  �����	��
�  ��
8	�	  ��  �����6����  �
4��2���6 , 8
  

����
4����
  4������6  4�����  ��
  ��"
������  �
  �
���������  ��"
������  

�����	��
�  �
������  �����	�	 . 

.�  ��	��8����  ���	  ��	
����   . !���2
"
�  �  �
�
��  «1�
  ����
��2�  � ���  

�����
�  �����	�	 » [255]. ��  ��  
��
��  ���  �	���  �	4��������  ��������  ���  

�
������	�  �
�	����  �����	�	 : 

),,(
),,(

),,(
2

0
2

0
22 tyxq

t

tyxw
htyxwD =

¶

¶
r+ÑÑ , 

��  yx,  – ������
��  �

��	���	 ; 
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t  – 4�����  ���� ,� ; 

),,(0 tyxw  – ��
2	�  �
�
�  �����	��
�  ��
8	�	  �����	�	 ; 

r  – 2���	��  ���������  �����	�	 , �2 /� 3; 

h – �
�8	��  �����	�	 , � ; 

),,( tyxq  – 4
���5�3  �
�������  ������������ , ��	�������  �
  �����	�	 ; 

E – �
����  �����
��� , 1� ; 

n  – �
�"���3��  1����
�� ; 

 
2

2

2

2
2

yx ¶

¶
+

¶

¶
=Ñ ; 

)1(12 2

3

n-
=

Eh
D  – �	�����	���  �
��������  �����	�	 . 

.�  ��������  �����
����
2
  �	�� . '� , ��  ���4�����
��  42
�
�  ��2�����  

�
�����	���	 , ��3  ���  ���
�����  � 
�	��3  �����	  �	4��
����
���  ��"
�����
��  

��
���	 , 8
  �
�����
  ��
����6�� . 

�  �����	��  �������
2
  ��
�����  �  ����6��  ����	"������  ���	  ���6����  ���  

4����  ���
����  
������	�  �	����� , ��������  �
������	�  �
�	����  ��	�  ���
  

���
��	�  ��
�������  �
����  !���2
"� . ��
�����  �������� , ���	  
��	����  

) . &. �"����
�  [131] ��  
��
��  �
����  ���
�  '	�
5����  [124] �  1948 � ., �  �  

1951 � . �������  (R.D. Mindlin) [264] 
������  ����  �  �������� , �	�
���	  4 

�������
�
2
  "
����6����� , � �
���  3�	�����  ��  �
4� '�4��� . 

&�
�
��
  �
  �����	�  ��	�����3���� , 8
  ������� , ��
�����  ����
����
�	
  

� �
������	
  �
  �����	��
�  ��
8	�	  �����	�	 , 4��	5�3����  ���
�  

����
����
�	�  �����  ��"
������ , 
����  ���  

2
  ���	��  �
  �����	��
�  

��
8	�	  �����	�	  �
��  ���	  �������	
  ���  ����
2
  ����  (���  4���63���� ): 

),,,(),,,(

);,,(),,(),,,(

);,,(),,(),,,(

0

0

0

tyxwtzyxw

tyxztyxvtzyxv

tyxztyxutzyxu

y

x

=

×+=

×+=

y
y

 

��  zÎ [-h/2; h/2], h – �
�8	��  �����	�	 ; 

),,,( tzyxu , ),,,( tzyxv  � ),,,( tzyxw  – �
��
����	  ����
��  ������8���� ;  
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),,(0 tyxu , ),,(0 tyxv  � ),,(0 tyxw  – ������8����  �
�
�  �����	��
�  

��
8	�	  �����	�	 ; 

),,( tyxxy  � ),,( tyxyy  – ���	  �
�
�
��  �
�����  �
  �����	��
�  ��
8	�	  

�����	�	  �  ��
8	���  xOz � yOz, ����
����
 . 

#	4��������  ��������  3 2�����
����	�  ��  
�	��3  �
4�
��6������  ��
�  

�	���  ��"
�����
�	�  ��	�� . 

�  �
�
2��"��  [15] �
42����6����  �
���  �����	��	  ��  
�
�
��	 , ������  

��
2	�	  ��	�  �
��������  4 ����
6  �
�8	�
6 , ���  ����  �  4����������  
��
��	�	  

�
4�����	 . �  ��
  ���������  ��
���	���  ��  ������	���������  ��4������	 , 


��	����  ���
�
�  �  ����
�  4 1941 �
  1955 � . 1��5�  ����	��  ��	2	  (2���	  1-4) 

��	�������  2����	�  �����	���� . %
42�����
  4�����  ��
  ����5�  ��
2	�	  

����
����
�  ��  ���2�
�  �����	�
�  ��	  �
������
��  ������������ , �  ���
�  

�	�����  ���
�
���  ��  4���	�	��
�  ��"
������  �	�  �����	�
� . �  ��������
  

�
�
2��"��  [16] ��
2
  ���
��  ������
��  ��
���  �	�����	  �����	�  ��  
�
�
�
�  

�	�������  ��  �����	  ���  2��
��4  !���2
"�  (�����	� ) � !���2
"� -,���  (
�
�
�
� ), 

���  � �
����  �	��  '	�
5���� .  

#  
2����  +. *.  �	2
�6��  ��  *. ' . &���4
��  [67] �������
  �
�����	
  
�	�  

������	��
�  ��
���  �����	�  ��  
�
�
�
� , �  ��
��  �  
��
��
��  �
42����6����  

��
�����  �	�������  ��
��� , 4���
����  ��  �
����  &. 1 . '	�
5���
 . !���  �
2
 , �  

[67] 
�������
  ��4������	  �������	  ��"
�����
2
  �����
2
  ���� , 
��	����  �  

����	4����
  � 4��
��
���
  ����������  4 �����������
2
  ��
�����  �
  �����	�	  

1971 � ., �  ���
�  
�	����  5���	  ���  �
����5
2
  ��
������  �
����
  

��"
��������  �����	� . 

/2
�
�  5	�
�	
  �
4�	�
�  
��	���	  ��4��  �������	  ��
����	�  ��
��
  

�
�	����  �����	�  ��  
�
�
�
�  [60, 260], 8
  �
� '�4���  4 ��
��������6  
��������  

����5  �
��
�  �������	��
�  �
����  � �
��  �
����
�
�  ��"
������  ��
  ��&  

�
��������
�	�  ��������� . &�	��	
  
2���  �
���  ��
2
  ��������  �����������	
  

�  ����������  [260]. �  ��
  ��  �
�
��  
��	����  ��
�����  ��
���  �	�
�
2
  �
�����  

��"
��������  �����	�	 , 8
  ����
��3  �
�������  ��"
�����6  4���� , �
�������  
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�
�������  ��"
�����6  ��  ������
�	
  �
4�
���  �  ��
8	��  ������8���  �4�
��  

�
�8	�	 . 

#	���  �
����  ��
����
�  ��
���  �	�
�
2
  �
�����  4����	��  ���  ����  

��	������ . ����	���� , ���  ����
��
�  �
�8	�	  �����	�	  h/l (h – �
�8	��  

�����	�	 , l – ���������	
  �
4���  �
���������
2
  ���� ); �����
���  5����  � 

��������
5����  ��  �����	�  �����	�
���
 ; �	���  ������������  (�
����4����  �  

��
��
��  ��  4� ���
� ). �  �
�
��  [279] �
��4��
  4���
�
������  ��
����
�  ��
���  

�	�
�
2
  �
�����  ��  ��	�����  4�����  ��
  ����  ��2��
5��
�
�  �����	�	  ����6 . 

�
����  D�����3����  ��  2��
��4��  ������
�
�  4�����
���  ������8���  ���  

�
������
�  �

��	���	  �  �
��
��  5��� , ��	�
��  ������8����  u, v ��6��  

�������  4���������  ���  �
������
�  �

��	���	 , �  ��
2	�  w – �������	���  

4��������� ; ����  �
2
 , ����
��6����  �
�������  ��"
������ . (���
2����  

��4������	  �
�����
  
�	��6����  �  �
�
2��"��  [109], ��  ���
�  
��	����  

��������  ����  ���  ��2��
5��
�	�  �����	�  ��  
�
�
�
�  ��  
��
��  ��
����	�  

��
��
  ���5
2
  ��  �	�
�
2
  �
������ . ����	���� , �  �
�
���  [119, 120, 274] 

�	�
���
  �
���6�����  �	������
2
  ���2���  ��4�	�  5������	�  �
��������
  ��  

���������  ������������ . 

�  4�2����
��  �	2����  ��
�����  ��������  
��	����  ��  �������	���  

���
��	�����  ��	�	����
�  ��
���  �����
��� , � ��6��  �	2���  ��������	�  �����  �
  

�
�������
  �

��	����  z: 

...),,(),,(),,,(

...;),,(),,(),,(),,,(

...;),,(),,(),,(),,,(

2
2

0

3
3

10

3
3

10

+y×+=

+y+y×+=

+y+y×+=

tyxztyxwtzyxw

tyxztyxztyxvtzyxv

tyxztyxztyxutzyxu

z

yy

xx

 

)�  ����	�
 , ���  ���
��	�����  �
4�
�����  ������8���  �	�
�	��
��6����  

���	  �
  ������	�  �������� , �  ���  ��
2	���  – �
  ����	� , 
����  ��	  �
���6�����  

�
������
2
  
��	������  �
���  4������	  ����	  �	��  ),,(1 tyxz zy× . �  �
�
2��"��  

[118] ����3����  ��
�����  �
����  ��
���  ��2��
5��
�	�  �����	� , �  �  [102, 118] – 

��
���  
�
�
�
� , ���  ����
��6��  �
������  �
�������  ��	������ . 

#��4���	�
 , 8
  �������� , 
��	����  ) . &. �"����
�  � %. � . �������
� , 

�
4�
��6��  ����
�����	  �"���	  �������  
��������  ��  4���� . 1�	  �
���������  
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�������
����
2
  ��"
��������  
��
5��
�	�  �4
��
��	�  �����	�  �
���  ����  

4����
���������  ��
���  ��  
��
��  2��
��4  '	�
5���� , �  ��
�����  ��
���  ����5  

�	�
�
2
  �
�����  �
�����
  4���
�
�����	  ���  ��
��
����	�  � ��2��
5��
�	�  

�����	� . 

 

 

1.2. %���0��5#/  ��  ������  �0"� ���0�  (���'����  

 

����
��  5�
��  ���������  ( . 1 . 9�����
��  ������  ���
��	
  �����  [18] �  

�	������  �������
����	�  �
�	����  ��"
�����	�  ���������  �
��������
  �  

�	2����  �����	�  (��  ��5	�  �����
  ��"
�����	�  
� '3����  ���
����	�  "
�� ). �  

�
�
���  [65, 132, 133, 134] �
42�����
  �	����� , �
� '�4���  4 �
�	������	  

��"
�����	�  �����	�  ���  ��36  �����������  ��4�
2
  ��������� , �  �
��  �	���  ���  

��36  �����	� . �������
  ������	���  ��  �	��
��  ���
�	  ��  �
4������� . �  

����������  [135], ����  �
4�	���  ���
���  �
4� '�4����  �	������	�  4���� , 

������������  ��4������	  ������	��������	�  �
��������  ��"
��������  

���������  �
��������
 . '��
�  ���4���	�
  ���  �
�
2��"�� , ���	����  �����	  

( . 1 . 9�����
��  [17, 156]. 

#�����
 , 8
  �  �
�
��  
2���
�
2
  ���������  [75] �
���  
4��

�	�	��  4 

�����
2��"�36  ���	�
�  �����
���  �
��������  �	�����	  �����	�  ��  
�
�
�
� . 

��������	�  �
  ��
3��  4�����  3 ���
��
��	
  4����	�  [107], ��	
  ����3  

�
�
6  ����6  
2����� , 8
  �������  �����
2��"�6  ����
�	�  �
��������  �  &%&% �  

��
�����  4 20-�  �
  70-� �� . �������
2
  ��
�����  �
  ��������	�  �
4�����  

������
�  �������	 , ���6��6�	  
��
���  ��
������	��  4�2����
�  �������	 , 

�������	  ���	�	  � 2�4� , �  ���
�  �������	  ��"
�����
2
  �����
2
  ���� . 

��
��	�
�  ���2	  4����2
��3  �����
  �
�  [106], �  ��
��  ��
�����	
  2�	�
�	
  

�����4  
��
��	�  ���
���  � ��
����	��5	�  ��4��������  �	���
2
  ��
�����  �
  

��2���
�  ���������  �
4�	���  ����
�
�  ��
���  �����
��� . 
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�4�2����66��  ����������  4��
��
��	�  ����	�  � ����	�  ������	  �
  ����  

����
�	�  ���������  �������	 , ���  �	�
����  �  
������  �
�	  XX ��
����� , 4������  

�  5���	�
��
��  �	�����  «�����	  �������	 » [129, 130]. 

#��4���	�
  "�������������  �
�
�	  4 ��
���  �����	�  ��  
�
�
�
�  ����	�  

*���	����  �������	  �� . &. 1 . '	�
5���
  �(�  ������	  [74, 114], �  ��	�  5	�
�
  

�	�
�	��
��6����  ����2������  ������
�����  ��  ��
���  ����2�����	�  ������� , �  

�
��  �	���  #
������� . 

�  �
�
���  [5, 6, 72] �
�������
  ����	���  � �	�������  4�����  ���  �����	�  


��
�  4 �
����
�	�	  �����������	 . ��  ��4�  ������	�  �
�������	�  �
���������  

�
42������  ��
���  ����	���  (���  
��
2
  � �	����	  �
����	�  5������  4 ������  � 

��4  ����������  ����� ) � �	�������  (���  ���
�	�  4 �
���
�
6  5�	�����6  

5������ , ����������� ) �
�������  4�����  ���  �����	�  ���  4 �
����
�	�	  

�����������	 . %�4������	  
��	����  �  4�2�����
  "
���  ��	  �
������
  ���������  

�����
2
  �
�������� . #����	����	���  �
�������  4�����  � 4�����  ��
  ���8	��  

�
������
2
  ����	��  �  5���  4 �
����
�	�	  �����������	  4������  �
  

����2�����
2
  ��������  9���2
����  2-2
  �
�� , ���  �
�����3  �"���	���  

�	������  �
4� ’ �4����  ���  ���������
2
  ���� . ����	���� , �  ����������  [5] 

�������
  ��4������	  �
���������  ���	��  �
����
�
2
  ����������  ��  �
����  

42	��  �  �����	�� , 8
  ���	��  ��  �
�������
 -��������
��  �������
��
�� , 4� ���  

���
�
2
  ������������ . %�������  ����  �����	�	  4��	���
  4 �����������  4����  

��  �������  
�������� . �  ��
��
��  4
�������  
������
  �
4� '�4
�  �  4�2����
��  

�	�����  ���  ��	��	�
2
  � ����	��	�
2
  �������
��
��� , ��4�	�  ��
�  �
������  ��  

5�	��
���
  ����  ������������ . 

�  �
�
2��"��  [74] �
��4��
 , 8
  ���  ����	�  ������  4
�������  4� ,�����
� , 


�	2����	  ��	�  ��  ���3����  
������	  ������	��
 , ��  �	4�������  �
���  4����	  

�
  �
4� '�4����  ����2�����	�  �������  #
������� . �  ���5�  ���2� , ��
  ��	

�  

4����	
  �  �	�����  4
������� , 8
  ��6��  �	�  ��	��  

)(/)()( sksfsx LLL = , 
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��  
�	2����	  "�����
  )(sf L  � )(skL  ����6��  ��  �
����  ���	  �	4������  �  ���
��  

�	2���� . ��
���	  ����  � �����  ����	�	  "
����	  ��  4������	�  )(skL  � 

4���
�
��6�	  ��
����  ��
  42
����  
�	2������ , 
�����3�
  ����2������  ��������  

#
�������  I �
��  

)()()(
0

tfdtkx
t

=tt-t� , 

���  �
���  ��
  4�
�	����  �
  ��������  #
�������  II �
�� , ��
  �
4� '�4�3����  

�	�����
 . 

1�	  �
��	�
���  �
�����  4
��������  �  �	2����  

)(1

)(
)(

sk

sf
sx L

L
L

+
= , 

��  
�	2����	  "�����
  )(sf L  � )(skL  �
����  ���	  �	4������  ������	��
 , 

��4�
�������
  �4 ��
2
  ��������
5����  �
���  
������	  ����2������  ��������  

#
�������  II �
��  

).()()()(
0

tfdtkxtx
t

=tt-t+ �  

/���
�
�
���	
  ��	

� , ��  ��	���� , 4���
�
���	
  ��	  �
4� '�4����  

4
���5��
�  4�����  �������
����
�  2���
�����
��� , �
�	  
�������  ������
�����  

,������  4� �
�
�
2
6  ��
���  �	5���  
��	���	  ����  ����
  ��
  ��  �
��	�
 . 

 

 

1.3. 
�����  & ��&� ' �&����  ��!��.#������(  &� �-  ��(��#'�   �5���#���0�  

���� �0�  �#"� , �  �'�(  ��'���!����6�)!�  #���0��"�  &0���'�  ��  

#���0��")�#  �#������  

 

������
� , ��	������	
  
������	�  4������  �  ��������  ��"
�����
2
  

�����
2
  ����  [11, 61, 64, 248, 271, 272], �
���  ���	��
  �
4�	���	��  4 70-�  �
���  

�	���
2
  ��
����� , � ��
�
���3  �
4�	���	��  �
����� , �
��  ���5�  �
�
�	  

4'��	�	��  8�  ��  �
�����  �������
2
  ��
����� . E� ������	��	
  �
4�	�
�  ����  
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�
��	�	�  �  4� '�4��  4 �
��2������	  �  
�������  �������	��
�  "�4	�	 , 


��	��6�����
�  �������	�	  ��  �����	�	�  �
4�	��
�  
��	��6�����
�  ������	 ; 

��	�����
  �����  ���
��  �
�
2��"��  [66, 89, 108, 116, 117, 126, 137]. 

#  
������	�  4������  �������	  ��"
�����
2
  �����
2
  ����  �
�����
  

4��
�	  ��	�	�	  ��  �	4���	�	  "���
�	 , 4�����
  ���  �����  
������
�  4����� , ��	  

���
�	�  ���������  � �����
  �
����
��
  ��"
������  ��
  
� '3��  �
��������� . �  

�
�
2��"��  [11] �������	
  �������  ����	"������  
������	�  4���� , ��	  ��
��  

�
4��4��6��  ����
�����	��� , 2���	��� , �
�"���3����  ��  2�
����	���  
�������  

4����� . ���  4�4�����	�  ���������  
������	�  4����  ��	  �����
  �
����
��
  

������	���������
  ��"
������  �	4����6����  �
�"���3��	  �	"����������	�  


�����
��� , �
����
��  ��  ���

��  ��
�	 , 2�
������  ������5���  ��"�����  

(�
�
��	� , ���8	� ).  

#  �
�
��  [12] �
�����
  
�	����  ���
�	  � ��2
�	��	  �
4� '�4����  

����2�����	�  ������� , �
  ��	�  �
����  4�
�	�	��  
�������  4����� , ����	����  


2���  ���������	 , �  ���
�  ���
�	  ��  ����	���
2
  �
4� '�4���� , ����	���� , ���
�  

��2����	4����  '	�
�
�� . 

�����  ���
�	  ���
�  �	����6��  �
������ , ���
������  ��  ��
�����  4�����  

[110]. 

��
����5  5	�
��  �����	���  4���
�������  ��	  �
4� '�4����  
������	�  

4����  
��	���  ���
�  ��2����	4����  ( . � . '	�
�
�� , 8
  �
��2�3  �  ��������  

���������
2
  "�����
���� , 8
  42�����3 , [116, 126, 137]. 1	�����  �	�
��  

���������  ��2����	4����  �
���  �	�����  �  ���������� , ����	���� , �  �
�
��  [108] 


��	���
  ��
�	  �42
������  ���������  ��2����	4����  4 �
�	��
6  �	����	�  

���	� , �  ���
�  ��
������  � �
������  ��
�	  ���  4����
���  ����	���
2
  �
4� '�4��  

�
  �
��
2
 . 

1	������  �	�
��  
��	�����
2
  ���������  ��2����	4����  '	�
�
��  ��	  

�
4� '�4����  4����  �����	"������  ���  ����
�
 -�����
2
  �
��	�����  ��	�������  

�
�
��  [267]. 

#  [283] ����  ����
��
2
  �	�
��  ���������  �	���6����  ��
�����
���  

����	��  �	�
��  ���������  ��2����	4����  '	�
�
��  ���  �
4� '�4����  ������
�	�  
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����
����
���	�  4���� . (��
�	  ��
����  ���  ��
�����
���  ����	��  ��  �
��4�6�� , 

8
  �  �
��������  4 ��  �
��������	  �
�
���	  
��	������  ��4������	  4����
���  

�
�����  ���	  
��	����  ��	  ����2��
  ������5	�  ��	��8����� , 8
  ����	�
  �  

���������
  �����	�� . 0	������  ������	����	  ����������6��  �����  ��
���	���  

��4������	 . 

#  ��
  ���  �
���  4������	  ��2��
  �
��� , ��	������	�  �
4�	���  ���
��  

( . � . '	�
�
�� , ����	���� , [235, 251, 256, 280, 281, 291]. 

���
�  �
����
��
2
  ��
2�
4������ -�
����������  ���������  

��2����	4����  ��	  �
4� '�4����  
������	�  4����  #
�������  
�	���	
  �  [256], 

��	�
��  ��  «����
��	
 » ���
�  ���
�  �	�
�	��
��3  ���
�  ( . � . '	�
�
�� , 4 

��	�  �	�
��3����  4���������� . 

�  �
�
��  [251] �	�
��3����  �	4�������  ���������  ��2����	4����  ���  

�	������	�  ���
�����	�  4���� . 1����  �
4� '�4����  �	������	�  ���
�����	�  

�	����  ����
�	�  �������  ��
  �
4� '�4����  4����  ���
�
�  ��
���5	�  ���������  4 

���	�	 , 8
  «4�5������ » �
�	����	 , �  4�2����
��  �	�����  ��  ��3  2���	�  

��4�������� , 
������	  ���
�	����  �
�	���  «��
��3 » 
��	����	
  �
4� '�4
� . �  

��
  ������  ��
�
��3����  �
��  ��
���  ���
�	��  �	4�������  4�������  ���������  

��2����	4���� . #
��  4���
����  ��  �
��������  
��	����	�  �
4� '�4��� , 8
  


���
�����  ��2����	4���36  '	�
�
��  ��  ������
6  �	�2�����
6  ���
��
4	��36 . 

(���
2����  �
��������  ��
�
��6����  ���  ���	�
���5����	�  ��
���� . 

���
�	��  �	4�������  ���������  ��2����	4����  ��3  ������  
�����  �
��	  

�
�	��	  �  �	����	�  ���	� . 

#��4���	�
 , 8
  4���4  �	����6��  ���	
  ����  ���
���  ��2����	4����  

(��
���� -'	�
�
��  [235, 280, 281, 291]. 

����  4 
��
��	�  �
���  ��
2
  ��������  [235]. �  ��
  �	�����3����  �� , 8
  

��2����	4����  '	�
�
��  ���  ���	�
���5����	�  ����
�	�  ���
�����	�  4����  

4�	��
�
  �����4�3����  5���
�  �	4�������  �����
�
�  �����2
����4����  ,���
5�  

����	��  ���
�  �	����	  ������� . �  ��
  �
�
��  �
42����3����  �
��	�����  


��	������  �����
�
2
  �
4��������  (��
����  ���
�  ����	�� . ���	��6������  

��	����	  ��6����6�� , 8
  ���  ���
2
  ����
��  �
��  4���
�	�	��  ���5�  
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���������  
��	�����  �
������  ����	��  ��  ����
�	  �, 
��� , ���5�  ��	"���	��	�  


������
 . :���5�  �
2
 , 4���
�
�
���	
  ���
�  ��2����	4����  (��
���� -'	�
�
��  

4 
������	�  �����4
�
�  ��  �	��2�3  4�����  ��
�����
�  ����	��  �, 
��� , 

2
  

4����
  �	�
�	��
�����	  ���  4���� , �  ��	�  ����
  
��	��	�	  ��
������  ����	�� . 

#  [280] �����������
  ���  �
�	�  ��2
�	��	 , ���  
�
��	�
  ����
����  ���  

�
4������
�  ���
��������� . ���
���  ����  ������3����  �  �������
�
��  

�	�
�	������  ��
�����	  ��2����	4���� . ����	��  ��2����	4����  �
��  


��
����	��  ��  ��  �
��
��  ��
�� , ���  � �����  �
2
 , ��  ���	  �	�
����  �����  

�������� , 8
  ��	���
  �
  ��
�  ��4�	�  ����
��� : ���5	
  4 �	�  4���
���	
  ��  ����  

���
�� ; ���2	
  4���
���	
  ��  ����4������  ��2
�	���  (��
���� . ���
������  

�	��
��  ��	����	 , 8
�  �
��4��	  �"���	������  �	�  �
�	�  ���
��� , � ��
������  

�
��������  4 ����	�	  ��5	�	  ���  ����6�	�	  ��2
�	����	 . 

(��
���	���  �����
6�����  ����������  ���  ���
���  (��
���� -'	�
�
��  


�	����  �  [281]. �  ������  �������
�	�  ���
���  ��2����	4����  ���  

���	�
���5����	�  ����
�	�  ���
�����	�  4����  �  ��
  ������  ��
�	����  �
�	
  

��2
�	��  �	�
��  ���������  ��2����	4����  ��	  �	�
�����  ���
��  (��
���� -

'	�
�
�� . 1�	�����6�	 , �
��	�����  4���
�������  ��	��	��  ��� '�4�	 , ��  �
��  

������2��  �
��  ����6���	  ��4  
�������  ��  �	���  ����	��  ��2����	4���� . 

/���
�
�
���	
  ���
�  ���
�  �	�
�	��
��3����  ��  ��
������  �	4�������  �����  

5��� , �
�	  ���  4��	8��	
 . ���
������  �	��
��  ������	����	 , �
� '�4���  4 

�	�����	4���36  ����2�����	�  �������  � ����
�������  4
������� . 

�  �
�
��  [291] 
�	���
  ���  ����������	�  ���
�	  �
4� '�4����  4�����  

��
���5	�  ���������  4 ����
�
�  �	������
�  ���
�����
�  4�����  – ��  �	�
�
�����  

��2����	4����  ��  �������  �
4��������  4� �	�2�����	�  4��������  (TSVD). ��  


��
��  
�	���	�  ���
���  ��
�
��3����  �
�	"��
���	
  ���
�  ��2����	4���� , 8
  

4���
�
��3����  �
  2���	��
2
  ���
��  (��
���� . ���  ��6�������  �"���	��
���  

���
��  ������������  ��
���	��	
  �����4  � �	��
��  ��	����	 . 
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1.4. 
����� , �  �'�(  ��'���!����6�)!�  #���0��")�#  �#������  ��")�����  

 "�  ��&��-����   ����#'�  �������$����  
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%	���
�  1.1 – /���
�������  ����2�����	�  �������  #
�������  

 

�  �
����	��	�  �
�
2��"���  [82, 83, 84, 105, 220], ���	���	�  ���  

������	���
�  )�6����  7 .  . 4�����
  ���  ����
�	�  ��4�������� , ���  ����
������  

�
  ����
�
2
  �������� , 8
  �
42����3����  �  ��
  �
�
�� . �����  ��4������	  ����5�  


������
����  �  �	�  �
�
2��"��� , 
��
���  ����	��  ��4��������  �
��������  ����  


������
����  ��  ������  �  ����
�	��	�  �	������ , 4����	���  ����
�	�  ����� , �  

���
�  ����������  ������
��	�  �
�"������
  � �	��
4����� . 

�  �
�
���  [48, 104] �
42����6����  �������
�����  �
�	�����  �����  ��  ��  

�	���� , �	��	����  ��������
6  ��������6  4
��������	�  ����������� . 

�������
����	�	  �������������	  �
����  �
���6���	��  4
���5��  �	�	 , ���
�  
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������� , 8
  ����
����6��  ���	��  4
��������	�  ���  ��
  ����"���� . ���  �	����	  

����� , 8
  �����	��6��  
���  4�2�����  ������ , ����3����  �4�2�������  �����  

�
��������� . #	�����3����  ���
�	��  �
���
�	  �	����	  ������� , 8
  

������3����  4 
��
����	�  ��	��
�	�  �������  ���  ����
�  �
�����
�  �����
���  

����� , ���  4��	��3����  �
����
�	�	  ��������
5�����	  �  �
����  �
������ . 

���	����  �	�����  3 �	����
6  ����2�����	�  �������  #
������� , 8
  �����  

�	�����	4����  4�
�	����  �
  ��
�
�
�  �	����	  ����
�	�  ������� . :�
�
��  �	�����  

����
�	�  ��2�������	�  �������  �
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��2
�	���  !������  (�(! ) ��  ��2����	4�6�
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  ��2
�	���  '	�
�
��  (%( 

'	�
�
�� ). �  �
�
��  [104] �
4� '�4��
  
�������  4�����  ���  �	����	  4 ���
�  

����� , 8
  �
������6��  ���  �
�
6  �  ����	�  �
����  ��� , 8
  ������8����  �  �	�  

�
����  4��2�6���� . �  ������  [48] ��  ��	����  �
4� '�4���  4�����  ��
  �������
�����  

�
�	�����  �����	  4 ��
��  ��	3����	�	  ����"����	 . 

�  ������  [21] 
�	���
  4�����  �����	"������  �������
����
2
  

4
��������
2
  ������������ , 8
  ��3  ��  ����
�����  �������� , �  �  [177] 

�
������3����  �
��	�����  ���������  �������
����	�	  �
�	������	  �������	  

�  �����
  �� �
��� . 

�  �
�
���  [138, 153, 154, 217, 219, 224] ���
�	����  �
4� '�4����  

���
�����
�  �	������
�  4�����  ���  ���2
�
�  �������	 , ������������  �����  � 


�������  4�����  ���  �������
����
  ����������
�  ���2�
�  �������	 , 

�
������3����  �����	"������  4
���5��
2
  ������������ , 8
  ��3  ��  ���2
��  

�������� . 

#  [197] �
42�����
  �
�	�����  ����
����
�  �������	 , 8
  �
������3  �4 

�����
6  
��
�
6 , ��	  ��������
��  ������������ . 

%
�
�	  [154, 198, 199, 200, 219] ��	�������  �������
����	�  �
�	������  

�������  4 ��	3����
6  ���
6  � ������� , 8
  ������  ������  4
��������	�  ��� . 

/�4������  4�����  4�
������  �
  �	����	  �������
�  ����2�����	�  �������  
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������� . 

�  �������  [204, 206] 
������
���
  �
4� '�4����  4����  ��
  �	4�������  

���	��  4
��������
2
  �������
����
2
  ������������  ��  �������� -���2�  ��  
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����
������  �  ����  "������  ������������ , 8
  ��3  ��  �����������  �������� -

���2� . 

1���������  [207, 215] ��	�������  �
4� '�4���6  �������
����	�  4����  ��
���  

�����
���  (����	� , 
������	�  � ���������� ) ���  ���	����	�  ���������  

�
��������
  �
���
�
2
  �����	�� . �  �
�
��  [143] ��  ��4�  �
4� '�4����  

����2�����	�  �������  #
�������  �
������3����  �������
�����  4�����  

����������  ��������	�  ����
�  ���	����
2
  �������� . 

�  �
�
��  [141] �
������6����  �
4�
����  ��	��
��  �
�	�����  �������	�  

���	����  ��	  ��������
��  ��"
�������� . ����������  �	������	�  ��������	�  

����
�  �������	�  ���	����  
�	����  �  [208]. 

�  �
�
���  [147, 148, 179, 210, 213] 
������
���
  �
���������  4 

�
4� '�4����  ����	�  � 
������	�  4����  ���  �������
����
  ����������
2
  

���	���  4����
2
  �����	�� . ��
��	��  ���2�  ��	������  �	������  �����	"������  

��  ����������  �  4������  ��������
2
  ��"
��������  ���	����  4����
2
  

�����	�� . #�����
 , 8
  �
42����3����  ��  �
�����	
  4��
�  4���	  ��
8�  4����
2
  

�����	�� , �  ���������	
  ����
�����	
  �	� , 8
  �
4�
��3  
��������  �
4� '�4���  

����
�  4�����  �  ������	��
�  "
��� . 

�
���������  ����	�  � 
������	�  4����  ���  �������
2
  ���	���  4����
2
  

�����	��  
�	����  ���
�  �  [211, 214]. 

1����  � 
�������  4�����  ���  �����
  ��"
�����	�  ���
�  �
42������  �  

�
�
���  [46, 50, 43, 149, 151, 155, 161, 162, 163, 164, 178, 189, 190, 193, 194, 195, 

196, 203, 225]. 

�  �����������  [49, 191, 192] �
�����  4�����  �
42����6����  4 �����������  

�	�	�����  ��
  �  � ’ �4�
������
  �
����
��� . 

#��4���	�
 , 8
  �  ������  [45] 
������
���
  ��4������	  ������	��������	�  

�	���6����  ��"
�����
  ���
�  4 ��4�	�  ����������  (����� , 
�2 . �����
  1��( , 

��"����
���
� ) ��	  �����
��  ������������ . /�4������  �
�
��  �
��  ����	�	  

������
�  �	����	�  ���	�  ��	  �
4� '�4����  
������	�  4����  �����	"������  

�����	�  ���	���  ��  ����	  4 ������	�  �
��������
�	�  ���������� . 
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#  [190, 203] 4 �	�
�	�������  ����2�����	�  �������  #
�������  

�
������6����  �
�	�����  5������
  
�����	�  ���
�  ��	  �����
�
��  �	�
�
��  

4���6����� . 

%
4�'�4���6  �������
����	�  ����	�  � 
������	�  4����  ���  ���
�  4 

�
����
�	�  �����	�  
��	������  ��	�������  ������  [151]. 

/���
�������  ����2�����	�  �������  #
�������  �  4������  �������
����
2
  

��"
��������  �	����  ���
�  
�	����  �  [149, 178, 195], �������
  �
4� '�4����  


������	�  �������
����	�  4���� . 

%
4�'�4���6  
������	�  4����  ��	  ���	��  ���
�	�  �����������  ��  


��
��
2
�
��  ����	  ��	�������  �
�
�	  [50, 149, 162, 163, 193, 194, 225, 246]. 

1��  
������	�	  4������	  �  �	�  �
�
���  �
4���6����  4����� , ����  ��	�  – 

�����	"������  ���
�	�  ����������� , 8
  ��6��  ��  ����	 . 

#  [43, 50, 149, 155, 161, 164, 203] 
�	���
  �
4� '�4����  ����	�  � 
������	�  

4����  ���  ��
� - � ��2��
��
2
�
�	�  ���
� . ����	���� , �  �
�
���  [164, 195] 

�������
  ��	����	  ���  ���
� - � �
�	��
���
2
�
�	�  ���
� .  

(���
2����  4�����  ���	  �
42������  ���
�  �  � ’ �4�
������
  �
����
��� . '��  

�  �
�
���  [178, 191, 192] �
4� '�4��
  4�����  �����	"������  ���
�	�  ����������� , 

8
  ��6��  ��  � ’ �4�
������  ����	 . 

�  �
�
���  [178, 196] �
42����3����  ���������  �	����� , 8
  ������3����  4 

����	  ��  ��	3����
�  �
  ���  4
��������
�  ���	 , ��	�
��  ���	�  ���	  

4����63����  �����
�
6  ������36  ���  ����
6  ��  ���
6 . ���  �	4�������  

�����
�
�  �������  �
4� '�4�3����  
�������  4����� , 8
  4�
�	����  �
  �
4� '�4����  

����2�����
2
  ��������  (��
  �	����	  ������� ) #
������� . (���
2���	
  ������  

�	�
�	����	
  �  [46] ���  �
���6�����  �
�	����  ���  � �
����
�	�  
�
� , 8
  

�
������6��  �4 ������	 . 

�  �
�
���  [69, 196, 203] ��  ��4�  �
4� '�4����  
������	�  4����  �	�
��3����  

�����	"������  ����������  ��	  �������
����	�  �
�	������  ��������	�  �	���� , 

8
  �������  �������	  �  �	2����  ���
� . '��  �  [69, 203] 
�	���
  ���
�	��  

4���
������  ��  �
��	  ��	��������  �����
�
�  �������
����
�  4
��������
�  

�	�	 , 8
  ��3  ��  ����� , ��  
��
��  ������4����  "�����
����  ��� ’ �4�	 , ���  � 4��
��  
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4���	  �����
�
2
  ������������  �  ���� . #�����
 , 8
  �  [69] 4�����  �����	"������  

�
4� ’ �4���  �  � ’ �4�
������
  �
����
��� . �  ������  [196] �
42�����
  4�����  4 

�����	"������  �

��	���	  �
��	  ��	��������  4
��������
�  �	�	  ��  ���	�	�	  

��	3����
�  4
��������
�  ���	  ���  �
�	��
�  �	����	  «����� -���� ». 

�  ������  [189] �
4� ’ �4�3����  4�����  �����	"������  ������������ , ���  

4���63  �
�	�����  ��	  ���  ��  ��������  ����� , 8
  ������3����  �4 ��
�  ����	�  4 

��4�	�  ����������  (4 ��4�	�	  �����	�	  �
���
�	�	 ). 1�	  �
4� '�4����  4�����  

�	�
�	��
��3����  ���
�  "���	��	�  �����������  � �
45	���
2
  �
�� , 8
  

��	�
�	��  �
  �
���������  �	����	  ����2�����	�  �������  #
�������  I �
�� . 

�  �
�
��  [50] 
�	���
  4���
�������  ����2�����	�  �������  #
�������  ���  

�	4�������  ����������� , 8
  �
������6�� , ��	  �
���6�����  �������
����	�  

�
�	����  �
��
���
�  ����	 , ���  4�����3����  5������
  
�����
6  ����
6  

����5
�  �
��	�	  4 �
����
�	�	  ("���	��	�	 ) �������������	 . 

%
4�'�4���6  ����	�  � 
������	�  4����  ���  �
��	�  �����	�  �  ������  

�
����  !���2
"�  ��	�������  �
���������  [147, 148, 158, 160, 161, 162, 163, 165, 

192, 299]. �  �
�
���  [147, 148, 158, 160, 162, 192, 299] ����
��3����  ���	�  

�����
�  
��
�	  ��  ��"
��������  ����
����	�  �����	� , 8
  �
���66��  

�
�
���  
��2	 , ��	  ���  ���
�	�  �����������  ���  ����������  ���	��  

������
���	�  4��
��� . 

�  �
�
���  [161, 165] �
������3����  �������
�����  ��"
��������  �
��	�  

�����	�  ���2�
�  "
��	 , �
4� ’ �4���  �����  ��  
�������  4����� .  

#��4���	�
 , 8
  �  [192] 
�	���
  �����	"�����6  ���
�	�  ����������� , 8
  

��6��  ��  ��	�	 , ���  �
���66����  �
��	�	  �����	���	  �  � ’ �4�
������
  

�
����
��� . 

#  [47, 149, 205, 287] �
������3����  �������
�����  ��"
��������  

�����	�	 -���2	 , �	�
��3����  �����	"������  4
��������
2
  �������
����
2
  

���	��  ��  �����������  �����	�� -���2� . 

�
���������  �	������
2
  ��"
��������  ����
����
�  �����	�	  ��  
��
��  


��
2
  ��	��
�
2
  ��������  �  ������  ��
���  �	��  '	�
5����  
�	����  �  [185]. 
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1
����
���  ��  �
4� '�4����  �	������	�  ����	�  � 
������	�  4����  ���  

����
����
�  �����	�	  4 �����������  �
������
2
  
��	������  �����������
  �  

�����������  [184, 186]. 

�������
����	�  �
�	������  5������
 -
�����
�  �����	�	 , ����������
�  

����
�	�	  ������	  �
����
��� , ��	�������  �
�
�	  [201, 202], �������
  

�
4� '�4����  ����
�  ��  
������
�  4���� . 

/���
�������  ��
���  ����2�����	�  �������  #
�������  ��	  �
4� '�4����  

�	������	�  
������	�  4����  ���  ���2�	�  �����	�  �������
�  �
�8	�	  
�	����  �  

[51, 52, 154, 180, 219]. 

�  �
�
���  [154, 218, 219, 226, 228] �
������3����  �������
�����  

�����	����	���  ��"
��������  �
�
�	��	�  �"��	��	�  
�
�
�
� . 

��"
��������  
�
�
�
�  
�	����  �  ������  2��
��4  �	��  '	�
5���� . �������
  

�
4� '�4����  ����	�  � 
������	�  4����  ��	  ��
��  �	�
�	��
��3����  ���
�  

"���	��	�  ����������� , 8
  �
������6��  4�
��  4������� , ���  �
��
2
  

�	�
�����  ��
�����	�  ���

�	�  ��
� . 

(���
2����  �
���������  ��������  ���  ������"��	��	�  � ���

�	��	�  

�"��	��	�  
�
�
�
�  �  �����������  [222, 294]. 1����������
  �
4� '�4����  4�����  

�����	"������  �
�������
2
  �������
����
2
  ������������ , 8
  ��3  

�����	����	��
  ��  ������"��	���  
�
�
���  4 �
����
  4��	����	�  ���3� . 

%
4�'�4����  
������
�  4�����  �	�
��6����  4 �	�
�	�������  ������	��
�  ��
���  


�
�
�
�  � ���
��  ��2����	4����  ( . � . '	�
�
�� . )�  �	�����  ����  ���  

�����	"������  4
���5��
2
  ������������  �	�
�	�����  ����  ������	�  

������	��������	�  �
�������� . ���	���	
  4��
�����	
  4��2 �����	"��
���
2
  

������������  4 ������	� . 

.	��  �
���  [51, 52, 56, 58, 157, 179, 180, 183, 187, 188, 212, 216, 221, 223, 

226, 228] ��	������	
  �
4� '�4���6  ���
�����	�  4����  ���  �	�����	��	�  


�
�
�
� . 

#  [51, 52, 179, 180, 212, 216, 226, 228] �
������6����  �����  ��  
�������  

���
������  4�����  ��������
2
  �����	����	��
2
  ��"
��������  ���  

�	�����	��	�  
�
�
�
�  ��������
�  �
��	�	 . 
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����	���� , �  [226, 228] �����������
  �
4� '�4����  4�����  ��
���  �����
���  

��
  ����������  �
��
������	  �4�2������
2
  ������8����  �  �
���  �4�
��  

�
��	�	  �	�����	��
�  
�
�
��	  ��������
�  �
��	�	  ��	  �����	����	��
��  

��"
��������  4� �����
�  ���  �	����	  �
����	�  �	�
�	�  ���	��� , ���  

�	4����6����  4 �
4� '�4����  ����2�����	�  ������� . 

�  �
�
���  [51, 52, 180] ���
6  4�����  ����������  �������
����	�	  

�
�	������	  �	�����	��
�  
�
�
��	  ��������
�  �
��	�	  ���
  4���4�������  

�	�
�����  ��	����6  ���������  (4����
2
  ��
2	��  �  �����
  �� �
��� ) 5���
�  

��������  �
����
�	�  ����������� . ��	���
  ���
�	��  �	�
�	������  ��
���  

���
�����	�  4����  �������	��
�  "�4	�	  ��
�
��
  �
  ��
����	  �����	"������  

����6�	�  �����������  ���  
�
�
�
� . 

#��4���	�
  �
�
��  [157], �  ���
  
�	���	
  ����	���	
  ��
���  

�����	"������  �
�����
2
  �����	����	��
2
  ������������ , 8
  ��3  ��  

�	�����	���  
�
�
��� , ��	�
��  �	�
��3����  �����	"������  ������������  ��  

�����	  4� ���
� , ���  
  4� ��
��
�
�
6  4����
6 . 

%
4�’ �4���  �����  ��  
�������  4�����  ��������
2
  ������������  

�������	����	��	�  �	�����	��	�  
�
�
�
�  ����������
�  �
��	�	  [56, 58, 183, 

187, 188, 221, 223]. 

#  �
�
���  [56, 188] �
������3����  �������
�����  �����	����	���  

��"
��������  �������	�  �	�����	��	�  
�
�
�
�  ��������
�  �
��	�	 . /�����  

�
4� ’ �4�6����  4 �	�
�	�������  ���
���  �
45	���
2
  �
��  ��  "���	��	�  

����������� , �  ��4�������  4�����  4�
������  �
  �
4� '�4����  �	����  ����2�����	�  

������� . 

%
4�'�4����  ����
�  ��  
������
�  4�����  ���  5������
 -
�����
�  

�	�����	��
�  
�
�
��	  4 �
������	��	�	  ������	  �
����
���  ��������  �  [79, 

80, 152]. /�����	�
 , 8
  �
��  ���
�	  
�	���	��  ��  ���
��  �
4� '�4����  ����
�  

4����� , 
������
����  �  [97], �	�
�	��
��6�	  �������  ����
�	  ��
���  

����2�����	�  �������  � ���
�����	�  4����  �������	��
�  "�4	�	 , �
�	  
������	  

�
��  �
4� '�4����  ��  ����
� , ���  � 
������
�  4���� . 
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%
4�'�4����  ����	�  � 
������	�  4����  ���  �
����	�  
�
�
�
�  �  �
�
���  

[179, 209] ���
  �	�
���
  4 �	�
�	�������  ���
��  ������	�  ��4�	�� . 

1����  �����	  ���	  �
��2����  �  
������  �
4� '�4����  ���
�����	�  

�������
����	�  4����  ��
��
�
�
�  ��
���  �����
��� . '��  �  �
�
���  [55, 57] 

�
������3����  �������
�����  ��"
��������  �����
2
  ��
��
��  �4 

�	�����	��
6  �
�
��	�
6 , �
4� ’ �4�3����  4�����  �����	"������  �������	��
2
  

������������  ��  �
������  �	�����	��
�  �
�
��	�	  �����
2
  ��
��
�� . �  

�
�
���  [159, 164] �
42����3����  �
����
�	
  ����  ��"
��������  �����
2
  

�����
��
��  ��	  �������	��
��  ���	�� , ��	�
�	����  �
4� '�4����  
������
�  

4����� . 

�  ������  �
4� '�4����  
������	�  ���
�����	�  4����  �������
����
�  

�	�����	  ��
�
�	�	��  ������	���������  �
���������  ��������
 -

��"
��
���
2
  �����  �����	�  ���������  �
��������
 . ���	�  4 ��
����5  

��
��	�  ��  ��5��	� , ���  �  �

  ��  ���  �
�	��  �
��	�  ���
���  �
���������  ��	  

��"
��������  (�  �
��  �	���  �������
����
�� ) 3 ���4
����	��	
 . :���5  

�
�����
  ��
  ��
  ���
�  ��  ��������� , ���  4���
�
��������  ���  �	����  

��"
�����
  ��	  �����
��  ������������  �
���  
4��

�	�	�� , ����	���� , �  [44] 

��
  �
�
2��"��  [17]. %
�
�	  [45, 81, 87] ��	�������  ������	��������	�  

�
����������  ������	�  ���������  �
��������
  ��	  ��  ��"
��������  4 

�	�
�	�������  ���4
������  ��  ������������ , 
�	���
��  �  ������  [44]. 

.	��  �
���  [42, 59, 147, 148, 163, 158, 160, 162, 174, 192, 227, 299] 

�
� '�4��	
  4 �
���6������  �
�
����  �
��	����  (�
����
2
  ��  ���
����
2
  

�	�� ) � �
�
����  �
��������
  �  ���
�� . ���������  ������	��	�  �
4� '�4���  ��	  

�
���6�����  �
�
����  �
��������
  ��3  �
��	�����  �
���
�	  �
4� '�4���  


������	�  4���� , 8
  4����
  �
45	�63  2���4�  �
��������  � �
��	��  

4���
�������  �������	��	�  �
����
 , 8
  
��	���� . 
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1.5. 
����� , *��!��-��#  # ����5#'�.#/  ��  �*���"#��6  '�"��������  #& 

&�!��!�������  ����(  ��(��"�0#,  

 

#  
������  �
�	  �  ����	����  �������	  �� . &. 1 . '	�
5����  �(�  ������	  

����	  ������	��
  �
4�	���	��  �
���������  4����  ��	  �
�	������  

������
�����	�  ��������	�  �	���� , ���  �
���  �������	  �
  
������	�  �� /��
  

���
�����	�  4���� . #�����
  �����  4 �	�  [2, 3, 4, 93, 94, 99, 139, 140, 142, 144, 

145, 146, 230, 233, 292, 293]. #��4���	�
 , 8
  �  4�4�����	�  �
�
���  �������	���  


��
��  �
4� '�4����  ����	��  ����
2����  ����
�	  4 �����	�
6  ��3�  �
�
�	  

(�	�
�	��
��3����  ��
���  ����2�����	�  �������  #
�������  ��  ���
�	  

��2����	4����  ��	  ��  �
4� '�4���� ). 

/����	
  ����
�  �  �
4�	�
�  ����
��� , ����
�
���  ��  �
�2
����
���  

�
��
�����	�  � ��
��
����	�  �
��������
  �����	��
2
  ��	4������� , �  ���
�  

������	�  �
��������
�	�  ����������  (�  �
��  �	���  ���  ������	�  �
�����	�  

�
�������� ) �����	  ����
���  �����
����
2
  ����
�����
2
  �������	����  

�����  �����   
�����  ��  *���	����  �������
�  �������	  �(�  ������	  � �!(  

������	  ( �����
�	�  # . &., �46��  ( . 1 ., 1
5	���
�  # . 1 . ��  ��5� ) [71, 88, 112, 

113, 249, 268]. ����	���� , �  �
�
��  [268] �
4�
����
  ���
�  ��
2�
4������  

�
�2
��	���
�  ����
���  �
��������
�	�  ����������  ��	  �4
��������
  �
�4��
���  

�  ��
���  
��

��
2
  �����
����
2
  ������������  4 �����������  ������  

4�������� . /���
�
�
���
  ��
����	���  �
����  ��
�������  ��	  �
�4��
���  � 

���
�	��  �����	"������  �
������  �
�4��
���  ��������� . 1�
�����
  �
4�����
�  

����������  ��
����	��
�  �
���� , ��	
  ����������3  �� ������������  

������	��������	�  ���	� . �  ������  [88] �
42����6���� : � ) ���
�  ��  
��
��  

�
4� ’ �4������  4�����  
��	��4����  4 �	�
�	�������  ��	��	��  ����	����  

1
����2���  ��	  
���������  4�2����
2
  �	2���� , ��	
  �
4�
��3  5���
�  

�������	��
2
  �
���6�����  ���
�6���	  �
���������  �������
2
  �����  

������
���  4 �	�
�
6  �	�
�
6  �������6  ��	  �
�	��  �
�
5	�  ��"
�����
�	�  

�����	�
���� , � ) 2
�
2��"����  ���
�	�� , 8
  �
4�
��3  
��	�����	  ��
���  � 

��	
�����  4� �
�����6  ��4������	  ��	  �	4�������  ����������  �
�������	�  � 
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�������	�  �����	�
���
  
�
�
��
�
 -�����	����	�  �
��������� , 8
  


��	��4�6���� , ��  ��  �
�����	�  � ������	�  4��4��� , � ) ������	��������
 -

�
4������
�	
  ������ , 8
  ��3  �
��	�����  �
���5	�	  ��������	  ����5  ������	�  

4� "
��
6 , �
4�
���
�  ���������  � ������������  �
��������
 , �	4�������  

��������
 -��"
��
���
2
  �����  ��	�  5���
�  �
4�������  3 ���
������
  

����
�	� . E� �"���	������  ���
�����3����  ��  ��	������  �����4�  �����
4�
����  

���������  �	�����	��
�  
�
�
��	  � ����	��
�  �����	�	  �  4
��  ���  �
������
�  �
  

�
������  �	�	  �������  �
�
��	  �������  � 4��������  ���
�
���� . #	�������  ����  

��������	��
2
  ����
��  �
  ����
�����
2
  �
4�
����  ���������  
�
��	�
  

������	�  �
�����	�  �
��������
 . 1�����������  �
4�
��	  �
45	�66��  ����  

�
��
�����	�  ���������  �
��������
  ������
�  ������	  � ��
��� , ���  ��	�  �
���  

�"���	��
  �����4����	  �	�
�	
  ������  �
�������
����	�  ��5���  �
  

4���4������6  ����
�����	�  ���������� . 

#��4���	�
  �
�
2��"�6  [71], �  ���
  �	������
  ��
���	���  4����	  

���
�
�
2��  2
�
2��"���	�  
  �����	�
 -�����
�	�  �
��������  ��  ���2�
��������  

�
��������
 . 1����������
  �
4�
����	
  ��  ��4�  �	�  �4�3�
�
�
��66�	�  

���
���  �
������  �
�	�  �"���	��	�  ����
��� , ���
�	�  � 4��
���  ���  �
��������  

��  ���2�
��������  ��
��
����	�  �
��������
  ��	  ���  ��������	�  ����������� , 

����
�	�  �
���  � �������� . �������
  ��	����	  ��  4���
�������  �  �	��5����  �	4�	  

��
�����	�  4���� , 8
  ������6��  ��
���	��	
  ��  �����	��	
  ������� . ���	����  

��4������	  4����
  �
45	�66��  �
�
  4����  �������	  ��
��
����	�  �
��������
 , 

8
  �	��5�6���� , �
����  ���	  ����
�
6  
��
�
6  ���  �
4�
��	  � ���	"������  

����5  �
��
���	�  �������	��	�  �
����
 , ����
���  � ���
�	�  ��	  ��
��������� , 

�	4�������  �����	�
���
  � ���2�
��	��  ������	�  ���������  �
�
�  ������	  
  

��������	�  ��
��� .  

�  ����������  [247] ��  
��
��  ��
�6��
�	�  (2����	��	� ) ��2
�	����  ���  

�
4� '�4����  
������	�  2�
����	��	�  � �
�"���3���	�  4����  ��
���  �����
���  (�
  

�	4������6  �
4����� , �
�
�����  � �����	�
���
 , �
����4
���	�  � ��4�������	�  


��
����
���
  �  ����� , ���  4��
��66��  �����  ��
  �������
�����  �
�	����� ) 
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�	�
��3����  �����	"������  �����
2
  ������������ , 8
  ��3  ��  �
��
4	���  

������  �  ��
��
��  (�����  ����� ) ��  4� ���
� . 

�  ������  [252] �
42����3����  ��
������  ����
������  ��������
2
  

������������ , 8
  ��3  ��  ������
��  �	����	 , 8
  4�
�	����  �
  �
4� ’ �4����  

����2�����
2
  ��������  #
�������  I �
��  �4 4���
��������  ���
��  

��2����	4���� , �
4�
����
2
  ���
���	  ��3�  �
�
�	 . 

.����
6  3 ����������  [257], ��  �
42����6����  ��4��  ������	  �	������
�  

�����	"������  �����������  ���  ������
���	�  4��
��� , 8
  ����6����  �
  ������
  

����	��  ����	 -��	�	  �
��
�
�  �
��������� , 8
  �
���63����  ��  
��
��
���  

�����	�� , �  ������������  ���  �
���  – 2���
6  
��
�	�  ����������� . !���  

������	��	�  �
�������� , ���
���	  ����  ���
��������  4 �	�
��  �����
���  

����	���  � �����  ����
�  �����
��	 . #��4���	�
 , 8
  �
  ���
2
  �  ��������  

����
�	����  ����5  �����  ����������  �	�  ���
���  [300]. 

/�����  ����������  �
���  �
42�����	  ��  
�	�  4 ���������  �������
�
2
  

4��	���  ����
�������	�  �
��������
  (2������  �������
����	�  �
�	���� , 

�	��	���	�  �����	�	  ��  ��5	�	  �
�
��
����	�	  �	������	�	  

�������������	 ). '��
�  �
  ��
2
  ��������  �����  �������	  4�����  


��	�����
2
  ���������  �
�	�����	�	  �	������	 . ���	�  4 
��
��	�  "���
��� , 

8
  ���	�6��  �
4�	���  4����  ���
2
  �
�� , 3 ���
�����  ������	�  �
������	�  � 

�"���	��	�  ��	���
��  ���  ����������  �
�	������	 , �  ���
�  ���������	�  

��
��
�����	�  ����������  (intelligent ��
  smart materials) [128, 282, 285]. 

�������
  �	���  ���  ��	������  4���
�������  �
�	�  ��	���
��  � ����������  

���  ���	��
2
  ����������  �������
����	�	  �
�	������	 .  

�  ������  [237] 
�	���
  ���������  �
�	������	  �����
�  �����	�	 , 8
  

4���63����  ��������
6  �
������
6  �	�
6 , ���  ��3  ���  ���
� , 4� �
�
�
2
6  

���������	�  ��	���
��  � ’34
����	� /� ’34
��	�
�  (piezosensor/actuator). 1����	��  


���8���  ���
��  �����	  � '34
������	��	�  ������
� , ���  �	�
�	��
��6����  ��  

����	�	  ��  �	�
�����  ������4�	 . %�4�� 4��
�	  ��������� , �  ���
�  �
��������  

����	���  � �	�
����	�  ������4���  ���	  4���������  ���  
����	  ��  �"���	��
��� . 
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�  �
�
���  [232, 273, 290] 2������  �
�	����  �����	�  4��
��63����  4� 

�
�
�
2
6  ��	3������  4
���5��
2
  �	������
2
  2��	���� .  

�  �
�
��  [290] �
42�����
  ���	���
  �
2�5����  �
�	����  ���  �����	��	 , 

8
  42	��3���� . 1
2�5����  �
������3  4 ��6  �4�
��  ���6 , 
����  ����  �����	��  

������������ , �
  ���� , �  �	2����  �
�	��
�  ���	  (���  ��  ��"
���3���� ). �  �
�
��  

[273] �
42����6����  4��5���  �
�	�����  �
��
�  �����	�	  4 «�	������	�  

�	������	�  �
2�5������ » 4 �	�
�	�������  ���
��  �������	�  ��������� . 

%
42�����
  ���������  �	����� , ���  ������3����  4 �
��
�  �����	�	  � ��	3����	�  

�
  ���  �	������	�  ���  �  �	2����  ������
� . 1�
�����4
���
  ���	�  �
�8	�	  � 

��
8�  ����	  �
������  ������
�  ��  �	�������  �
2�	�����  �������� . 1
��4��
 , 

8
  ������  �	������	�  ���  ���8�  �
2�	��6��  ��������  �  ���
��  ����
��
��  

�����4
��  0-1000  � . !���  �
2
  4�4����3���� , 8
  ����3  
��	������  ��2�  

�	������
�  ���	  ���  
��	�����
2
  �
2�	�����  �������
  � 
��	������  �
�8	��  

������
�  ���  ���
�  
������ , �  ���
�  
��	������  ��
8�  ���  ���
�  �
�8	�	 , �  

��
��  �	�����  �������	  �
�
������  
��	�����
  ��  �	�������  �
2�	����  

�������
 . 

�  �
�
���  [261, 262] �
������3����  ��
�����  ����������  �
�	������	  

�
��
���
�  ����
����
�  �����	�	  4� �
�
�
2
6  �	������
2
  �
2�5�����  

(vibratory flap – �����6��  �
�
��  ��
  «�������
�	
  ������ »). #	4����3����  


��	������  ��������
5����  ���  �
2�5�����  ���  ��
���8
2
  4�	�����  ��  

���5�
  � ���2	
  ����
�	�  ����
��� . 1�
�����
  ������	���������  �
���������  

�
������
�  ��������  2���
��
�
  4������
� , 4��	����
�  ����
����
�  �����	�	  4 

�
����
�
6  �
�
�
6 . 

�  ����������  [263] ��
�
��3����  4�	�����	  ��������  �����	�����	�  

���������  4� �
�
�
2
6  ���������	�  �	��4��  ����
�  "
��	 . #	��4	  5	�
�
  

�	�
�	��
��6����  �  �����	���  � 
�
�
����  ���  �
��25����  ����
��  �����  � 

4���4�������  �
�����  �
  ��4�	�  �
��
������ . �����3���� , 8
  ����4  ���������  

�	��4��  �	�������  �
�������  �
2��5	���� , � ���	�	�	  ��������  ������  4����5��� . 

�
������3����  �
��	�����  ���
�����  ����
����
2
  �	��4�  �  �����	��  4 ���
6  

�	�
�	������  ��
2
  �	��4�  �  ��
���  �	������
2
  �
2�	����  �������
 . 
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�  �������  [295, 296] ���  ���	��
2
  ����������  �
�	������	  2����	�  

����
����	�  �����	�  �	�
�	���3����  �
4�
����	
  ���
���	  ������  4 

�	�
�	�������  �
�	�  ����
�
2�
  � ������	�  �
��������  �  
������  ��
���  

���
���	��
2
  ��������� . !��������  4��
��63����  ��  
��
��  �	������
2
  

��2��
�������
2
  �
���
���� , ��	
  �	�
�	��
��3  ��4������	  �
���6�����  

�
�	����  �����	�	  �	�
����  4� �
�
�
2
6  ���
��  �������	�  ��������� . 

�  �
�
���  [90, 91, 92] 
�	����  ���
�	��  ���	��
2
  ����"��������  

4��5��	�  ��4
�����	�  �
�	����  42	��  ����
����	�  �����	�  ��	  ���  ��  �	�  

�����
�
2
  ��������
2
  ������������  4� �
�
�
2
6  ������
2
  �	�
�	������  

��
�  �	���  � '34
���6����  – ����
���  (� '34
����	��� ) � ������
���  

(� '34
��	�
��� ). /�  �
��4�	���	  ����
��  (���	�	��  4�����  ��
  ��4�	��  

�
��������� ) ����
��63����  ���������  � "�4�  4
���5��
2
  ������������ . 1����  

��
2
  �
  ������
��  ����
�	����  ��4�	��  �
��������� , 8
  �
4���
��3����  �
  ���  

���
�
��  �����������6 . )�  ��	���� , �  [92] �
42�����
  4�����  ��
  ���	���  

����"��������  ��4
�����	�  �
�	����  ����
����
�  � '�4�
�����
�  �����	�	  4 

5������	�  
��	������  �� �
���� . ���	���
  ��
��	
  ������	��	
  �	��4  ���  

��4�	��  �
��������� , ���  ��
�����
  �������	  �
  ������
��  ���  �
���������  

�����
�
2
  ��������
2
  ������������ , 
���
����
2
  �
  ������	��������	�	  

�
��4�	���	  ����
�� . /�4�����
  ��  ���
���  4�������  �	�	���	��	�  

�����	�
���
  ���	��
2
  ���������  ���  ���
�
���  ���	��
2
  ����"��������  

��4
�����	�  �
�	����  �����	�	 . #  [90, 91] 4� �
�
�
2
6  ���
2
  �  ����
��  

�
42������  4�����  ��
  ���	���  ����"��������  �
�	����  ����
����
�  �����	�	  4 

�
����	�  4�8��������  �
����  � ���  �	�����  4��5��	�  ���

�	�  ��
�  

����
����
 . 

�
��	�����  �
���
�6  ��������  4� �
�
�
2
6  ���	��
2
  

� '34
������	��
2
  ��	�
��  4 �
���
���
�  
������
2
  4� '�4�� , 8
  

���
�����3����  («self-learning controller»), ���  �
���������  �  �	2����  2����
�  

�����	�	  ������������  �  [284]. 

��4����6�	  ��  �� , 8
  �
�
��  [239] ��	�������  2�����6  �������
  

�	�����	��
�  
�
�
��	 , �  ��  �����	�	 , ���4���	�
  ��, �
��  8
  �������	
  �  ��
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��
���  ����������  �
���  �
42�����	  ��  ��
����	
  �������  ���������
2
  

���������� . �  ��
  �
�
��  2������  4��
��63����  ��  ���������	�  ��	���
3�  ��
  

��������
� /5��
�  ���������  �  ���
�� , �  ���������	�	  ���2��	 , ����2�
���	�	  

�  5�������  �	�����	���  
�
�
��� . �  �
�
��  �������6����  �	�����  

��������	��
�  
��	��4����  ��	  �	������  ���	��  2�
����	��	�  ����������  

�
4��5������  ��  �
�8	�	  ���2 , 8
  ����"���6�� . 

�
���6�����  ��  �
���
��  ��������  �����	�	  �  ��
�������  4 

� '34
������	��	�  ��������
�  �
42����3����  �  [258]. 

%
�
�	  [250, 254] ��������  �
  ���������  �
�	������	  ��������	�  


� '3���� , �	�
���	�  4� ���������	�  ���������� . �  �
�
��  [250] �
42����6����  

�����	�	  4 "�����
�����
  2����3���	�  ����������  (Functionally Graded Material 

– FGM), ��	�
��  �  ��  �����	�	  ����2�
����  ����  5��	 , 8
  3 

� ’34
����	���	 /� ’34
��	�
���	  (piezosensor/actuator). �  �
�
��  [254] 
�	���
  

4� '�4���  ��
��6  ��"
�����
  4����  �����	�	  ���5
2
  �
�����  (first order shear 

deformation theory - FSDT) ���  � '34
������	��
�  2���	��
�  ����
����
�  

�����	�	 , 8
  ��  �
�����3  �
4�
����  ������	��
2
  �
��������  ��  ����������	  

�
  �� �
�8	�� . .�  ��
���  
���63����  �
���������  �4 ��	�	����	�  �
4� ’ �4����� . 

#	�����
 , 8
  ���	�  4� '�4��	�  �"�����  3 4����	�  ���  ����
��
  �
���	�  

� '34
������	��	�  5���� . 

�  �
�
��  [286] �
������3����  ����������  �
�	������	  � '34
������	��	�  

�
��
���	�  �
��
4	��	�  �����	� , �	�
�	��
��3����  �
����  �������
2
  

�������� , 4���
����  ��  ��
���  ��"
�����
  4����  ���5
2
  �
�����  (FSDT), 

�
4�
�����  ���  ����	��
�  "
��	  42	��  ��  ��������  �
��
4	��
�  �����	�	  4 

���
�
�
���  / �
���"��� , �
� '�4��
�  4 � '34
������	��	�  ��	�
�
�  � ����
��	�	  

���������	 . �  �
����  ����
��3����  ����  ��  �
��������  � '34
������	�� . 1�
��	
  

��2
�	��  ���������  5�	�����6  4 ��2��	��	�  
������	�  4� '�4�
�  ���  ����	�  � 


������	�  � '34
������	��	�  �"����� , �	�
�	���3����  ���  ���	��
2
  ����������  

��������	�  ���2��
�  ����2�
���
�  ��������	  ����4  4������	
  �
����  

���������� . �  �
�
��  ������������  �	��
��  ��4������	 , ���  �
���  �
2
���6����  

4 ������	������	 . 
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(��	���  2������  �
�	����  ��
5��
�
�  ����
����
�  �����	�	  (����� -

� ’34
�����	�� ) ��	  �������
����
��  ������
��������
��  ������������  

�
�������
  �  ������  [230]. +�����	��	
  �	2��� , ��������	
  �
  �����	�  

������
��	�  �
��	����  � ’34
5��� , 4���5�3  ��������	  ��������
  �����
���	�  

�
�	����  �����	�	 . %
42����6����  ���  ����
�	  �
  �	4�������  ���������  

������	��
2
  �	2���� : ���5	
  �
��2�3  �  ������4����  ��������
2
  �����  

�����	�	 , �  ���2	
  ������  �
� '�4��	
  4 ����3�	�  4���5�����  4��5��	�  

�
�	����  ��	  ������4����  �����
�  �
����
���  ���  "
��������  ����6�
2
  

���	�� . ���  �
���6�����  ������
��������	�  �
�	����  �	�
�	��
��6����  

�4�2�������  2��
��4	  !���2
"� . %
4�’ �4����  ���

�
�  4�����  ���
  
��	���
  4 

�	�
�	�������  ����2�����
2
  ������
�����  ,������  4� ���
�  ��  ���
���������  

4����	� . F
�  
���	�	  �"���	������  4���
�
�
���	�  �  �
�
��  ����
��� , 

�
�	�����  �����	�  ���	  �
�������� , �
�	  � ’34
5��  ���������  �  ���	��  

����
2
  � '34
������	��
2
  �"���� . 0	��
��  ��  ������	���  ��4������	  ���	  

������������  �
���������  4 �
4� ’ �4�����	  ���
�
�  �������	�  ��������� . �  

�
�
��  ���
�  
�	���	
  ���
�  �
4� ’ �4����  4�����  ����
������  4�����
���  

��������
2
  ������������  4� ���
�  ��  
��
��  ���
�	�  4������  ��4�	��  

�
���������  ���  �����	�	�	  � ’34
5��
�	�	  ������
���	 , ���  �	�	��3  ����4  

�
�	�����  42	��  ���
�"�
�  �����	�	 . 

�  �
�
��  [269] ���
�	  ��
�
��6��  �	�
�	��
�����	  ����	�	  ��	��
�����  

���  �����	"������  ����������  ����
�����������  � �	2
�
�����  �4 ���������	�  

��
��
�����	�  ����������  �
��
����  �����	�	 , ���  �
���66��  2�����  �������	 , 

��	3�����  �
  �
�����	�  ��������  (�
�����  ������� ), ���  ���	��
2
  ����������  

���������	  ��  �"���	��
2
  �
2�5����  �
�	���� . *�5	�  4 �
��	�	�  5�����  

����������  �
�	������	  �  ���	�  �
����������  3 �	�
�	������  2��
��
��  ��  

� ’34
��������	�  ������
�  («PZT patches») [270]. 

*���6��  ���
�  ��5�  ����
�	  �
  ����������  �
�	������	  �
��������
  �  

�	2����  �����	�  ��  
�
�
�
�  [234, 236]. '��  �  �
�
��  [234] �  4�����  ���	��
2
  

����
4��	���  �
��
4	��	�  �����	�  ��  ������  
��
�	  �	�
�	��
��6����  �������  

��
��
������  ��������	  4 ��� '���6  (shape memory). 
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�  ������  [236] �
������3����  ����
�����  ��6����3��  �����	�� , 8
  �����3  

�  �
�����  ��
  �  �
������  4 �
�
6 . 1����	��  ����	����  �
����	  �
  �����	  

����
����
2
  �
���
����  4 �����	2���� . �����  ���	�	  �
�	����  ��
�����  

�����4�6����  ���  ��������	  ���	��  ��4�	�  ������  �
�	  ��  �
��
������  

����������  ��  �
������  ��������	 . 1
���  �
  �
����  �	����	  4���
�
��3����  

�����
���	
  ��2
�	��  ����
2
  ������
�����  4 "�����
�  ��  
��
��  ���
��  

��
���5	�  ��������� , 8
  �����4�3  ����������  ����������  �������36  �  

����
�
��  �
��  4 �	�
�	�������  ����
��  
�	�	��
2
  ��
��  / 
�	�	��
2
  

�	�
��  (single-input-single-output – SISO) ���  ���5	�  ���	���  ��������  �����	�	  

��	  �����
���  �
�����
2
  ����	��
2
  4���6����� . 

#��4���	�
  �
�
��  [266], �  ���
  
�	����  ��������	���  �
���6�����  ��  

4���
����  ��  FPGA (field-programmable gate array – ��
2����������
  �
��
��
  

����	����
  ����	�� ) �	�����  ������
2
  ����  ���  ���	��
2
  ����������  

�
�	������	  � '34
������	��
�  5������
�  �
��
���
�  ����	  ��	  ��4
����� . 

���  4�	�����  �������
  ��
��  4���
�
��6��  ��2���
���	���
��  ��	�
�	 . �  

����������  [229] 4� �
�
�
2
6  ���
��  ���������� , 4���
���
2
  ��  �	�
�	������  

�������������	�  �
��������
�	�  ��	�
��� , 
�	����  4�	�����  �������
  ��
��
�  

��������	 , 8
  �����3  ������  �����	��  4�2
����	 . /���
�
�
����  ������2��  

�
���������  �����4�3����  ��	  �	�
�	������  ��2���
���	���
�	�  ��	�
��� , 8
  

��6��  ����	��  ���  ��  ��4
�����	�  ����
� . /
����� , 
�	����  ��
������  ����  

��
����
����  ��  ��
�  ���	�
�	�  ��	���
�� , ���������
  ��	4�����	�  ���  

4���
�������  �  ��������� : �
�	  �
�����6��  �	�
�	������  
��
2
  � ���
�  

��2���
���	���
�	�  ��	�
���  ���  
��
����
�  (1D) � ��	�	����
�  (3D) 

�
���������  �
�	���� . ���	����  4���5����  �
�
�	�  �
�	����  1D � 3D �����	�  

�  �����4
��  ����
�  �
  400  �  �	����3����  ����  4��
�����	� . 

���  2������  �
�	����  ��	  4����
��  �	������
��  ������������  �
���  

�	�
�	����	  ����������  �����	 , �	2
�
�����  4� �������  4 ��� '���6  "
��	  (shape 

memory alloys – SMA), ����	���� , 4 NiTi- ������ . %
�
��  [275] ��	�������  

�
����������  �������  NiTi SMA, ���  ��6��  ����5	
  ��
��	
  ������ . 

�
������3����  �
��	�����  �
4�
��	  ��	���
��  ���  4� '��5����  4�	���  ���  



 69 

���2���� . .�  ��	���
�  ���  "�������  �  
��
��
��  �	�
�	��
��6��  �	�	����6  

2������4	��
�  ����2��  NiTi �  ��4�������  �� �����
�����
�  ��������	��	�	 . �  

�
�
��  �	���6����  ��������	��	�	  4�2������  ��  �
����
���  (�
�������
  

��������	�  � ����������	� ) ��
�
���  NiTi ��  ���	�  �	�  �	������	�  

��������	��	�  ��  4����  �	������
2
  ���2���  ��������	 . �  ��
�����
��  

�
���������  �����
����
 , 8
  2���	���  �����	  (���
�	��� ) ��6��  ��
�	8	
  

�"���  ����"��������  ��  �
�	�����  ���  �
��������� . '��
�  �
�	����  �	��
�
�  

��
  �� , 8
 , �
�	  ���������  4��������  ���� , �����	  ��6��  ��  ��	���
�  

�
����
��� . )�  �����	  ���������  4��������  �
�	��  ���	�� , 8
�  �����6���	  

�����
����  �����2
6  "�4
��  ������
����� , �����	  ��6��  ��  ��	���
�  

�
2�	�����  ����2�� . .�  ��4������	  ��6��  ����  �
�	���  ��"
�����6  ���  

�
4�
��	  ����5  �"���	��	�  ����	���	�  ��	���
�� , ���  �
����  �	��	�����	  

������	���  �	�������  ������������ , ����	���� , ���	�	  ���2���� . 

#��4���	�
 , 8
  ���	��
  ��������  ����
��  �
��������� , ��	�������  

��4�
�������
  �	�
����	�  ������4���  (actuators) ���  ���	��
2
  ����������  

�
�	������	  ��  2������  �������
 . �  �
�
��  [276] �
������6����  �	�����  

�
���6����� , �����	"������  ��  
��	��4����  
��
2
  ���
2
  ��	���
6  4 

�����������  ���
�	�  4���	�
� .  

%
4�
���  ������	��
�
2
  �	������
2
  ��
��	4��
��  ��������  ���  2������  �  

����
�	�  �
����������  ��	�������  �
�
��  [244]. )�  ��
�
�	�  
����	
  ���
�	
  

��
��	4��
�  ���  4���
2
  "

��
�
2
  �	�� . 1����������
  ��
��	
  ������  ���  

�	4�������  ����	���	�  ������	��	�  �
4� '�4���  ��  
��	��4����  �
4�
����
2
  

�	������
2
  �
2�	����  �������� , ��	�������
2
  �
  ���
���
�  �	����
�  

�
��������� , ���  ��36  �	�
�
2
  4������� . 

���	������  �
���������  �
�
2
  ��
��	4��
��  ���  �	����
�	�  �	�
�	�  

4���6����  �
������3����  �  �
�
��  [265]. ���  4����	�  4������  ����"��������  � 

���	  �	����	  �	4������  
��	������  �
�"���3��	  �
����
���  ��  ����"��������  

�
2�	���� . 1
��4��
 , 8
  ����3  
��	������  ��������
5����  ��� , ��  �������  ���  

����	��	�  �
2�	����� , �  ��	�  ��
����	������  4�
���3  4� 4����5�����  ���	  

�
2�	���� . ���	������  ��������	 , �
� '�4���  4 
��	�����	�  ����
5�����  ��� , 
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��	��66����  ��  ������
��6����  ���  ����  �
�"���3����  4�2������  ����	��
�  

�	����	 . +"���	������  4���
�
�
���
2
  �
2�	����  
�2
�
�63����  ��  

�
����63����  4 �"���	�����6  ����	��
2
  �
2�	���� . 

���	�  4 ��
����	��5	�  ��������� , ��	������	�  4�	����6  ����4����	�  

��������  �
�	����  �  ���������	�  �
���������� , 3 ��
���������  ��	���
��  

4��	���  ��	  4���������� . �������
 , ��  ��	���� , �
�
�	  [277, 278], �  ��	�  


�	����  ��������	���  �	�����  ���������  4 �	�
�	�������  ������
�  �
2��	  ���  

��2���
���	�  ����"���� , 8
  4�	��6��  ��
������  �������  ��������  ���	����  ���  

���  4���������� . 1����������
  �	��
��  �
���6�����  �������  �������  10-

�
����
�
2
  ���	���  [277].  

(��	��	
  ������	
  ����"��  (AMD) 3 
��	�  4 ��
����5�  ����
  

�	�
�	��
�����	�  ���	��	�  ��	���
��  ��������� . #  [232] 
�	���
  �	��
��  

�
���6�����  �"����  4���� , �	��	���
2
  4��������
� , 10-�
����
�
2
  ���	��� , 

8
  
���8��	
  ���	��	�  ������	�  ����"��
� . ��������  ��4������	  �
��4�6�� , 

8
  4���
�
�
���	
  �  �
�
��  ���
�  �
��  ���	  �
�	��	�  ���  4���5����  

��
�����	�  ������
  �
��������
  4 ���5	�	  �	������	  ��  
��	������  ��  

4���4���	�	  �	�
��  �
������ . 

�
  
�	��  ���	��
2
  �
2�5����  �������
  �  «�������������	� » 

�
���������� , 8
  ��������	4�6����  ���	4��������6  �
����  ���  ��36  4���6����  

����
�	5��
2
  �����
�	8� , �
���  �������	  ����
�	
  ��������  4 �
�
�	  [231]. 

 

1.6. ��!����'  

 

%
�
�	  [21, 82, 150, 168 – 171, 173, 175-177, 218, 226, 228, 298] 

����
������  �
  �	���  �
�������� , ��
�����	�  �  ������  ����	������
�  

�	��������  #
�
���  � . # ., �  ���
  �
4� '�4���  �����  ��  
�������  4�����  ���  

�����
�  �4
��
��
�  ����
����
�  �����	�	  �������
�  �
�8	�	  ���  ��36  
��
2
  

��4�����
2
  �
������
2
  ��  (��
 ) 
��
2
  �
�	��
2
  ������������ . 

���
��	
  4����  �
���  [19, 20, 22 – 54, 59, 84, 87, 104, 155, 166, 167, 172, 

174, 178 – 182, 227, 297] �
42
����
  �����������	
  �  ��
  �	�������
��
  �
�
�� . 



 71 

���  �����	�  �������
�  �
�8	�	  ��
���  �	��  &. 1 . '	�
5����  4 

�	�
�	�������  ��
���  ���
�����	�  4����  �������	��
�  "�4	�	  
��	����  

�
4� '�4����  
������	�  4����  �	������
�  ��
���  �����
���  4 �����	"������  

�������
����	�  ����������� , 8
  ��6��  ��  ����
�����  �����	�	  �
������
  ��
  

�
�	��
  �
  ��  4
���5���  �	��
�	�  �
����
�� . '��
�  �  ������	��
��  �	2����  

�
���
����  �
4� '�4����  4�����  �����	"������  ��	  
��
����
��  ���	��  ��  

�����	�	  ��
�  ��4�����	�  �
������
�  ��  �
�	���
  �	� . 1
��4��
 , 8
  

4���
�
�
����  ���
�	��  �
��  4���
�
�����	��  ��	  ��
�������  

������	��������	�  �
��������  ���������  �
��������
  �  �	2����  ����
����	�  

�����	� , ���  ���������6����  �������
����
 . 

��  
��
��  
��	���	�  �
4� '�4���  ���
�����	�  
������	�  4����  �	�����	  

�����	�  �
4�
�����  ���
�	��  ����������  �������
����	�	  �
�	������	  
���3�  

�
�����
�  �
��	  �����	�	  4� �
�
�
2
6  ��������  �
����
�	�  ����6�	�  

����������� , 8
  �����4�6��  ��
������  ��	�����  ��������� . /���
�
�
����  

���
�	��  �
4�
��3  
��������	  4�����
���  4���	  �  ����  ����6�	�  ���	���  ���  

��4�	�  ���������  ��������	�  ����������� . 

/2�����  �  ���
��  
2����  ���������	  �
�
�	  #
�
���  � . # ., 
������
����  

�����  4��	���  ����	������
�  �	��������  (2004 � .), �
����  �4�2����66�	
  

��������  � �
4��	��6��  ����  

2
  �
��
����
�  �	�������� , �  ���
�  �
4�	��6��  

�����	��  �
���
�	  �
4� '�4����  ���
�����	�  4����  �������	  ��"
�����
2
  

�����
2
  ���� . 

/  ��
�����
2
  
2����  �
���  4�
�	�	  ��������  ��!���'� . 

��  ������5��
  ���  �
��������  ��4��  "
��	  2�
����	��
2
  �
4�
����  

������������  �
  �
������  �����	�	 : 4
��������� , ����
����
  �
4�
������  �
  

���	�  � ���	�	�  
�������  �  �	2����  ���2� , �������� , ����
����	��  ��  ������ , �  

���
�  ������
����
  �
4�
������  ������������  (�  �	2����  �
�
�	�	  �����
���  


�������� ). �
���������
��  ����������  
��	������  �����	�	 . #  ������  ��
���  

�����
���  �	�
��������  �����	"������  �����
�
�  �����
2
  ������������  4� 

���
�  ��  ��4�  �	����	�  ���	� , ���  
��	����  4 ������	��������	�  �
�������� . 

%
4�
����
  ���
�	�� , 8
  �
4�
��3  ����
�����	  �
4�
����  ��  �
�������  
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������������  �����	�	 . %
4�'�4��
  4�����  �����������  �������
����	�	  

�
�	������	  �  
���
  �
���  �����	�	 . 

������
 , 8
 , ��4����6�	  ��  �����  4����5������  �
��������  4 

�����	"������  �������
����	�  �
������	�  ����������� , 8
  ��6��  ��  ����
�����  

�����	�	  �������
�  �
�8	�	 , 3 ���  �	���� , 8
  �	��2�6��  �
����
�
2
  �
42����  

��  ��
������ : 

&���
�	��  �������  ���
�����  �
�������  ���
���  4 �����	"������  �	����	  

�	� , 8
  ������3����  4 �������
�  
��
����
  ��	������	�  ��4�����	�  

����������� , ���  �
����  ����	  ��  �
������
  �
  �����	��
�  �
������  �����	�	 , 

���  � ���  ���	�
�  ��
  �
�	��
  �
  ��� . 

��4����  ��
���������  �
���
�	  4�2����
�  ���
�	�	 , ���  �
4�
��3  

����
�����	  ��4��  
�
��	�
���  �	��  �����
���  �
����
�
�  4
��������
�  ��
  

�
4�
�����
�  ���	 , �
����
�	�  
�
�  (�����	� , � ’ �4�
�����	� , ��  �
2�5������  

�
�	���� ). 

�
�����
  �
4�
�	�	  ���
�	  ����������  ��  �  �
��� , �  ��  ����
  �  �
��������  

4 �
4�����	  �����	�	  ��
8���� , �  ���
�  ���
�	�	  �"���	���  ���
�	�	  2������  

�������
����	�  �
�	����  �
  ���
  �
������  �����	�	 . 

*��
��	
  �������  ����
�	��  ���
�����  ��������4
���
2
  ����
�� , 8
  

�
4�
��3  ��  ��4�  �����	�  �����	�  �
����
 , 
��������	  �
4� '�4���� , ���  

����
��6��  �	�	����6  ����2��  �
�	���� . 

���
���  ����
��  ��4������	 , ��������  �  ���5
��  �
4���� ,
������
���
  �  

������  ���
��  [1-51]. 
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��12	  2  

7���	
�� -���	2��7�2  %���1� , 

����
�����2  �  
����2  

 

 

��	���	
  ��2����	4�6�	
  ��2
�	��  ���������  ( . � . '	�
�
��  ��  

2
  

4���
�������  ���  �
4� '�4����  ���
�����	�  4����  �������	  ��"
�����
2
  

�����
2
  ���� . 

#��
�
 , 8
  �
4� '�4����  ����	�  4����  �������
����
2
  ��"
��������  

�����	�  ���������  �
��������
  �
����  ���	  4������  �
  �
4� '�4����  

����2�����	�  ������� . %
4�'�4����  ����2�����	�  ������� , 
�
��	�
  #
�������  

���5
2
  �
�� , ��
�����5�  3 ���
�����
6  4�����6 . �  ������  ��2����	4�6�
2
  

��2
�	���  �
42������  ��������
�	�����  ���
��	�����  ���
�����
�  4�����  ��  

42�����  �����
2
  "�����
���� . �������
  ��	����  �
4� '�4����  ����
�
�  

���
�����
�  4�����  4 �	�
�	�������  ��2����	4�6�
2
  ��2
�	��� . 1�	�����
  

���2�  �	����6  �	�
��  4������  ���������  ��2����	4���� . 

%
42�����
  �
������  ���
���  ���  �
4� '�4����  �	����  ����2�����	�  

�������  #
�������  ��  
��
��  �	�
�	������  ��2����	4�6�
2
  ��2
�	���  

( . � . '	�
�
��  �  ������
���  4 �4�2������	�	  ��2
�	����	  !������  ��   �����  

���  ��
�
�	�  ����	�� . ��	���
  
�
��	�
���  �	�
�	������  �4�2������	�  

��2
�	����  !������  ��   ����� , �  ���
�  ���  ��2
�	���   �����  �������
  ������  

���������  

2
  �����4���� . 

 

 

2.1. ��� ����  

 

)�  ���
�
 , 4�����  �������
����
2
  ��"
��������  �����	�  ���������  

�
���������  
�	��6����  ����
�	�	  �	"����������	�	  ���������	  �  ����	��	�  

�
����	�  ��
  ��  �	������	  [74, 135]. 1�	  ��  ������	��
��  �
4� '�4����  8
�
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4����
�  ����  t 
��	�  4 ��
����5  �"���	��	�  ���
���  3 �	�
�	������  


������
�
2
  �	������  [7, 77, 78, 86, 95, 98, 103]. �  �	�����  �	�
�	������  

������
�����  ,������  �	"����������	�  ���������  �  ��
��
��  4
�������  

����
����6��  ��2��������  ��������  8
�
  ���������  ������
�����  ,������  s. 

'����
8�  4'����6���� , ��  ����	�
 , �����	  ��	  
������
��  ������
�����  ���  

������	�  "�����
 . #	�
�	������  ��
���	  42
���	  ��	  
��������  
�	2������  

"�����
  ��	�
�	��  �
  �
2
 , 8
  5����	
  �
4� '�4
�  ����������3����  �  �	2����  

���������   ������  (42
���	 ) 

( ) ( ) ( ) tt-t= � dtFFtu
t

2
0

1 , (2.1) 

��	
  ��	  ���
�	�  "�������  ( )tu , ( )tF2  � �����
�
6  "�����36  ( )tF1  3 

������������  ���������  !	�������  I-�	  �	�� . 

'���  ��������  4�������6����  ��	  �
4� '�4����  
������	�  �������
����	�  

4����  �������	  [82, 83, 84, 105, 220], �
�	  4���������  4���	  �  ����  �	�	 , 8
  

4���63  �
�	����� , ( )tz  �����
�� , �  ���
��  �	5�  �� �������  ��
��	 . ����	���� , 

( )tu  – ��  4���	  �  ����  ������8���  ��
  ��"
������  �  �����
  �
���  ��������  

�
��������� , �	��	����  ��36  �	�
6 . !���	��	
  4��	�  ����2�����
2
  ��������  

(2.1): 

( ) ( ) ( )tudztK
t

=ttt-�
0

, (2.2) 

��  "�����6  ( )t-tK  ��	
���
  ��4	���	  ��4�	���	�  ���
�  ����2�����
2
  

�������� . 

%
4�'�4����  ����2�����	�  �������  #
�������  (2.2) ��
�����5�  3 

���
�����
6  4�����6 . �  �
�
���  [12, 66, 108, 116, 117, 126, 137] �
�����
  


�	����  ��
�	  ���
�����
���  4����  �������	��
�  "�4	�	 , �  ���
�  �����  ���
�	  

��  �
4� '�4���� , ����	����  ���	�  ����������"��  #�$	�	�� . 

#��4���	�
 , 8
  ���  �������	���  ������	  (�
��4	 , �
��	�
���  

4���
�������  ���
��  ��2����	4���� , 4����
��� , ���
�
���  ��  �� .) �������
  
�	����  

�  �	�����	�  ������  ���������  %. � . #�$	�	��  ��  

2
  �
����
��	���  [66, 116, 
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126, 137], ��	������	�  �������
  ��
���  ���
�����	�  4����  �������	��
�  "�4	�	 . 

*��
��	
  �
4�	�
�  ���
�  ��2����	4����  '	�
�
��  ������  �  4������  ����
"�4	�	  

[66]. #  ��
  ���  ��2�����
  4'����6����  �������	���  �
�
�	 , �  ��	�  
�	��6����  

�4�2��������  ��  �
�	"������  ���
��  ��2����	4����  '	�
�
��  [235, 256, 280, 281, 

291], �  ���
�  �
������6����  �	�����  �	�
��  ���������  ��2����	4����  [251, 

281]. 

�  ��
  �
�
��  
�	��6����  ��	������  ������	  ������������	�	  ���	�����  

( . � . '	�
�
�� , 
�
��	�
���  

2
  �	�
�	������  ��	  �
4� '�4����  ���
�����	�  

�������
����	�  4����  �������	 , �  ���
�  �	����� , �
� '�4���  4 �	�
�
�  ���������  

��2����	4���� . 

 

 

2.2. �*�!  ��0�"���&�6-�0�  �"0������  

 

1�	  �	�����
��  �
4� '�4����  ���
�����	�  4����  ��
�����
  ���
��	�����	  

�	�����  ����������
�	�����  4�����  ��������
�	����
6 , ���  ��
�  �
4�
���3����  

��2
�	�� , �����4
���	
  ��  +�� . %
42�����
  ��2����	4�6�	
  ��2
�	��  ���  

�
4� '�4����  ����2�����
2
  ��������  #
�������  I-2
  �
�� . 

/��	5��
  ��������  (2.2) �  
�����
���
  "
��� : 

[ ] uzA = ,     ZzÎ ,     Uu Î , (2.3) 

��  Z  � U  – 2�������
��  ��
��
�	 ; A – ����2�����	
  
�����
� , 8
  ����
����3  ����  

( )tK ; )(tzz =  – 5�����  "������ ; )(tuu =  – ����
����3  �����
  ����	��  (2.2). 

&�������
 -��4�	����  ���
��	�����  �	��4�  (2.3) ����3����  4 

�	�
�	�������  ����������	�  "
����  (����	���� , "
����  ���	��  

����	�������� , ���	��  �����"��  ��  �� .).  

#�����
  ��������  �
4������� : tD  – ��
�  �  ���� , � ; T  – ���	�	��  ���
2
  

��
�����  �
���������  tJT D×= , � ; J  – �	��
  ��
���  4� ���
� . 

��
����5  ��
��	�  ���
�
�  �	�����	4���� , 8
  4�������3����  ����
 , ���  

"������  )(tK  3: 
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1) ���
�  ���	�  ����
����	���  (�	� . �	� . 2.1) 

[ ]tiKK i D×= . (2.4) 

tt ti-1 i i+1 i+1ii-1 tt t

y

0

f(t)

t

f
i+1

ii-1 f
f

i+1fifi-1f

t

f(t)

0

y

 

%	���
�  2.1 – ���
�  ���	�  ����
����	���  

 

��  �	� . 2.1 �
��4��
  �������	  2��"���
2
  ����2�������  "������  )(tf  

���
�
�  ���	�  ����
����	��� . 

2) ���
�  ����	�  ����
����	���  (�	� . �	� . 2.2) 

[ ]tiKK i D×+= )1( . (2.5) 

f
fi-1 i
i+1

f

i+1ii-1 tt t

y

0

f(t)

t t

f(t)

0

y

tt ti-1 i i+1

f
i+1

ii-1 f
f

 

%	���
�  2.2 – ���
�  ����	�  ����
����	���  

 

%	� . 2.2 ���
�����3  2��"����  ����2�������  "������  )(tf  ���
�
�  ����	�  

����
����	��� . 1�	  �
��������  �	� . 2.1 � �	� . 2.2 �	��
 , 8
  �	�
����  
����
��  

��4������	 , �����	  ���  ���
��  ����	�  ����
����	���  �
�	  4��8���  ��  tD  

�����
 , �4�
��  
��  ���� .  

.�  ���  ���
�	  ��������  �
  ���
���  ���5
2
  �
����� . ��������  ���
�	  

����
����  �
  ���
���  ���2
2
  �
����� , � �
�	  ��6��  ����5  �	�
��  �
������ . 

3) ���
�  ��������  ����
����	���  (�	� . �	� . 2.3) 
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[ ]tiKK i D×+= )5.0( . (2.6) 

9
�����  ����2�������  ��  
��
��  ���
��  ��������  ����
����	���  

��4	��6��  ����������
6  "
����
6  ����
���� . ��  �	� . 2.3 �
��4��
  2��"����  

����2�������  �
�����
�  "������  )(tf . 

f
fi-1 i
i+1

f

t0

y

tt ti-1 i i+1i+1ii-1 tt t

y

0

f(t)

t

f(t)
f

i+1
ii-1 f
f

 

%	���
�  2.3 – ���
�  ��������  ����
����	���  ("
�����  ����
���� ) 

 

4) ���
�  �������
  ���  
�	�	��
2
  ���������  (�
����	
  �
  ���
��  

��������  ����
����	��� , �	� . �	� . 2.3) 

[ ] [ ]
2

)1( tiKtiK
K i

D×++D×
= , (2.7) 

f
fi-1 i
i+1

f

f(t)f(t)

f
i+1

ii-1 f
f

i+1ii-1 tt t

y

0 tt0

y

tt ti-1 i i+1
 

%	���
�  2.4 – ���
�  �������
  

 

5) ���
�  �������
  ���  �
���
�
2
  ���������  (����
2���	
  �
�������
�� ) 

[ ] [ ]
2

)1()1( tiKtiK
K i

D×++D×-
= . (2.8) 

��  �	� . 2.5 ���  4����
���  �
��������  ��  
��
��  2��"���  �������
  


��
����
  ���
�  ��������  ����
����	���  � �������
 . #	��
 , 8
  ��4������	 , �
�  
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� ��	4��� , ���  ��  4��2�6���� . #	�
��  �����������	�  ����
����	���  ��������  

�
�����	��  �
���������
2
  ��������� , ��  �������  ���  ���
��  �������
 , ��  

��������  �������  ��	"���	���  4�������  ��  ��������� . ���  ����	�  "�����
 , 8
  


��	�66�� , ��
  ���
�  4���4����3  ���8�  ��4������	 . 

#�����
 , 8
  ���  ��������  �����	  ��
��
���5�  �����������  "
����	 . 

����	����  
��	������  �	4�����	�  ����2�����  ��  ��
2
���  �
���  �	�����  ��  


�	���
  �  ���	��
  �����
���  �������	���  4 �	8
�  �������	�	 , ����	����  [63], 

���  ��  �������
  
�����  �
�	�
�  �	�  ��  ��5	�  ���
���  ���  ����
����  

����������	�  "
����  ��6�
�� –!
����  ��   ��2
�� . #��
�
 , 8
  4����
  

�����4��3����  �
������  ���
���  ���5
2
  � ���2
2
  �
����� . 

�����
  �	����6��  ���
�  �����
�  ("
�����  &����
�� ), 8
  ��3  ����5�  

�	�
��  �
������  � ����
�	����  �
  ���
���  �������
2
  �
����� . �����  "
�����  

&����
��  �"���	���  ���  �
�
�
��	�  "�����
 , �  ����  ����2�����	�  ������� , ��  

����	�
 , ��������  �
  
��	�66�	� . '
��  �	�
�	����	  "
�����  &����
��  4 

���	�	�  ��
�
�  ��  �
��� , �  �4 �����	�  ��  �
�����
 . 

 

f
fi-1 i
i+1

f

f(t)

i+1ii-1 tt t

y

0 t
 

%	���
�  2.5 – 1
��������  ���
��  ��������  ����
����	���  � �������
  

 

�  �	�����  �	�����	4����  �	��4�  (2.2) ���
�
�  ���	�  ����
����	���  4 

����
����
6  ����
6  ( tD=Dt  ) �
���  4��	���	 : 

( ) [ ] ( )�
=

D×D×-D=D×=
j

i
j tiztijKttjuu

1

)( . (2.8) 
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�����  �  �	�����  �	�
����	�  ����  0)0( =K  2
�
���  ���2
����  ����
����
�  

����	��  ����  ����	�	  �������	  �����  ���6 , � �
������5�  4���
�
�����	  ���
�  

����	�  ����
����	���  

( ) [ ] ( )�
=

D×D×+-D=D×=
j

i
j tiztijKttjuu

1

)1( , (2.9) 

��	�
��  ��
������  �
������  �	�����	4����  �
��2�3����  4� �
�
�
2
6  

4���5����  ��
�� . 

�  �	�����  �	�����	4����  �	��4�  (2.2) ���
�
�  ��������  ����
����	���  4 

����
����
6  ����
6  �
���  4��	���	 : 

( ) [ ] ( )�
=

D×D×+-D=D×=
j

i
j tiztijKttjuu

1

)5.0( . (2.10) 

#��4���	�
 , 8
  "
�����  (2.10) ��3  ����5  �	�
��  �
������  � ��  ��3  5����
2
  

4�������  
��������
�  ��	�
�  ��  tD×5.0 . 

�����
  �	���	�
 , ��8
  "������  ������  �  ���
  ��  �	���
  �������  ��  

�
����  ���	  ������	��
  ��
����2�
���� , �
  ���8�  4���
�
�����	  �	�����	4���6  

�4 �����
�	�  ����2��������  ����  �	�� : 

( ) ( )� �
=

D

D-

tt-D×D×=D×=
j

i

ti

ti
j dtjKtiztjuu

1 )1(

)(  (2.11)

����	���� , ���  "������  �	��  )sin()( ttK ×w×W=  ��  
��
��  (2.8) �
���  

4��	���	 : 

( ) ( )tijtiztu
j

i
j D×-wD××W×D= �

=

)(sin
1

; (2.12)

�  ��  
��
��  (2.11): 

( ) ( ) ( )2sin)(sin2
1

ttijtizu
j

i
j

D×wD×-wD××
w
W

×= �
=

. (2.13)

���������	  
�
��
�	  ���  
�����
��
2
  ��������  (2.3) 3 �	�����  ����
�	�  

��2�������	�  �������  (&,(% ), ���  4��	����  �  ����	��
��  �	2���� : 

uAz = . (2.14)
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��  A  – ����	�� , 8
  ����
����3  ����2�����
��  
�����
�
��  A, �������	  ��
�  

�
����  ���	  4��
����  ����
����
  �
  4�����
���  [ ]tjiKa ji D-= )(, ; tD  – ��
�  

�	�����	4����  4� ���
� ; z – ����
� , 8
  ����
����3  �����
��
  "������  ( )tz ; u  – 

����
� , 8
  ����
����3  �����
  ����	��  ( )tu , �������	  ��
2
  �	4����6����  ��  

)( tiuui D×= . 

#��4���	�
 , 8
  �  �	�����  �	�����	4����  ����2�����
2
  
�����
��  A, ��	
  

����
����3  ����  ),( ttK , ���������  �	�	���  ���  �
�	
  
�����
�  hA , ��	
  

����
����3  ),( ttKh , ���	
 , 8
  42���
  ( . � . '	�
�
�� , d®
£- hAA

LWh
2

1
2

, ��  dh  

– ���  4����  �
�	���  �	�����	4���� . '
��  8
  0®dh , ���  ��
��
�	  �  

����	��
��  ��������
5����  (2.14) � ����4�  ������  ������  h  ����  
������	�� . 

#  �	�����  ���	�
����
2
  ����  ��  �
���  
���
����
�  ����	��  A , �  ���
�  

�
��	�
���  
��	������  
������
�  ����	��  ÆÌ- 1A , �
���  
������	  

�������	
  �	��4  ���  5����
2
  ����
�� : 

uAz 1-= . (2.15)

)�8
  4������  �
��
2
  4�������  ,zAu ×=  ���  ���
�
  ����	����  4�������  

du  ���� , 8
  d£-d uu , ��  0>d  – �
�	���  4�������  ����
�  ����	�	  ��������  

(�	����	�  ���	� ), �
  [ ]TLU ,02= . /  "�4	��	�  ���������  �
���  ������	 , 8
  

�
���  �
4� '�4����  z, ���  ����
����3  u , 3 ����������  "������ , ���  ��
��  ��6�	  

��3  �
����� , ����2�
����  ��  [ ]T,0  4 �������
� . '
��  ��	�
��
  �
�����	  

[ ]TWZ ,01
2= . #  
�	����
  �
����
���  ���  ������	
�����  �

�����  (2.3) 

42����������	
  "�����
���  ( . � . '	�
�
��  ��3  �	2��� : 

[ ] 22
1
22 WL

zuAzzM a+-=a . (2.16)

��  0>a  – ��������  ��2����	4���� . 

#  �
42
����
��  �	2����  (2.16) �
���  4��	���	  ��� : 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]{ }�� � +a+
�
�
�

�

�
�
�

�
-ttt-=a

TT t

dttztzdttudztKzM
0

22

0

2

0

  ' . (2.17)
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%
4�'�4����  ���
�����
�  4�����  4�
�	����  �
  ���5������  ��������  

42����������
2
  "�����
����  [ ]za

Î
M inf

 Z z
, ��
  

2
  �	������
2
  

[ ]za

Î
M̂ inf

 Z z
����
2� . �	�����	4���6  ��
��
���5�  4��
��6���	  ��  
��
��  

��������
 -��4�	���
�  ���
��	�����  4 ����
����	�  ��  
����
�	�  ��
�
�  ���
�  

JTt /=tD=D  ��  �����4��  [ ]T,0 . 1�	  �����4����  
��	�����  ��  +��  �
���������  

�
��4��	 , 8
  4��
������  ��4������	  ��6��  �����  ���  ��	  100³J . /����5����  

�����
���  ��
���  �  ����  ���	�	��3  4���5����  tD , 8
  ���  ����  �����  

��2����	4�6��  ��6 , ��  �
��4��
 , ����	���� , �  [12]. /�����  ����	8����  

�����
���  ��
���  �	��	��3  ����5�  �	����	  ��5	��
2
  ���� . 1�	  ��
�������  


��	��6�����	�  ������	������ , ���
  �����
����
 , 8
  ��	  �
4� '�4����  ����
�	�  

4����  2����  ���
��  ��4������	  ���	  �
��2����  ��	  500=J . 

'����  �	�
� , 42���
  ��2����	4�6�
2
  ��2
�	���  '	�
�
��  �
4� '�4����  

����2�����
2
  ��������  #
�������  (2.2) �����������
  �
4� '�4���6  

��2����	4
���
�  �	����	  ����
�	�  ������� : 

uAzCAA TT =a+ )( . (2.18)

��  TA  – ������
�
����  �
  A  ����	�� , C  – �	����	���  ���
����2
������  

( )JJ ´  ����	�� , ���  ��3  �	�  

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

D+D-

D-D+

D+D-

D-D+D-

D-D+

=

22

22

22

222

22

/11/1000

/1/21000

00/21/10

00/1/21/1

000/1/11

tt

tt

tt

ttt

tt

�

�

������

�

�

�

C . (2.19)

%
4�'�4
�  �	����	  (2.18) �
���  4��	���	  �  ���
��  �	2���� : 

uACAAz TT 1)( -a+= . (2.20)

#  ������  ���������  ( . � . '	�
�
��  � 

2
  �
����
��	���  �
��4��
 , 8
  �  

42����������
��  "�����
����  (2.16), �  4�����
���  ���  ����
��
�  ��"
������  ��  

�	�
2  �
  2����
���  "������ , �
����  �	�
�	��
�����	��  ��4��  "�����
������  
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 �������
��  ��
��
�	 . ����	���� , ��8
  4������  ��
��
��  &
�
�3��  1
2W  ���  ( )tz  

�����	  2L , �
  �	�  �	��4��  (2.18), (2.20) ��  4���	���� , �  4���	����  �����	  �	�  

����	�� : C – �
��  �����  
�	�	��
6 . 

 

 

2.3. �����  �����	
��  �	��
��������  

 

1���
6  ���������6  ���  ����  �
��������  3 
��	�����	
  �	���  ���������  

��2����	4���� . %
42�����
  �	�����  �	�
��  ���������  ��2����	4����  a  ��	  

�
4� '�4����  �������  #
�������  I-2
  �
��  4 �	�
�	�������  ��2����	4�6�
2
  

��2
�	���  '	�
�
�� , �����4
���
2
  ��  +�� . 

!���	��	�	  ��  ��
����5  4����	�	  ���
���	  �	�
��  ���������  

��2����	4����  a  ���  ����5
���  
������	�  4����  3 ���
�	  ������4����  4� a  

"�����
�����  ��� '����  �	�� : 

C
zz -a . (2.21)

2

2Lz uzA -a . (2.22)

��  z – �
��	
  �
4� '�4
� , az  – ����	���	
 , 
��	���	
  4 �	�
�	�������  

��2����	4�6�
2
  ��2
�	���  '	�
�
��  ��	  ��4�	�  a . 

#�����
 , 8
  ��������  ��  ������4����  "�����
����  (2.21) �
��	��  �����	  

�  ����	�  �	������ , ����	���� , �  ����
�	�  4������ , ��	  ���	�
���  ��  �� ., �
�	  

���
�	
  �
��	
  �
4� '�4
�  ��
  

2
  
����	 . #���
����
  �  ����5
���  �	������  

��
�����
  �	�
�	��
�����	  "�����
����  �	��  (2.22). 1�	�
��  4�����
  ���  

�
������	�  4���� , ��
��  �
�
�	����  5����	  2�
������  ���������	 , ��
��  

�
������  – �
��  4����
  ���  ����5  ����
2
  �	�
��  ���������  ��2����	4����  

��
�	�	  �
����
��  "�����
���	 , �	�
�	��
��6�	  ��4��  ����
���  ��"
�����6  

��
  5�����  "�����6  (
��������  ���	�	�	  ��  �� .). 

�����
  �
42�����
  ���	�  ���������  ��2����	4����  ��	  �
4� '�4����  

���
�����	�  4����  �������	 , 8
  4�
������  �
  ����2�����	�  �������  #
������� . 
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1�	  0=a  �4 4�����
���  (2.20) �
���  
������	  ��������  ��������
5���� : 

uAzAA TT =)( , (2.23)

���  ��	  ��
�
�����  ����
���  � ���
���  ��  TA  4��2�3����  4� ��������
5�����  

(2.3); 
����  ��������
5����  (2.23) ���
�  ��3  ����� , 
������	  ��
��  ���
��	�
  

4��
�	  1-A , ���  ���3����  ��	��	4�
  
��	��	�	  1)( -AA T . 

/�  ��������
5����  (2.20) �	��
 , 8
  �	�  ���5�  4�������  ���������  

��2����	4����  a , �	�  ���5�  ���
������  ��
�	����  �  �	�����  ��������  (2.2), 

�
��
  ��	  ����	�  4��������  "�����
�����  �����
  ����	  �
  �
��	�
���  ���5�  

4�������  ���������  ��2����	4���� . �����  ��	  ����  ���	�  4��������  a  

42����������	
  "�����
���  '	�
�
��  ����  ���	  ����  �����	
  �������4�6�	
  

�"���  � ��	  ��4����	�  4���6������  ����
�  ����	�	  ����2�����
2
  ��������  

�
4� '�4����  ����  �����
�	� . 

'��
�  ���4���	�
 , 8
  �  (2.18) ��������  ��2����	4����  ��
�	����  ��  

����	�6  C, �������	  ��
�  ��
�
���
��  2/1 tD , �
��
  ����	��  C �
��  

�������	��  4 �
�	��  ���	�	�  �	���  (�  �
42�����
��  �	���  ��	�����  ��  

���	�	�	  �
�����  109 1010 ¸ ), �
��  8
  ��	  �
���������  ��������	�  ��
����� , 

�
  ��	�  ����
�	����  �������
�����  (�	�
�
5�	������ ) ��"
��������  �����	�  

���������  �
��������� , �����4�6����  ����  �
�
���  ��
����	  ����  4 �
������
  

���	�	�  �	��
�  ��
���  �	�����	4���� . �  4� '�4��  �4 �	�  ���  ���
��
���	�  

����	��  AAT  ��  C, �
�
�	����  �	�
�	����	  �
�	��  ����  ���	�	�	  ���������  

��2����	4����  ( 2010-<a  ). 

'
��  8
  42����������	
  "�����
���  '	�
�
��  �
�����
  ��
�	�	  �����	  

���  ��4�
4����	�  
�����
��	�  �������  (2.3), �
42�����
  �������	  �����
��  �
  

��4�
4����
�  4����� : 

1) �  �	����	�  ���������  ��
��
�
��  �

��	���	  ����
������  �
  �
��	�	  

��
  5	�	�	  �����	�	 , �  ���  ���	����  ��  ��
  ��  ��������  � ��
�	����  ��  

����������  5�	������  (��	��  4����  ��
  �	2	�� ), �
��
  4�����  ����  ���	����  ��  

���  ��
��2�  ��	��  �4�
��  �����	�	 . ����	���� : 
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)1( 2n-r
=

E
ltl , (2.24)

2) 1����  �	�����	4���36  ���  �	�	��3����  ��  �  �������� , �  �  �������  

��
����5
2
  ����
��  (4� ���5
6  2���
���
6 ). '��
�  �  42����������
��  

"�����
����  ����  ��	  5�����
  "������  (�����������6 ) ���	����  ��  �������  

����	��
�  �
����
���  ��������
�  �	����	  �  �
����������
  �
���  �����	�	 . ���  


�	���
2
  �	���  ��	�����  �  �	�����  �	�
�	������  4�4�����
2
  ��������  

��4�
4���6�����  210-=a opt . 

3) #��  �
4�����  ���	�	�	  ��������  ��  
�	�	���  �
4�����  �
�"���3��	 . /  

�
2����  ������4����  
��	�����  – ��  ��
5�	�5	
  � ��
��	
  ���
� , ���  ���  

��	�
�	��  �
  ����  �������	�  ���	�	�  ���������  ��2����	4����  2010-<a . 

#�����
 , 8
  ��������  ����  �
4������	  ���	  �	�
����  ����
����
  �
  ��
2
  

��������  �����
��  �
  ��4�
4����
�  4����� . ���  ��
2
  �	�����  �
��	��  

�
����
��  �
��������  ����	��  4 ���
6  ��	�������  ��  ���������  �
  ���	�	�  

�
�����  101¸ , �  ���
��  �	�����  [ ]10;001.0Îa . 

#��4���	�
 , 8
  �  �	�����  �
4����
2
  
�����
��
2
  ��������  �  
������	�  

�������
����	�  4������  �������	  ��"
�����
2
  �����
2
  ����  �
���  

�	�
�	����	  �
�	"��
���	
  42����������	
  "�����
���  �	�� : 

[ ] [ ]222
min

22*2

222
)(

LLstL
zzcuAzzM ¢+×w×a+-=a�

, (2.25)

��  *a  – ��4�
4����	
  ��������  ��2����	4����  �  �
4�����
  4����� ; stc  – ����	���  

�
��������  �	����	  �  �
����������
  �
��� ; minw  – ����������  ������  ���2
��  

����
��  �
�	����  �����	�	 .  

���  
�	���
2
  ����  ��	�����  ��������  ��2����	4����  ����  5* 10-=a opt , ���  

�
���������  �
��4��	 , 8
  ��4������	  �
4� ’ �4����  
������
�  4�����  ��  

�����4��6����  �  4�����
���  ���  �
2
 , ���  ��	
  "�����
����  (�
4����
2
  �	  

��4�
4����
2
 ) �	�
��������  ������4���� . '
��
  4���63����  �	5�  ���	�	��  

���������  ��2����	4���� . 
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2.4. �������  ��	
 ' �	����  �
�������  �����������  	�����  ���  

�������������
���  ��������  

 

%
42�����
  �������
  �	��
��  �
4� '�4����  
������
�  ���
�����
�  4�����  

���  ����
����
�  5������
  
�����
�  �����	�	  �������
�  �
�8	�	 , ����
2���
�  

�	�������
  �  [169]. �������	  ���  ����  
�	���	
  
��	��6�����	
  ������	����  4 

�
4� '�4����  
������
�  4����� , �
 , ��  �������  ���  ������	�  ������	��������	�  

�
�������� , �
���  4���������  4���6�����
�  �	�	  ����  ���
�� . #���
����
  ���  

���
�  ����
�
�  4�����  4'����3����  �
����
��  �
��	�����  
����	  �
��
���  

�����	"������  4
���5��
2
  ������������  ��	  ��4�	�  4��������  ���������  

��2����	4���� . 

1�	  �����	"������  �����
�
2
  �������
����
2
  ������������  ( )tP , 8
  ��3  

��  �����	�� , ��	  ���
�	�  4�����  ��
2	��  ( )tw  �  �����
  �
���  �����	�	 , 

�	��	���	�	  ��36  �	�
6 , ��
�����
  �
4� '�4����	  ����2������  ��������  

#
������  I-2
  �
��  

( ) ( ) ( )twdPtK
t

=ttt-�
0

, (2.26)

��  ( )tK  – 

2
  ���
 , ���  �	4����3����  ��  ��4�  ������	��
2
  ��
  �	�����
 -

������	��
2
  �
4� '�4����  ����
�  4�����  (�
��
  �	����	  �	"����������	�  

�������  �  ����	��	�  �
����	� ). )�  �
��4��
  �  [82, 84, 169] ���
  ( )tK  ���  

����
����	�  �����	�  ��3  �������	
  �	2��� : 

)(sin)(
1 1

2

1

ttK jkn
k n j

jkn w×W= � � �
¥

=

¥

= =

. (2.27)

1�	  �
4� '�4����  
������
�  ���
�����
�  4�����  ���  ��	
���	
  �������	
  

�
���
�  ��
�������  
��	��6�����
2
  ������	����� : 

G 1
�������
  4������
��  4���6������  ������������  ( )tP  (�����	��  

�	���
��	  ����
�  ��������	 ). 

G /�  ��������
5����  (2.26) �	4�����	��  4�������  ��
2	��  ( )tw  ��	  ���  

4����
2
  ������������ . 
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G /������  �
��	�  4������  ( )tw  ��  �	����	�  ���	�  ���  
������
�  4�����  

4������	��  ����	����  4�������  ( )twd . /���6�����  4 ������  ����������  5���  

%10=d  4��
��6���
��  4� 4��������6 : 

( ) ( ) )(max tRndwtwtw ×d×+=d , (2.28)

��  maxw  – ����	������  4�������  ��
2	��  �����	�	  ��	  ���  ������������  ( )tP , 

)(tRnd  – �	����
��  �	���  �  �����4
��  [-1;1]. 

G %�������  (2.26) �
4� '�4����
��  ��	  �
��
  4�����
  "������  ( )tw  ��  

4������
   �����
  ����	��  ( )twd . 

G #	�
�������  �	���  
��	�����
2
  ���������  ��2����	4���� . 

G /��
��6������  
�����  �
��
���  �����	"������  ��	  4����
��  

������������  ( )tP . 

1�	  �
4��������  �����	���  ��
8	��  �����	�	  4��2�����  �4 ��
8	�
6  

xOy ������
�
�  �	����	  �

��	��� . %
4������	  �	�
�����	��  ��	  �������	�  

4�������� : r =7890 �2 /� 3; n=0.3; E=2.07×1011 1� ; h=0.04 � ; l=0.6 � , m=0.4 � . 

0	��
  ������  �  ����
����	�  �
���
�	�  �����  9�� '3 – 50́ 50. 

!

��	���	  �
��	  ��	��������  4���6�����
2
  ������������ : x0=0.4 � , 

y0=0.3 � ; �

��	���	  �
��	 , 4�������  ��
2	��  �  ���
  �	�
�	��
�����	��  ��	  

�
4� '�4����  
������
�  4����� : xs=0.25 � , ys=0.1 � . 

��  �	� . 2.6 �
��4��
  4���	  �  ����  ��
2	��  ( ) ( )twtws = , 4��
���
2
  �  

��4�������  �
4� '�4����  ����
�  4�����  – �
���  4�������  ����
�  ����	�	  ��������  

(�	���  ��	�� ) � ( )twd  – ���
��
  4�����  4�������  ����
�  ����	�	 , 8
  

�	�
�	��
�����	��  ��  �	�����  ����  ���  �
4� '�4����  
������
�  4�����  (�
���  

��	�� ). 

#��4���	�
 , 8
  ��4�����	�  �
��	�  4��������  ��
2	��  ����
����3  2�����  

��	�� , �  4�5�����	�  4�����������  – 4������  (�	���
  
��	�66�� ). '��	�  

�	�
�  4���6�����  �	����	�  ���	�  4����
  �
2��5�3  ���
�����  �
4� ’ �4����  ��  

����	�63  «���
��������� » �
�������
�  4����� . 
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0.000009

0.000005

w sj

w dj

0.0080 tj

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007
6 10 6

4 10 6

2 10 6

0

2 10 6

4 10 6

6 10 6

8 10 6

1 10 5

 

%	���
�  2.6 – #	�����  ����  ���  
������
�  4�����  

 

�����
��  4���6������  ������������  ( )tP  �	4�����
��  4 �	��4�  (2.20). 

)�8
  �	�	���	  ����	�6 , 8
  ��
�	����  ��  ����
� , ��	
  ����
����3  5����
��  

�����������6  �  ��2����	4
����
  �	�����  ����
�	�  ������� , �
  �	��
 , 8
  �
��  

��3  ���  �
����	  )( CAA ×a+T . ������
 , 8
  �������	  ����	��  C×a , ���  �������  

��������  ��2����	4����  ��  �
�	���  �����	8����	  ��
  ���	  4����
  ���5�  

���������  ����	��  )( AA T . ���  ��
2
  �
4������
�
2
  �	�����  ����	������  

4�������  ���������  ����	��  )( AA T  ���	  �
�����  18102 -× , ����������  4�������  

���  �4��	�  �
  �
���6  ���������  ��3�  ����	��  )( AA T  ���	  �
�����  28105 -× . 

����	������  4�������  ���������  ����	��  C  ���  �
���������
2
  ��
�����  ����  

�
����6���
  910813.7)max( ×=C  ��
  �
�����  1010 . ���� , ���  
�	���
2
  

�	�����  ��������  ��2����	4����  a  �
�	���  ���	  4�������  ��	��	4�
  �  

�����4
��  ���  27918 101010 --- =×  �
  37928 101010 --- =× , �
45	���
��  ��  210+ . �  

���	
  ��
���  �  ��
  �
�
��  ���	�	��  ���������  ��2����	4����  �
������������  �  
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�����4
��  [ ]2535 10;10 --Îa . #�����
 , 8
  ��  ����	�  4 �������	�  �	������  ���  

4����
���  �����4�  �
��4��	
  ��  ����  �����4
� , �  �����	  

2
  ����	�� . 

1�	�
�� , ��	  �
4� '�4����  ����
�
�  4�����  �
���  �	��
 , 8
  ��	  4��������  

2510-=a  ����	���	
  �
4� '�4
�  ���  ���
������
  �
��	� , �  ����	������  

���������  ����  �	���
  4��	���
6  (�	� . �	� . 2.7), ��  �	���
  ��	��
  ����
����3  

�
���  �	��  ( )tP , �  �
���
  – �����	"��
���� . .�  
���
����
  �	� , 8
  �
���
�  

C×a  �����	8�3  ����	�6  )( AA T , 8
  ����	��  ����  ����2�����
2
  �������� . 1�	  

����  2510->a  �	������  8�  2��5�  � 4��
���	
  ����	���	
  �
4� '�4
�  ������3  

�������� . 

 

12000

2000

P1j

Pdj

0.0080 tj

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007
2000

0

2000

4000
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8000
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1.2 104

 

%	���
�   2.7 – /���6������  ������������  (�	����� ) ��  ��	��	4�
  �	4������  

 

���  �	�
��  
��	�����	�  4������  ���������  ��2����	4����  a  ��	  

�
4� '�4����  ��2����	4
���
�  �	����	  ����
�	�  �������  (2.20) �
���������	��  

������  "�����
����� , 2��"����  4�����
���  ��	�  ��������  �	��� . #�����
 , 8
  ��  

����  �	�  2��"����  4�������  ���������  ��2����	4����  ���  ��
��
���  ����������  

�4�
��  
��  ����	�  �  �
2��	"�����
  5���� . 
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��  �	� . 2.8 �
��4��
  "�����
���	  �	��  ��� '�4�	 , ��  
��
��  ��	�  

��
�����5�  �	�	��3����  ��������  ��2����	4���� : 
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.
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�  

�  – ���  4�����
�  ����
�  ����	�	 ; �  – ���  �
��
  4����
�  ����
�  ����	�	  

 

%	���
�   2.8 – #	�  "�����
�����  �	��  ��� '�4�	  
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�  �	�����  ���
��
  4����
�  ����
�  ����	�	  ����2�����
2
  ��������  ( )twd  

"�����
���  ��� '�4�	  �
���  4��	���	  �  �	2���� : 
2

2l
d

a -× wPA  (�	� . 2.8, � ); �  

����
��
  4�����  ��3�
  �	�  ��
2
  "�����
����  ���  ��4�����
�  ����
�  ����	�	  

( )tw  – 
2

2l
wPA -× a  (�	� . 2.8, � ). 

#�����
 , 8
  4�������  "�����
����  ��� '�4�	  ���  �
��
  4����
�  ����
�  

����	�	  �
�	���  ��������	  �
  ���� . ��  �	� . 2.8, �  �	��
 , 8
  ��	  2710-<a , 

4�������  "�����
����  �����	��
  ����	��6����  �
  ���� . ����� , �  �	�����  

���
��
  4����
�  (4�����
� ) ����
�  ����	�	  4�������  "�����
����  �
�	���  

��������	  ��  �
  ���� , �  �
  ����
�  ���
�  �
������	 , ��
�
���
�
�  ����6  5���  

d. )�  ����	�
 , �  ����  ������	�  4������  ��	�����  �
�	��	  �	���� , �
�	����� , 

������
�����  ��  �� ., �  ��
��  �	�����  ��
�����
  5����	  ��  2�
�����	
 , �  

�
�����	
  ���������  "�����
���� . ��  �	� . 2.8, �  �
���  �	���	�	  �����4
�  

�	�
��  ���������  ��2����	4����  [ ]2631 10;10 --Îa . 

���  4���5����  ��
2
  �����4
��  ��
�����
  �
42�����	  �
����
��  

"�����
���	 , �	�
�	��
��6�	  ��4��  ����
���  ��"
�����6 . ����	���� , 

"�����
���  «������
2
  ������������ », ��	
  �
���  ���������	  ��  �������6  

��������  ����2��  (��������  �
�
�	  4���6�����
2
  ������������ ) – 
2

2l

ap  

(�	� . 2.9, a). ��  �	� . 2.9, �  2��"���
  �
��4��	
  ��
  ��  "�����
��� , �����	  ���  

4����
���  �����4�  4�������  �4�
��  ����  
��	���  ���
�  ����������  �  

�
2��	"�����
  5���� . 

#��4���	�
 , 8
  ��
������  ������8����  �����	�	  ������  �	��	����  

���������
6 , ���  ��  ����
�
6  �	�
6 , �  
��� , �  �
���������
��  ���  ���������  

��2����	4����  �����4
��  [ ]2628 10;10 --Îa . 

.�����  ��
������  �
���  
������	 , ��8
  �����	  
��������  ��  

����	�����  
��	����
2
  4� �����	"��
���
6  �	�
6  ��
2	��  ���  �	����
2
 : 
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Cd
a -× wPA  (�	� . 2.10). %
42����6�	  ��
  "�����
���  �  ������
���  4 

�
��������	  (�	� . 2.8– �	� . 2.9), �
���  ��	����	�	 , 8
  2710-=aopt . 
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�  

�  – 4�������  �4�
��  
��  
��	���  ����������  �  4�	��
��
  5���� ; 

�  – 4�������  �4�
��  
��  
��	���  ����������  �  �
2��	"�����
  5����  

%	���
�  2.9 – #	�  "�����
����  «������
2
  ������������ » 
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%	���
�  2.10 – �
  �	�
��  ���������  ��2����	4����  

 

'��
� , �
�	  3 �
��	�����  �	�
�	����	  �
����
��  ����
���  ��"
�����6  

��
  «2�������� » ������������ , 8
  �����	"���3���� , �
���  �
���������	  

�
����
��  "�����
���	  «2����
��� »: 
2

2

)(
l

¢aP  – �	� . 2.11, �  ��  
C

)( ¢aP  – 

(�	� . 2.11, � ). #	���6�	  "�����
���	  ��  (�	� . 2.11), �
���  ���
�  �	���	�	  

[ ]2628 10;10 --Îa  ��  
�
��	�
  2710-=a . 

�  ����
�	�  4������ , �  ���
�  ��	  ��
�������  ������	��������	�  

�
����������  4 �
��
  ���
�	�	  ���������	�	  �������������	  4'����3����  

�
��	�����  
���	�	  �
������  �
4� '�4����  
������
�  4�����  (����
���  �
�	���  

�����	"������  ������������ ) 42���
  �������
�  4�����
��� : 

[ ]

1

1

0

0

)(

)()(

L

L
t

t

id

dttP

dttPtP

P

PP -
»

-

=d

aa

�

�
. (2.29)

 ��"��  «����
��
�  �
�	��	  �����	"������  ������������ » �
��4��	
  ��  

�	� . 2.12. 
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�  

�  – "�����
���  «2����
��� » �  ����	��  2l ; 

�  – "�����
���  «2����
��� » �  ����	��  C 

%	���
�  2.11 – #��	�  ���������  ��2����	4����  ��  2��������  ������������ , 

8
  �����	"���3���� . 

 

��  �	� . 2.12 ���
  �	��
 , 8
  ���  �
42�����
2
  ��	�����  �
4�������  

��
���8�  ��4������	  �
4� '�4����  
������
�  ���
�����
�  4�����  
��	����  ��	  



 94 

4��������  ���������  ��2����	4����  2710-=aopt  (��  � ����������
��  ����5� , 4 

�����4�  "�����
����� , ���  ������������  ��  �	� . 2.8 – �	� . 2.11). 

9�����
���  �	��  
22

22 ll
PPP -a  ��  �	� . 2.13 ��3  8�  4�����5�  

�	�����	
  ���������  ��	  2710-=aopt . 
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��  �	� . 2.14 – �	� . 2.17 �
��4��
  2��"��	  �����	"��
���
2
  4
���5��
2
  

������������  ��	  ��4�	�  4��������  ���������  ��2����	4����  – �
���  ��	��  ��  

����
��  ������������  – �����	��  �	���
��	  (�
����  ��	�� ). 
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�  2.17 – /����  �����	"��
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��  �	� . 2.14 (��������  ��2����	4����  2610-=a ) �
��4���  �  ���
��  

4��
������  ��4������	 , 
����  ����4  «���	�� » ���	�	��  a  �  �	�  �����
�
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«4��	���� » ����	������  4������� . ��  �	� . 2.15 ( 2710-=a=a opt ) �	��
  �
��	
  

4��2 ����
�
2
  ��  �����	"��
���
2
  ������������ . ��  �	� . 2.16 ( 2810-=a ) – 

�
�	��6��  �	���
  ��
�����	��  �"���	 , �	��	����  «4�5�������� » (4�������� ) 

�	����	�  ���	� . %	� . 2.17 ����
����3  4������6  ���������  ��2����	4����  

2910-=a , ��
  �	���
�  ���
�����3 , 8
  ��	  2910-£a  – ���	�  42����������
2
  

"�����
����  ( . � . '	�
�
��  ���
������
  (��4������	  ���6��  ��4��
�����	�	 ). 

��	���
  4���
�������  ��2����	4�6�
2
  ��2
�	���  ( . � . '	�
�
��  ���  

�
4� '�4����  ���
�����	�  4����  �������	  ��"
�����
2
  �����
2
  ���� , 8
  

�	�	��6��  ��	  �
���������  ����2�����	�  ������� , ��  ��	�����  �
4� '�4����  


������
�  ���
�����
�  4�����  �����	"������  �����
�
2
  ������������ , ���  

�	��	��3  �������
�����  ��"
��������  ��������  �
���������  �  �	2����  

�����	�	 . /���
�������  %( '	�
�
��  �
4�
��3  
��������	  �
�	��  ���
��  

�
4� '�4����  � ��3  2����  ��4������	  ��	  «4�5������� » �	����	�  ���	� . �����  

���

4��  ���2�  ��
�����
  ��	�����	  �	�
��  ���������  ��2����	4���� , �����
  

�	�	���	  

2
  ��  
��
��  �����4�  �������
�  "�����
����� , 8
  ��4�6����  ��  

�	�
�	������  ����
��
�  ��"
������  ��
  5�����  "�����6 . *��
��	
  ���	�  ��  

���	�	��  ���������  ��2����	4����  ��6��  ��
�����	  �����
��  �
  ��4�
4����	�  


�����
��	�  �������  �����  ���������  42����������
2
  "�����
����  ��
  

�
��������  ����	�� . 

 

 

2.5. ���� ' ������  �	�
��	  
���  ��
�������	�  �������  ����
����  

 

#	8�  �
�����
  
�	����  �
4� '�4����  ���
�����
�  4����� , �  ���
  

�
���������
��  
���  ����2������  �������� , 
�	����  ���
�	��  �	�
��  ���������  

��2����	4���� , �  ���
�  �������	
  �	��
�	
  �
4�����
�  ���  ����
�
�  4����� . 

%
42�����
  ��2
�	��  �
4� '�4����  �	����	  ��
�  ����2�����	�  �������  

#
������� . 
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�
  ���
�  �	����	  �
��  ���	  4������  4����� , ��
  
��
����	
  ���	�  ��  

�����	��  ��
�  �������
����	�  ��4�����	�  �
������	�  �	� , ��	������	�  �  ��
�  

��4�	�  �
����  �����	�	 . ���  ��
2	���  �  ��
�  �
�����	�  �
����  �����	�	  �
���  

4��	���	  ��������  ��������
5���� : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )�
�

�

�
�

�

�

tt-t+tt-t==

tt-t+tt-t==

��

��

,,,

;,,

2
2

0
2

2
1

0
1222

1
2

0
2

1
1

0
1111

dtKPdtKPtyxwtw

dtKPdtKPtyxwtw

W
P

t
W
P

t

W
P

t
W
P

t

 (2.30)

���  �  �	����� , �
�	  �	�	  ( )tP1  � ( )tP2  �����
�� , 3 �	����
6  ����2�����	�  �������  

(&*%) #
�������  I �
�� . ��	�  �����	�  �  (2.30) ���������  ����
2���	
  
�	��  

�	��4�  (2.26). 

/��	5��
  �	������	
  ����
2  &*% (2.30) �  ����	��
��  �	2���� : 

�
�

�
�
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�
=�
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�
�
�

�
�
�

�
�
�

�

2

1

2

1

2221

1211

w

w

P

P

AA

AA
, (2.31)

��  A  – ��
�
��  ����	��  [62], ��������  4 ����	��	�  ���������  ji ,A , 8
  

����
����6��  �����  ����2�����  ( )tK ji , , ���  ��
����  �  (2.30). 

#�����
 , 8
  �
���  ����	��  nk,A  ��3  ���������	
  �	2��� : 

[ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

DD×D×

DD×

D

=

����

�

�

�

tKtKtK

tKtK

tK

nknknk

nknk

nk

nk
,,,

,,

,

, 23

02

00

A , (2.32)

��  k  – �
���  �����  ��
��  (����	�� ) �  ��
�
��
  ����	�� ; k  – �
���  ��
���� . 

'
��
  ����	��  (2.32) 3 ��������
6  �	���
6  ��	����
6 , �  �� �������	  ��  

2
�
���
  ���2
����  ��  ��  ����  ������2
�����  4��2�6����  ���  �
�
6 . '��	�  �	�
� , 

���  ����	��  nk,A  3 ���������	�	  ���  �
�
6 , ����	���� , 12212112 AAAA = . 

/�����	�
 , 8
  ������  ������2
����  �4��	
  4 [62], ��  ��
������  �
�����  

p -�  ������2
����  (������2
���� ), ���  ����
����6��  ���������  ����	��  jia , , �  

��	�  ��4�	��  ��������  �
����63  �
������� : 
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pji =-  ( )pij =- , (2.33)

��  i  – �
���  �����  ��������  ����	�� ; j  – �
���  ��
���� ; p  – �
���  

������2
����  (������2
���� ). 

)�8
  �����	  ����	�6  M , ����  8
 : 

21122211 AAAAM -= , (2.34)

�
��  �	�����  ��
�  ����	��	�  �������  (2.31) ����  ������������  �������	�  ��
�  

��4�����	�  ����	��	�  ��������� : 

;2211221 wAwAPM -=×  

,1212112 wAwAPM -=×  
(2.35)

���  �
��
2
  4 ��	�  �
���  �	�
�	����	  �	8��	�������  ��
��6  �
4� '�4����  

���
�����	�  4���� . /2���
  %( '	�
�
�� , 4� ����
2�36  4 (2.20), �
���  4��	���	  

�������
��  ��������
5����  ���  �
4� '�4����  (2.35): 

),()(

);()(

121211
1

22

221122
1

11

wAwAMCMMP

wAwAMCMMP

-a+=

-a+=
-

-

TT

TT

 (2.36)

��  1a , 2a  – ���  ��4�����	�  ��������	  ��2����	4����  (���  �
����  4��2��	�� ). 

 

 

2.6. ����������	
  �����	
�  �������  (��� ) 
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4� '�4�����  4�����  4�
�	����  �
  �	����	  4 N  

����2�����	�  �������  (����	���� , ��	  ���  ��  �����	��  N  �����
�	�  ��4�����	�  

�	�
�	�  ���	��� ). �  ���
��  �	�����  �	�����  N  ����2�����	�  �������  �����  

�	�����	4����  �
��  ���	  ������������  �  �	2����  �������
�  ��
�
�
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�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

N

j

N

i

NNNjN

iNiji

Nj

u

u

u

p

p

p

AAA

AAA

AAA

�

�

�

�

��

�����

��

�����

�� 11

1

1

1111

* , (2.37)
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��  u  – ��
�
�	
  ����
�  ����
����3  ����	�  ����	���  &*%, �  5����	�  3 ��
�
�	
  

����
�  p  (�	�����  �	� , 8
  4���66�� ). 

)�8
  �
�	�	�	��  ��  ����	�6  M  �  �	��4�  (2.34), �
  �
��  �
��
  4��2�3����  

4 �	��������  ���  �	4����	��  ��
�
�
�  ����	��  A  4 �
4���
�  22´ . '
��  4� 

����
2�36  4 ���
�
�  !������  ���  �
4� '�4����  4�	��
�	�  &,(%  �
���  ������	  

�4�2������	
  ��2
�	��  ���  �
4� '�4����  ��
�
�	�  &,(% . ��������  ������  

�	�
�����	��  ��  4 �	����	 , �  4 ��
���	  �	���  – ����	���	 . '��	
  ������  ����  

�4�2���������  ���
��  !������ , � 

2
  �
���  ��4	���	  �4�2������	
  ��2
�	��  

!������  (4� ����
2�36  4 ������
�  �4�2������	
  ��2
�	��   ����� ). ���� , 

��������  �
�������
2
  ������  �
���  �
42�����	  ��  
�	�����  ��	�����  

�
4� '�4����  ��
�
�
�  &,(%  22´  4� �
�
�
2
6  �(! . 

#���
����
  �
  ���
��  !������  �
4� '�4����  &,(%  yxA =×  ��3  ���	
  

�	2��� : 

A

A

det

det i
ix = , (2.38)

��  Adet  – �	4����	�  ����	��  A , iAdet  – �	4����	�  ����	�� , �  ���
  i -
  

��
�����  ����	��  �	����	  4�����3����  ��
�����  ����	�  ����	� . 

(���
2���
  ���  ��
�
�
�  &,(%  (2.37) �
���  4��	���	  ��������  �	��4	  

���  �	4����	��� : 

NNNjN

iNiji

Nj

AAA

AAA

AAA

��

�����

��

�����

��

1

1

1111

=D , (2.39)

NNiNNiNN

NNiNNiNN

Nii

Nii

i

AAuAA

AAuAA

AAuAA

AAuAA

��

��

�������

��

��

1,1,1

,11,111,11,1

21,221,221

11,111,111

--

-------

--

+-

=D . (2.40)
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#	4����	�  ����	��  – ��  �	��
 , �  �	4����	�  ��
�
�
�  ����	��  – ����	��  

�
4�����	  �����
�
2
  ��
�� . #	�
�	��
��6�	  �	4����	�	  (2.39), (2.40) 

�	�����  N  �������  �
���  4����	�	  ��  N  ��4�����	�  �������  �	�� : 

ii D=×D p , (2.41)

��  ������  i  4���63����  ���  1 �
  N . 

#	��4	  ����
2����  (2.38) �
�����
  4��	���	  �  �	2����  

ii D×D= - 1p , (2.42)


����  ��	  �
4� '�4����  ���
�����	�  4����  ��  4����	  ���3����  
������	  
�������  

����	�6  ���  D, �
��  42���
  %( '	�
�
��  �
���  4��	���	  ������������  (2.41) 

��2����	4
����  &,(% : 

( ) i
T

ii
T DD=×a+DD pC , (2.43)

�
4� '�4����  ��
�  ���� : 

( ) i
T

i
T

i DDa+DD=
- 1

Cp . (2.44)

/�4���	�
 , 8
  ���  
��	������  ����	��	�  �	4����	���  (2.39), (2.40) ��  

�
���  �	�
�	��
�����	  ����5  5�	���  (����	���� ) �	��
��  ���
�	 , �
��  8
  

��2��������  
�������  �	�
��6����  ��  �4 �	����	 , �  4 ����	���	 . #	4����	�	  

�
���  
��������	  �����	  ��  ��4�  �
��	�  "
����  (���  �	4����	���  2-2
  � 3-2
  

�
������ ), ����4  ��������
��	  ��
  4� �
�
�
2
6  ��
�
�	�  ���
��� . #��
�
 , 8
  

�  �	4����	�  ��
�	��  !N  �����
�	� , � �	��
����  (��2�������� ) 
��	������  

��
�
�
2
  �	4����	��  55´  3 �
�	��  ����
�����
6  
������36  ��  4 ������
�	�  

�
��
�  ����  �
4��������  (��
�
���
�
  "���
�������
  4�����
��� ), 
���  ���  

�
4� '�4����  �	����  ����2�����	�  �������  4 �	��
�  �������  ����5�  5 �
�����
  

�	�
�	��
�����	  ��5�  ���
�	 . 

�  �

  ��  ���  ���  �
4� '�4����  �	���� , 8
  ������6����  4 2-4 ������� , ��  


�	�  4 ���8	�  � �"���	��	�  ���
��� . 
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2.7. ����������	
  �����	
�  ������  (��� ) 

 

1
����
������  
������
  ��	  �
4� '�4����  &,(%  ���
�
�   �����  �
���  

���
��  ��  
�	����  �  ��2���
�  �������� , �
��  �
��  ��  ����  ���  �������
  

�	������	�� . /��	�	�
��  �����	  ��  
�
��	�
���  �
�
�	  4 ��
�
�	�	  &,(%  � 

����	���	 , �  ���
�  
�	5��
  ��  ��
�����4�3�
  4 �
4	��
  �
4� '�4����  

���
�����	�  4����  �����  ��������  ���
��  ��  �4�2������
2
  ��2
�	���   �����  

[62]. 

���  �
4� '�4����  ��
�
�
�  &,(%  (2.37) 4����
  ������	  ��  ��4�  ��������
�  

��
�
�
�  ����	��  A  ����
�����  �
4����
���  1+´ NN : 

��
�
�
�
�
�

�

�

��
�
�
�
�
�

�

�

-

-

------

-

-

N

N

NNNNiNNN

NNNNiNNN

NNi

NNi

u

u

u

u

AAAAA

AAAAA

AAAAA

AAAAA

1

2

1

1,,2,1

,11,1,12,11,1

21,2,2221,2

11,1,11211

�

��

��

�������

��

��

, (2.45)

���  4� �
�
�
2
6  ���������	�  
������
  ��	�
�	����  �
  ����
2
  ���������
2
  

(2����
�
2
 ) �	�� . ����	���� , ���  �	���  �  ���5
��  �����  ��������  ��  ���5	
  

�������  11a , �  �  ���2
��  �����  ��  ���5	
  �������  21a , �  �
���  4 ���5
2
  �����  

�������3����  ���2	
  � �
��  �  ��4�����6�
��  �	��4�  ���5	
  �������  ����  

�
�
��
  �
����6���	  ���6 . 1�	  �
�
��  4 ��
�
�	�	  ����	���	  
�������  

��
�
������  ��  4 �	����	 , �  4 ��
���	  (����	���	 ), �
��  �
���
�  ��
  

����
2���	
 , �����	  4������  �������  ��  �������  (�	��
 ) 11a  �
�����
  ��
�	�	  

��  
�������  ����	�6  1)( -
11A  � � .� . '
��
  ���  ��� , 8
  �������  
������6  ������� , 

�
�����
  4����	�	  ��  �
����� , 8
  ������  ���	  
������6  ��
�����  ��  

����
�����  
�������  ����	�6 . '��
�  ��
�����
  ��������	�	 , 8
  ���  ��
�	  

(����	�� ) �
�	���  ���	  ��������	�	  (�	��
  ���
�  �
�	��
  ���������	  4 �	��
�  

��
����� ) �  ���
�  ���	  
����
�
2
  �
4���� . 

��	5��
  ������  �	���  �
  ��	�  �
���  ��	����	  ��
�
��  ����	�6  (2.45). 

1) #	�  ���2
�����
�  ����	��  A  4 
�	�	��
6  ���2
����6 : 
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�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

-
1*

1*
1

1*
2

1*
1

100

0100

0010

0001

N

N

u

u

u

u

�

�

�

�����

�

�

, (2.46)

�  ��
��  �	�����  4�����	
  
������
  ��
�����  1*u  � ����  �
4� '�4�
�  4����� , 
����  

�
  ���
2
  �	��  ��	����	  ����	�6  (2.45) ��	  �
4� '�4����  ���
�����	�  4���� , 

�	�
�	��
��6�	  �
�
���  ������
����� , �����	��
  ��  �
��	�
 . 

#  ����  ������  ��	  �
4� '�4����  ��
�
�	�  &,(% , �	�
�	��
��6�	  �( , 

���
�����6��  �	�
�����	  �����	  ����	
  ���  � ��	�
�	�	  ����	�6  (2.45) �
  

������
2
  ��	����
2
  �	�� . �
���  �	���	�	  ������  �	���  �������  ��	����	�  

����	�� . 

2) #	�  ������
�  ��	����
�  ����	��  4 
�	�	��
6  ���2
����6 : 

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

--

-

-

2*

2*
1

2*
2

2*
1

,1

,21,2

,1,,

1000

100

10

1

N

NNN

NN

NN

u

u

u

u

A

AA

AAA

*

**

*
1

*
1

*
21

�

�

�

�����

�

�

. (2.47)

#	�  (2.47) ��  ��
����	
  ����  ��	  
��������  �	��  (2.46), �  ��
��  

NN pu =2* . 1�	  �
4� '�4����  ���
�����	�  4����  ��
�����5�  ��  ���3����  4��
�	  

���
�	
  �
4� '�4
�  ������  NN pu »2* , ��
  ��5�  1p , …, 1-Np  �
���  ������  ��  

42������	 . 

3) #	�  ������
�  ��	����
�  ����	��  4 
�	�	��
6  ���2
����6 , ����  


������
2
  ��
�
�
2
  �������� : 

��
�
�
�
�
�

�

�

��
�
�
�
�
�

�

�

--

-

-

3*

3*
1

3*
2

3*
1

,

,1

,21,2

,1,,

000

100

10

1

N

N

NN

NN

NN

NN

u

u

u

u

A

A

AA

AAA

*

*

**

*
1

*
1

*
21

�

�

�

�����

�

�

. (2.48)
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�  ��
��  �	�����  ���  3*
, NNNN p uA * =×  (
������
2
  ����� ) 
�	�  ��4  

�	�
��3����  ��
������  ��2����	4����  4� '	�
�
�	� , ����  �	�
��3����  

4�
�
��	
  ��� . #	�  (2.48) ��3  ������2	  �  ��� , 8
  ��������  ��2����	4����  a  

�
�����
  �	�	���	  
�	�  ��4  � ��  ������
  �	����	  

2
  
��	������  4�������  

opta . ����� , �
��  8
  ��
������  ��2����	4����  �	�
��3����  
��
�����
  ��	  

�
4� '�4����  ���
�����	�  4����  �
  ��
2
  �	��  �
���  ��	�
�	�	  ��
�
��  &,(%  4 

�����	�	�  4��������  N  (���  �	����  4 �
�	��
�  � � '��	  ����2�����	�  �������  

���	  
��	����  ���
��  ��4������	 ). 

4) #	�  ������
�  ��	����
�  ����	��  4 ��
�	�	��
6  ���2
����6 : 

��
�
�
�
�
�

�

�

��
�
�
�
�
�

�

�

---

-

-

4*

4*
1

4*
2

4*
1

,

,1,1

,21,22,2

,1,,1,1

000

00

0

N

N

NN

NNNN

NN

NN

u

u

u

u

A

AA

AAA

AAAA

*

**

***

*
1

*
1

*
21

*

�

�

�

�����

�

�

. (2.49)

.�
  �	�  �
���  �
���
��������	  ��  
�	�  4 ��
����5  ���
�	�  � ����
��
  

��
��	� . ���  
������
2
  �����  �
���  �	�
�����	  ��2����	4���6  4 


��	�����	�  4��������  ���������  ��2����	4����  Nopta , �  ��5�  ��������	  

��2����	4����  11,..., -aa N  ��
��
  ��	
���	  4 ����
�����
2
  �����4
�� , �
��
  ��  

4�
�
��
��  �
��  ��  �
4� '�4����	  4�����  
��	��4����  ���  �
��
2
  �����  ��	  


��������  4��
�����	�  (���
�	� ) ��4��������  (1�	  �
4� '�4����  �	����	  4 �����	  

����2�����	�  �������  ��
  ���
�  �
4�
���  
��������	  ���
��  ����	����  

�
4� '�4�	 ). 

5) #	�  ������
�  ��	����
�  ����	��  4 ��  
�	�	��
6  ���2
����6 , �
����	
  

(2.49), ���  
��	���	
  ��4  4���
�������  
������
  
�������  ����	��  1
ji,A - , �
��
 , 

�
�	  �	�
�	��
��6����  �����	  
�������  ��
�����  ����	��  � 

�
������� /�	��������� . ����	���� , ��8
  ���  ����	��  �  ���5
��  �����  

�
��
�	�	  ��  ���5�  ����	�6  �  ���2
��  �����  ����
���  1,2,1 AA ×j , �  ���  

����	��  �  ���2
��  �����  �
��
�	�	  ��  ���5�  ����	�6  ���5
2
  �����  ���
���  

j,21,1 AA × , �  �
���  ������	  
��	����  �	��4	 , �
��  ���5	
  �������  �  



 105 

��4�����6�
��  �	�������  ���
�  ����  �
�
��
  �
����6���	  ���6  

( 01,21,11,21,1 º×-× AAAA  ).  

1�	  ��	�������  �
  �	��  (2.49) ��4  4���
�������  
������
  
��������  �
��  

��
�����2��	��  ��
������	
  ����  ��
  4���5����  ����	��  ji,A , � ��
������  

�
���
��  �
��������  ������  ��  �
��
��  �����  ����
2
  �
�� , �
��  �  �������
��  

�	��4�  ���  �
��
2
  ��
��  �
�����
  �����	  �
����
�	
  ������
  ������  n
ji

*A , : 

��
�
�
�
�
�

�

�

��
�
�
�
�
�

�

�

---

-

-

5*

5*
1

5*
2

5*
1

,

,1,1

,21,22,2

,1,,1,1

000

00

0

N

N
n

NN

n
NN

n
NN

n
N

n
N

n

n
N

n
N

nn

u

u

u

u

A

AA

AAA

AAAA

*

**

***

*
1

*
1

*
21

*

�

�

�

�����

�

�

. (2.50)

#�����
 , 8
  ��8
  �����4����	  ��2
�	��  ���
���	��
2
  �
�������� , 

�
���  
������	  ����  �	�����  �	��  (2.50), �  ���
  ��  4�
�
��
��  �
��  �
���  

����  �	�
�	����	  ���  ����  ������  
����
�	
  ��������  ��2����	4����  a . 

�  �	��
���  ������
 , 8
  �  �	�����  �
4� '�4����  ��
�
�	�  &,(%  4 

�	�
�	�������  �(!  �	��
  ��
��
���5	�  
������
  ��	  
��	�������  

��
�
���
�
  !N , �  ��	  �	�
�	������  �(  – ��
�
���
�
  3N  � ��	  �
4� '�4����  

�	����  ����2�����	�  �������  ����5�  � '��	  

�� , ��
����
 , ����3  ���������	�	 .  

�����
  ��������	�
 , 8
  �(  �
���  4���
�
�����	  ���  ��
�
�	�  

����	�� , �  ��	�  ��
�	  (�����
��  �������	��  ji,A ) �
����  ���	  � ��  ����������  

���  �
�
6 , �
�	  �
�	���  ���	  �����	  
����
�
�  �
4����
��� . 

 

 

2.8. ��������  ��  	�
��
�  

 

��	���
  ��	������  ������	  ����������	
���  ������
��  ( . � . '	�
�
�� , 


�
��	�
���  

2
  �	�
�	������  ��	  �
4� '�4����  ���
�����	�  �������
����	�  

4����  �������	 , �  ���
�  �	����� , �
� '�4���  4 �	�
�
�  ���������  ��2����	4���� . 
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#  ������  ���������  ( . � . '	�
�
��  � 

2
  �
����
��	���  �
��4��
 , 8
  �  

42����������
��  "�����
����  (2.16), �  4�����
���  ���  ����
��
�  ��"
������  ��  

�	�
2  �
  2����
���  "������ , �
����  �	�
�	��
�����	��  ��4��  "�����
������  

 �������
��  ��
��
�	 , 4
�����  ��
��
�  &
�
�3�� . 

�������
  ��	����  4���
�������  %( '	�
�
��  ���  �
4� '�4����  
������
�  

���
�����
�  4�����  �����	"������  �����
�
2
  ������������ , ���  �	��	��3  

�������
�����  ��"
��������  �����	�����
2
  ��������  �
��������� . 

/���
�������  %( '	�
�
��  �
4�
��3  
��������	  �
�	��  ���
��  

�
4� '�4����  � ��3  2����  ��4������	  ��	  «4�5������� » �	����	�  ���	� . �����  

��
�����
  ��	�����	  ���2�  ��	  �	�
��  ���������  ��2����	4���� : �����
  

�	�	���	  

2
  ��  
��
��  �����4�  �������
�  "�����
����� , ���  ��4�6����  ��  

�	�
�	������  ����
��
�  ��"
������  ��
  5�����  "�����6 . *��
��	
  ���	�  ��  

���	�	��  ���������  ��2����	4����  ��6��  ��
�����	  �����
��  �
  ��4�
4����	�  


�����
��	�  �������  �����  ���������  42����������
2
  "�����
����  ��
  

�
��������  ����	�� . 

�  �	�����  �
4� '�4����  ��
�
�	�  &,(%  4 �	�
�	�������  �(!  �	��
  

��
��
���5	�  
������
  ��	  
��	�������  ��
�
���
�
  !N , �  ��	  �	�
�	������  

�(  – ��
�
���
�
  3N  � ��	  �
4� '�4����  �	����  ����2�����	�  �������  ����5�  

� '��	  �
�����
  �	�
�	��
�����	  �( . 

�����
  ��������	�
 , 8
  �(  �
���  4���
�
�����	  ���  ��
�
�	�  

����	�� , �  ��	�  ��
�	  (�����
��  �������	��  ji,A ) �
����  ���	  � ��  ����������  

���  �
�
6 , �
�	  �
�	���  ���	  �����	  
����
�
�  �
4����
��� . 

���
���  ����
��  ��4������	 , ��������  �  ���2
��  �
4���� ,
������
���
  �  

������  ���
��  [1, 2, 5, 8, 10, 14, 15, 34, 35, 37, 51]. 
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������  3  

�������������  ������������  ������ ��!"  �����!�  

 

 

�  ���
��  �
4����  �
42����6����  ���������  ���	�	  �	����	  �
�����	�  

������	�  �����������  (8
  ��6��  ��  �����	  �
������� , �  
  �
4�
���6  

�����
�� ) ��  ����
�����  ������  �4
��
���  �����	�	  �������
�  �
�8	�	  �  

������  ��
����
�  ��
���  &. 1 . '	�
5���� . 1����������
  ��
��6  �
4� '�4����  

����
�  ��  
������
�  4�����  ��
���  �����
���  ���  �������
����	�  �����������  

�����	�	 . ���
�	����  ������  ��	������  
��	�����  4 �����	"������  �	����	  

�������
�  4
���5���  ��4�����	�  ����������� . '��
�  �	�����3����  ������  8
�
  

����������  �����
�  ������
�
�  ��
��
�
���
�  
��
�	  �	��  #���
�� -,�
������   

 

 

3.1. ��
��  �#  �	$%���&��  �
#�&���  ���&'%�  ����('��)�  (��
#  

�'
#
'*��+  ����
,��+  �#�#�&#*'�,  

 

%
4��5�3�
  �����	��  �  ������
�	�  �

��	�����  ��� , 8
  �� �����	���  

��
8	��  ����  ���������	  �  ��
8	��  xOy ��  ����  
������
6  ����	�	  x=0, x=l, 

y =0, y=m, �  ������
�  
��  Oz ����  4��2��	��  4 �
�����6  �
  ��
8	�	  xOy. 

#�����
 , 8
  l � m – �
4���	  �����	�	  �  ����� . !

��	���	  �
��	  

��	��������  j-� �	�	  ��
  ������  ���
�  
������  ����
����
  �
4�
�����
2
  

������������  – jj yx 00 , . &�������  �	��
  ����������� , 8
  ��6�� , �
����63  N. 

���  �
4� '�4����  ��3�  4�����  ��
�	���3�
��  �
����6  �����	�  ��
���  

&. 1 . '	�
5���� , ���  ����
��3  �"���	  �������  
��������  �
������
2
  ��������  

��  �
������
2
  4���� . 

&����
��  ������8����  ��������  �����	�	  �
4���	�
  u, v � w. ����  

4�
�	�
  ��������  �
��8���� : �����
  ������	 , 8
  �
��
����	  ������8����  u � 
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v – ����
�
  4������  ���  z, �  w ���  z ��  4����	��  [67, 131, 264]. '
�� , �	�
���	  4 

�	8����4��
2
 , �
���  4��	���	  

).,,(),,,(

);,,(),,(),,,(

);,,(),,(),,,(

0

0

0

tyxwtzyxw

tyxztyxvtzyxv

tyxztyxutzyxu

y

x

=

y×+=

y×+=

 (3.1) 

��  x, y, z – ������
��  �

��	���	 , u0, v0 ��  w0 – ������8����  �
�
�  �����	��
�  

��
8	�	  �����	�	 , y x ��  y y – ���	  �
�
�
��  �
�����  �
  �����	��
�  ��
8	�	  

�����	�	  �  ��
8	���  xOz ��  yOz ����
����
 ; zÎ [-h/2; h/2], ��  h – �
�8	��  

�����	�	  (�	� . 3.1). 

 

x

h/
2

l

z

P (t)x2

0

m
y

h/
2

y
z1P (t)

x

x  = x
y  =y

P (t)yj

 

%	���
�  3.1 – 1����	�� , �����������  �	����
6  �
4�
�����  ��  �
������	�  �	�  

 

/�����  ��
  �������
�����  ��"
��������  �����
�  �4
��
��
�  �����	�	  4 

�����������  ����
����	�  �
����
�	�  � ���

�	�  ��
� , �  ���
�  ������������  

�	����
6  4 N �	�  � �
������  4�
�	����  �
  �
4� '�4����  �������
�  �	����	  � '��	  

�	"����������	�  �������  �  ����	��	�  �
����	� , �
���  4 ��	�  ���2
2
  �
����� : 
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�
�
�
�
�
�
�

�

��
�
�
�
�
�

�

�

-
¶

y¶
×r=y+

¶
¶

-�
�

�
�
	




¶

y¶
n++yÑn-

-
¶

y¶
×r=y+

¶
¶

-�
�

�
�
	




¶

y¶
n++yÑn-

-
¶

¶
r=y+Ñ

-
¶

¶
r=

¶×¶
¶

+n+
¶

¶
+

¶

¶

-
¶

¶
r=

¶×¶
¶

+n+
¶

¶
+

¶

¶

�

�

�

�

�

=

=

=

=

=

,),,()(')1()1(
2

;),,()(')1()1(
2

;),,()('

;),,()(

;),,()(

1
2

2
02

1
2

2
02

1
2
0

2

0
2

1
2
0

2
0

2

2
0

2

2
0

2
1

2
0

2
0

2

2
0

2

2
0

2

N

j
yj

y
y

xy
y

N

j
xj

x
x

xy
x

N

j
zjxy

N

j
yjpp

N

j
xjpp

tyxM
t

I
y

w
hG

y
D

tyxM
t

I
x

w
hG

x
D

tyxP
t

w
hwhG

tyxP
t

v
h

yx
u

GEh
y

v
hE

x

v
Gh

tyxP
t

u
h

yx
v

GEh
y

u
Gh

x

u
hE

 (3.2) 

��  E – �
����  �����
��� , 1� ; n  – �
�"���3��  1����
�� ; r – 2���	��  ���������  

�����	�	 , �2 /� 3; 
)1(2 n+

=
E

G  – �
����  4���� ; 123hI = ; 
)1( 2n-

=
E

Ep ; 

2

2

2

2
2

yx ¶

¶
+

¶

¶
=Ñ ; 

yx
yx

xy ¶

y¶
+

¶
y¶

=y ; 
)1(12 2

3

n-
=

Eh
D  – �	�����	���  �
��������  

�����	�	 ; G' – ��	�����	
  �
����  4����  G'=k'. #��4���	�
 , 8
  k' – �
�"���3��  

4���� , ��������  ���
�
���  ��
  ��	
  ��������  �  [67]. 

1
���  �	�����  �������  (3.2), 8
  
�	��6��  ��"
��������  �����	�  �  

������  2��
��4  �	��  '	�
5���� , �
���  �
4���	�	  ��  ���  ��4������  ����	����	 . 

1��5�  ����	����� , 8
  ������3����  4 ��
�  �	"����������	�  �������   �  

����	��	�  �
����	�  (�
���  4 ��	�  ���2
2
  �
����� ) 8
�
  �����
�	�  

������8���  �����	��
�  �
������  ),,(0 tyxu  � ),,(0 tyxv , ����
����3  �
4�
�����  

������������� . ���2�  ����	����� , 8
  ������3����  �4 ���
�  �	"����������	�  

�������  �  ����	��	�  �
����	�  (�
���  4 ��	�  ���2
2
  �
����� ) 8
�
  "�����
  

��
2	���  ),,(0 tyxw  � �����  �
�
�
��  �
�����  ),,( tyxxy  ��  ),,( tyxyy  – 

�
������	�  ������������� . #��4���	�
 , 8
  ���  
�
�
�
�  ���	
  �
4�
���  ��  

���  ��4������  ����	����	  ���
��	�	
 , �
��  8
  ���  � '���  �������  ������  4� '�4���  

�
����
�	�	  ������	 , �  ���  ��
�	��  ��	�	4�� . ����	���� , �
�����  �	�����  

�������  ���  
�
�
�
�  4��	����  �  4��	����  � �
������  �
���  4��
�	  �  

�
�
2��"��  ����	�  *���	���  �������	  �� . &. 1 . '	�
5���
  �(�  ������	  [74]. 
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��������  �  �	��������  �	�����  �������  (3.2) ����
��3  ���	�  ����  

�
��	�	�  �����������  [82]: �
������	�  �
=

N

j
zj tyxP

1

),,( , �
�	��	�  �
=

N

j
xj tyxP

1

),,( , 

�
=

N

j
yj tyxP

1

),,(  ��  �
�����	�  �
=

N

j
xj tyxM

1

),,( , �
=

N

j
yj tyxM

1

),,( . 

��  �	� . 3.1 �
������  ������������ , 8
  ��
����  �  ���  
������  ��������  

(3.2), ��  �
��4���  ����4  ����������  ���
8����  ��4�����
2
  ���	
����� . 

1�	  �
4� '�4����  4�����  ��	
���
  ����
��  �
����
��  ��
�	 , �  ���� : 

;0
t

)0,,(

t

)0,,(

t

)0,,(w

t

)0,,(v

t

)0,,(u

;0)0,,()0,,()0,,()0,,()0,,(

000

000

=
¶

y¶
=

¶

y¶
=

¶

¶
=

¶

¶
=

¶

¶

=y=y===

yxyxyxyxyx

yxyxyxwyxvyxu

yx

yx
 (3.3) 

���  5������
 -
�����
�  �����	�	 , 8
�  4��
�
���	�	  ��
�����	�  

���

�	�  ��
���  [74]: 

�4�
��  �����  y=0 � y=m: 

0       v;0S       ;0      ;0     ;0 0xyyx0 ====y= Mw , (3.4) 

�4�
��  �����  x=0 � x=l: 

0S       ;0u       ;0      ;0     ;0 xy0yx0 ===y== Mw , (3.5) 

4��	5��
  5�����  "������  (3.1) �  �	2����  �
4�	����  �  ��������  �
���
��  ���	  

9�� '3: 

( ) ( )� �
¥

=

¥

=

×p
×

×p
×=

1 1
0 ;cossin,,

k n
kn m

yn
l

xk
tutyxu  (3.6) 

( ) ( )� �
¥

=

¥

=

×p
×

×p
×=

1 1
0 ;sincos,,

k n
kn m

yn
l

xk
tvtyxv  (3.7) 

( ) ( )��
¥

=

¥

=

×p
×

×p
×=

1 1
0 ;sinsin,,

k n
kn m

yn
l

xk
twtyxw  (3.8) 

( ) ( )� �
¥

=

¥

=

×p
×

×p
×y=y

1 1

;sincos,,
k n

Xknx m
yn

l
xk

ttyx  (3.9) 

( ) ( )� �
¥

=

¥

=

×p
×

×p
×y=y

1 1

.cossin,,
k n

Ykny m
yn

l
xk

ttyx  (3.10) 
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���  �����
 -
�����
�  �����	�	  (��5	
  �������  4���������� ) ���

��  ��
�	  

������  ���	  �	2���  [74]: 

�4�
��  �����  y=0 � y=m: 

0       ;0       ;0     ;0 0yy0 ==== uNMw , (3.11) 

�4�
��  �����  x=0 � x=l: 

0       ;0      ;0     ;0 0xx0 ==== vNMw . (3.12) 

�  ��
��  �	�����  �
4�	�����  5����	�  "�����
  (3.1) �
���  4��	���	  �  

�	2����  �������	�  �
���
�	�  �����  9�� '3 4� ��	2
�
����	��	�	  "�������	  ���  

( )tyxu ,,0  � ( )tyxv ,,0  4������  (3.6) � (3.7): 

( ) ( )� �
¥

=

¥

=

×p
×

×p
×=

1 1
0 ;sincos,,

k n
kn m

yn
l

xk
tutyxu  (3.13) 

( ) ( )� �
¥

=

¥

=

×p
×

×p
×=

1 1
0 cossin,,

k n
kn m

yn
l

xk
tvtyxv . (3.14) 

���  ( )tyxw ,,0 , ( )tyxx ,,y , ( )tyxy ,,y  �
4�	�����  ������  �  �
��
���  4��2��	��  4 

�	��4��	  (3.8)-(3.10), �
��  ���  ����
����	�  �����	� , ��  ���  ��6��  �����	  

�
�������  ������������  ��  �	����6��  
����
  ���

��  ��
�	  �  �	2����  �����
2
  


��	����� , �  �
42����6��  �  
��
��
��  5�������  
��	����� . #�����  
��	�����  

��  
����	
  �	�  ���

�	�  ��
�  ��
����  �����	  ���  �����	� , �  ��	�  3 �
�	���  

�����
��  ����������� , �  �����5�  ��  4���
�
��6��  ���  ������
  ��
  
�
�
�
� . 

1������	�5	  �
4�	�����  (3.6)-(3.10) �  �	�����  �	"����������	�  �������  

�  ����	��	�  �
����	�  (3.2) � ��
�	����5	��  �����	����6  
��
2
�����
���  

��	2
�
����	��	�  "�����
 , ��	�
�	�
  �
  �	����	  4�	��
�	�  �	"����������	�  

�������  4� 4����
6  t. &	�����  �	"����������	�  �������  �
4� '�4�3����  �  ���	
  

��
��� : ��	  ����
�	�  �
����
�	�  ��
���  �	�
��3����  �����  ����2������  

������
�����  ,������  [7, 77, 78, 86, 95, 98, 103]; �  ��
��
��  4
�������  ��  
��
��  

�
4� '�4����  �	����	  ��2�������	�  �������  4���
������  5�����  �
�"���3��	  

�
4�	�����  ( )swL
kn , ( )suL

kn , ( )svL
kn , ( )sL

knxy , ( )sL
knyy ; �	�
��3����  4�
�
���  

������
�����  ,������ . �  ��4�������  
�����3�
 : 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ;
sinsin

sin

0 5

5

4

4
*

**
22

0

5

4
*

�

� �

tt��
�

�
��
�

�
w

t-w
-

w
t-w

D

m×l×
+n+

+ttt-wW
D

=
=

t

yj
kn

kn

kn

kn

kn

nk
Pyj
knj

p

t

i
xjikn

U
ikn

kn

Px
knj

knj

dP
ttC

cc

dPt
C

tu

 (3.15) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ;
sinsin

sin

0 5

5

4

4
*

**
22

0

5

4
*

�

� �

tt��
�

�
��
�

�
w

t-w
-

w
t-w

D

m×l×
+n+

+ttt-wW
D

=
=

t

xj
kn

kn

kn

kn

kn

nk
Pxj
knj

p

t

i
yjikn

V
ikn

kn

Py
knj

knj

dP
ttC

cc

dPt
C

tv

 (3.16) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ;
sinsin

sinsin

sin
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1

1
*
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� �
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�
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w
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D
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+tt��
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�
w

t-w
-

w
t-w

D
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+ttt-wW
D

=
=

t

yj
kn

kn

kn

kn

kn

My
knj

T

t

xj
kn

kn

kn

kn

kn

Mx
knj

T

t

i
zjikn

W
ikn

kn

Pzj
knj

knj

dM
ttC

c

dM
ttC

c

dPt
C

tw

 (3.17) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ;sin
2

sin
2

sinsin12
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1
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�
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l
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=
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=

jy

t

yj
i

ikn
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iknikn
kkn

My
knj

t

i
xjikn

X
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kkn

Mx
knj

t

zj
kn

kn

kn

kn

kn

k
Pz
knj

TXknj

dMt
C

dMt
C

dP
ttC

h
ct

 (3.18) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,sin
2

sin
2

sinsin12
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1
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=

jy

t

yj
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ikn
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iknikn
nkn

My
knj

t

i
xjikn

X
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nkn
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knj
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zj
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kn

kn

kn

kn

n
Pz
knj

TYknj

dMt
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dMt
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dP
ttC

h
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 (3.19) 

��  
r

=
G

cG
2 ; 

r
=

'2 G
cT ; 

r
= p

p

E
c2 ; 

l

k
k p=l * 
 ; 

m

n
n p=m* 
 ; ��

�

�
��
�

�
+p=l 2

2

2

2
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m

n

l

k
kn ,  

��
�

�
��
�

�
-p=m 2

2

2

2
22 

 
m

n

l

k
kn ;   ( )( ) 422222222 4/12 knpTTpTknkn cchccc l×××-×++l=D ; 
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U
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4
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U
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5
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+w-=W ; 
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V
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2
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l
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2
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��	�
��  iknw  – ������  ���2
��  ����
�	  �
�	����  �����	�	 : 
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12

)((5.0
2

2222
1 knTpTknkn h

ccc D+++l=w ; 

)
12

)((5.0 2
2222

2 knTpTknkn h
ccc D-++l=w ;   

2
222

3
12

2
1

h
cc Tknpkn +l

n-
=w ; 

2

)( *222

4
knGpkn

kn

cc D++l
=w ;  

2

)( *2222

5
knGpkn

kn

cc D-+l
=w . 

�  ��4�������  �
4� '�4����  ����
����	�  ���
�	�  ������� , 
��	���	�  ��  


��
��  (3.2), �
���  4��	���	  ��������  4�����
���  ���  �����	�  ����
�  �
�	����  

�����	�	  �������
�  �
�8	�	 : 

��
�

�

�

��
�

�

�
l×-�

�
�

�
�
� ++l+++l=lw 422

2

2
2222

2
2222

1 4
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)(5.0)( pTTpTTpT cc
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2
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)(
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)(5.0)( pTTpTTpT cc
h
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2
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3
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2

1
)(

h
cc Tp +l

n-
=lw . 

��  �	� . 3.2 �
��4��
  2��"��	  4�����
���  ��������  �����	�  ����
�  ���  

��������  ��	��
�	�  �	���  ���  �
������	�  � �
4�
�����  �
�	����  

�����	�����	�  ���������  �
���������  ����
����
  �
  2��
��4  �	��  '	�
5����  

(3.1) ���  �	����	  �������  (3.2). ��  ��
��  �	�����  ��	��  1 ����
����3  "������  

)(1 lw , ��	��  2 – )(2 lw , ��	��  3 – )(3 lw , ��	��  4 – )(4 lw , ��	��  5 – )(5 lw . 

��  �	� . 3.3 �
��4���  
����
  4�����
���  ����
�	  �����	�  �
�	����  )(1 lw , 

)(2 lw , )(3 lw  ���  �
������	�  ��	��  42	��  ��  4���� , ��	�
��  ��  4�4�����	�  

2��"����  ���  ��	�����  �
��4���  �����	  (�
���  �������	 ), 8
  ����
����6��  

�	������	�  �����	�  ����
���  )( 9,79,7,1 lw , )( 9,79,7,2 lw , )( 9,79,7,3 lw . 

��  �	� . 3.4 �
��4��
  ����  �  4�����
���  ���  �
4�
�����  ��	��  )(4 lw , 

)(5 lw  � �	�������  ������  ����
�	  )( 9,79,7,4 lw , )( 9,79,7,5 lw . 
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%	���
�  3.2 – %
4�'�4
�  ���
�
2
  ��������  

���  �
4�
�����  � �
������	�  �
�	����  �����	�	  

 

%	���
�  3.3 – %
4�'�4
�  ���
�
2
  ��������  

���  �
������	�  �
�	����  (42	��  ��  4���� ) 
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%	���
�  3.4 – %
4�'�4
�  ���
�
2
  ��������   ���  �
4�
�����  �
�	����   

 

1
��4����	  �	�������  ������  ����
�	 , ���  �	�
�	��
�����	��  �  �
4� '�4����  

�	����	  �������  (3.2) ��  ��3  ����� , �
��  8
  ������ , ��8
  ����
�����	  �
  50 

������  ����  9�� '3 �  �
��
��  ��������  – �
  ����  2500 ����
� , � ����
�����  

�	�������  �����	  4�	��6����  � �
��
�66��  �����  ��  �	� . 3.2. 

&���  4�4���	�	 , 8
  �  �	��4��  (3.17)–(3.35) �
�"���3��	  Px
knjC , Py

knjC , Pz
knjC , 

Mx
knjC , My

knjC  – 3 �
�"���3����	  �
4�	�����  "�����
  4
���5���  �����������  �  ���	  

9�� '3. 

�  �	�����  4
��������
2
  ������������  �����	�	  �  �
���  4 �

��	�����	  

( )jj yx 00 ,  ��  �
�"���3��	  ������  ���	  �	2��� : 

��
�

�
��
�

� ×p
×��

�

�
��
�

� ×p
×

r
×

×
=

m

yn

l

xk

hml
C jjPx

knj
00 sincos

14
; (3.20) 

��
�

�
��
�

� ×p
×��

�

�
��
�

� ×p
×

r
×

×
=

m

yn

l

xk

hml
C jjPy

knj
00 cossin

14
; (3.21) 
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�

�
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�
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�

�
��
�

� ×p
×

r
×

×
=

m

yn

l

xk

hml
C jjPz

knj
00 sinsin

14
; (3.22) 

��
�

�
��
�

� ×p
×��

�

�
��
�

� ×p
×

×r
×

×
=

m

yn

l

xk

Iml
C jjMx

knj
00 sincos

14
; (3.23) 

�
�
�

�
�
� ×p

×�
�
�

�
�
� ×p

×
×r

×
×

=
m

yn
l
xk

Iml
CMy

knj
00 cossin

14
. (3.24) 

��������  �	��4	  ���  �
�"���3����  �
4�	�����  "�����
  4
���5���  

�����������  �  ���	  9�� '3 ��������  �����	  ���  �
������
�  �����
�
�  

������������  ),,( tyxPzj , ���  ��
�����5�  4�������3����  �  ������	�  4������ . 

#	��4	  ���  ��5	�  �����
�	�  ��������
  
������	  4� ����
2�36  4 �	��4��	  

(3.20)-(3.24). 

#	���
� , �
�	  ������������  ����
����
  �
4�
������  �
  ����
  

����
�����
  
������ , �����������	
  ��  �	� . 3.5. '��  yx DD ,  – �
4���	  
������  

��	��������  ������������  �4�
��  
��
  Ox � Oy, ����
����
 , �  �
���  ),( 00 jj yx  

– �����  ����
����	�� . #	��4  ���  ���
2
  ������������  ����  ���	  �	2��� : 

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ])2/( )2/( 

)2/( )2/( )(),,(

00

00

yyy-HyyyH

xxx-HxxxHtPtyxP

jj

jjz

D+-D--´

´D+-D--=
. (3.25) 
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yD xD

 

%	���
�  3.5 – 1
�������  ������������  �
4�
������  �
  ����
�����
  
������  
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�"���3��	  �
4�	�����  ������  ���	  �	2��� : 

m
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sinsin
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sinsin
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14 00
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DppDpp
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= . (3.26) 

)�8
  ������������  ����
����
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������  �
  ���2�  (�	� . 3.6) ������  
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2
  �
����63  r: 
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2
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zj  (3.27) 

��  )(tPi  – �����
��  "������  4���	  �  ����  j-��  ������������  ),,( tyxPzj . '
�� : 
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×

=
m

yn

l

xk
rJ

r
hml

C jj
kn

kn
jkn

00
1 sinsin)(
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��	�
��  )(1 rJ knl  – "������  :������  ���5
2
  �
��  [10]. #��4���	�
 , 8
  

��
���  
��������  �	��4��  ���  �������
2
  �
�"���3���  
�	���	
  �  �
�
��  [135]. 
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%	���
�  3.6 – 1
�������  ������������ , ���  ����
����
  �
4�
������  �
  ���2�  

 

)�8
  ��	����	�	 , 8
  �  4
��  �
������  ������������  �
4�
������  ��  

����
����
 , �  �  �	2����  �
�
�	�	  �����
���  
�������� , 8
  �  ����	�  �	������  

����5  �
��
  ���
�����3  "�4	���  ������	  ��
����  ��"
�������� , �
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#  ��
��  �	�����  �
�"���3��	  �
4�	�����  ������������  �  �
���
��  ���	  

9�� '3 ������  ���	  �������	
  �	2��� : 

��
�

�
��
�

� p
��
�

�
��
�

� p
��
�

�
��
�

�
l-

l
l

l

p
r

=
m

yn

l

xk
r

r
r

hlm
C jj

kn
kn

kn

kn
jkn

00
2

sinsin)cos(
)sin(

)(

214
. (3.30) 

1�	  ���  ��  �����	��  ����������� , 8
  ����6����  4 �
���
�
6  5�	�����6 , 

��
�����
  �  ����
����	�  "
������  ���  �
�"���3����  �
4�	�����  4������  

��2������� , �
� '�4��	�  4 �����
�
6  �
��
6  ),( 00 jj yx , 4��	���	  �
��  ��2�����	  

�	��  ),( tVtV yjxj ×× , ��  yjxj VV ,  – �����
��  5�	��
���  ���
�
2
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�4�
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��
  Ox � Oy, ����
����
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4
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2
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�
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�
6  5�	�����6  0V  (�	� . �	� . 3.7), �
  �
�"���3��  �
4�	�����  ��
2
  

������������ , ����
2���	
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#��4���	�
 , 8
  ��	  �
4� '�4����  ������	�  4���� , �  ��	�  ��
�����
  

�
���������	  ������8����  �  �������
�  �
����  ��	  ���  ������
�  �	����	  

4
���5���  ����������� , �	��4	  (3.32)-(3.36) �  �
�������
  "
���  �
����  ���	  

4��	����  �  �	2���� : 

( ) ( ) ( )� �
=

ttt-=
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j

t

j
v
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v
i dPtKtu
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, (3.37) 

��  ������  j  ����
����3  �
����  4
���5��
2
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����
2
  (4
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2
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  �
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�����
2
  �
  ����
  
������ ) ������������  4 �

��	�����	  ( )jj yx 00 , , 

��	�
��  �  �	�����  ������
2
  ������������  – �
��
����	  ��
2
  ������������  

4�����5�  ������	  ��  �
4�����	  ��  
�����  ��4������  ������������ ; ������  i  

����
����3  �
��� , �  ���
  �
������6����  �
��
����	  ������8����  ( wvu ,,  ), �  

������  IIIIIIv ,,=  – ��4�
�������
  ���
��  �
��
�����  ������8���� , �
��
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#�����
 , 8
  ��  
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��  4�����
���
  (3.32) - (3.36) ��������
  
������	  

�	��4	  ���  ���������  � ��"
�����
  �  �
������
  �
���  �����	�	 , ����	���� , 

�	�������  ���  ��"
�����
  ������  ���	  �	2���  ����
2���	
  (3.37) � 

�����4���	��  ���  �
��������  �	������  4��������	  ���� : 

( ) ( ) ( )� �
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i
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'��  �
4�������  ����
2����  
�	���	�  ����5�  �  (3.37), 4� �	����
�  ��������  

yxv ,=  – ���  4�����5�  �
4���	�	  �  �	2����  ���� , 8
  4��2�6����  4 ���������	  


��
 , �4�
��  ��	�  �	4����3����  ��"
������  ( ( )txe  � ( )tye ; ��2���3�
 , 8
  

����
����
  �
  ��	
���	�  2��
��4  ( ) 0=e tz ). 
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��������  «��"
�����
�	� » ����  ��
�����
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"�����
  �
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����  ������8����  ),,(0 tyxu ii , ),,(0 tyxv ii  � �����  �
�
�
��  

),,( tyx iixy , ),,( tyx iiyy  �
42�����	  ��  ��  "�����6  4����
�  t  �  �
���  ),,( tyx ii , �  

��  "�����6  �������
�  4����	�  ),,( tyx  � �4��	  ����	���  �
�����  �
  ����
�����
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�
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  �

��	����  (x  ��
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���  4��	���	 : 

( ) ),,(),,(
),,(),,(

,, tyxKztyxK
x

tyxK
z

x

tyxK
tyxK Xd

j
dU
j

X
j

U
jx

j
y

y
e ×+=

¶

¶
+

¶

¶
= ; 

( ) ),,(),,(
),,(),,(

,, tyxKztyxK
y

tyxK
z

y

tyxK
tyxK Yd

j
dV
j

Y
j

V
jy

j
y

y
e ×+=

¶

¶
+

¶

¶
= , 

��   ( ) �� �
=

¥

=

¥

=

wW
pp

D

l
-=

5

41 1
*

*

sinsinsin
i

ikn
U
ikn

k n

ss

kn

k
Px
knjdU

Pxj t
m
yn

l
xkC

tK , 



 123 

( ) ( ) ��
�

�
��
�

�
w
w

-
w
wpp

D

ml
+n-= � �

¥

=

¥

= kn

kn

kn

kn

k n

ss

kn

nk
Py
knj

p
dU
Pyj

tt
m
yn

l
xkC

cctK
5

5

4

4

1 1
*

*2*
22 sinsin

sinsin , 

( ) � �
¥

=

¥

=

y
��
�

�
��
�

�
w
w

-
w
w×p×p

D

l
-=

1 1 2

2

1

1

2*

2
2 sinsin

sinsin
12

k n kn

kn

kn

knss

kn

k
Pz
knj

T
Xd

Pzj
tt

m
yn

l
xkC

h
ctK , 

( ) ( )�� �
=

jy
¥

=

¥

=

y wW+W
×p×p

D
-=

3

11 1

sinsinsin
2 i

ikn
X

iknikn
k n

ss

kn

Mx
knjXd

Mxj t
m

yn
l
xkC

tK , 

( ) ( )�� �
=

jy
¥

=

¥

=

y wW+W
×p×p

D
-=

3

11 1

sinsinsin
2 i

ikn
Y

iknikn
k n

ss

kn

My
knjXd

Myj t
m

yn
l
xkC

tK , 

( ) ( ) ��
�

�
��
�

�
w
w

-
w
wpp

D

ml
+n-= � �

¥

=

¥

= kn

kn

kn

kn

k n

ss

kn

nk
Px
kn

p
dV
Px

tt
m
yn

l
xkC

cctK
5

5

4

4

1 1
*

2**
22 sinsin

sinsin , 

( ) �� �
=

¥

=

¥

=

wW
pp

D

l
-=

5

41 1
*

*

sinsinsin
i

ikn
V
ikn

k n

ss

kn

k
Py
knjdV

Pyj t
m
yn

l
xkC

tK , 

( ) � �
¥

=

¥

=

y
��
�

�
��
�

�
w
w

-
w
w×p×p

D

m
-=

1 1 2

2

1

1

2*

2
2 sinsin

sinsin
12

k n kn

kn

kn

knss

kn

n
Pz
knj

T
Yd

Pzj
tt

m
yn

l
xkC

h
ctK , 

( ) ( )�� �
=

jy
¥

=

¥

=

y wW-W
×p×p

D
-=

3

11 1

sinsinsin
2 i

ikn
X

iknikn
k n

ss

kn

Mx
knjYd

Mxj t
m

yn
l
xkC

tK , 

( ) ( )�� �
=

jy
¥

=

¥

=

y wW-W
×p×p

D
-=

3

11 1

sinsinsin
2 i

ikn
Y

iknikn
k n

ss

kn

My
knjYd

Myj t
m

yn
l
xkC

tK . 

�  �	��4��  (3.39) ����  ���  �	4������� , ����	���� , ��"
������  �  �
���  

),( 11 yx  – ( )tx1
e  ��	  ���  �����	  �
������
2
  ������������  )(1 tPz  ��  �
�����  

)(2 tM x  ������  ���	  ���	
  �	2��� : 
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'��	�  �	�
� , 
��������  4�����
���
  �	��  (3.37), (3.39), �
  ���� , 

4����5�3  �
���
��  �
4� '�4����  ����
�  4�����  ��
  �������  �������
�����  

��"
��������  ����
����
�  �����	�	 . 

#  
�����
���
  "
���  �	��4	  (3.37), (3.39) �
���  4��	���	  �  �	2���� : 

[ ]�
=

=
N

j
jiji pAu

1

, (3.43) 

��  iu  – ����
����3  5�����
  "������  �
��
�����  ������8����  ��
  ��"
������  ���  

���� ; ijA  – ����2�����	
  
�����
�  �6�����  ���  ����
����	�  ��������
 -

��4�	���	�  ����  !
5�  )(tKij  ��
  
�����
�  42
���	 ; jp  ����
����3  4����  �  ����  j-� 

�	�	  ( )tPj . 

�����  ��	  �����	��	�  �
����������  �������
����
2
  ��"
��������  

�����	�����	�  ���������  �
���������  �
�����
  ���	  �
�������  �	��
��  

4������� , �  ��  "
������� , �
��  4�����5�  4������  �	��4��  �	��  (3.43) 4��	�����	  

����  �	�������  ����
2	 : 

jiji PAu = , (3.44) 

��  ����
�  iu  ����
����3  "������  iu ; ����	��  ijA  – ����2�����
��  
�����
�
��  

42
���	  ijA , �������	  ��
�  ija  ����
����6��  ��4�	���	�  �����  )( ji ttK - ; �  

����
�  jP  – "�������  ������������  ( )tPj . 

�  ����  �	������  �	�	��3  ��������  
�������  4����� : ��������
 -

��"
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���	
  ����  (��& ) 
� '3���  �����
�
  ���
�	
  (���
�	
  �����	  �  ����	�  

�
���� ), �  ��
�����
  4��
�	  4
���5�3  �������
�����  ������������ , 8
  ��3  ��  

���	
  
� '3�� . �  �
�
2��"��  [82] ���	  �	�������  ���
�	�	  �����	"������  

"��
��	� " �����������  ����
����
�  �����	�	 , �
�	  ���  �����	"������  

4
���5��
2
  ������������  �
�	��  ���
  4���	  4����  �  ����  ��
2
 -������  

���������  ��&  �  
���
  �4 �
�
� . :���5  �������  ��
�����  �	�	��3  ��	  

�����	"������  �
�����	�  ������	�  ����������� . ����	���� , �
�	  �  �����
  �
���  

��  �����	��  ��3  �
������  4
���������  ������������ , 8
  ����	��  ���  

�
��
����	  ������������  (��	  �	�
��  ��  ���  �
������ ), �
��  ��
�����
  4���	  
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4����  �  ����  � '��	  ����������  ��&  (��  
�
� '�4�
�
  �  
���
  �
��� ). �  ��
��  

�	�����  �����  ��	  �
4� '�4����  �����	"�����
�
�  4�����  �����4����	  �	�����  4 

� '��	  ����2�����	�  �������  #
�������  I �
�� , 8
  �������  � '���  �����
�	�  

"�����
  ����  ��  4�����
���  ���  � '��	  ����������  ��&  4 ���
�	�	  "�������	  

���� , ���  ��	
��6����  ��  �	�����  ���� . 

 

 

3.2. ��������	
���  ��	�
�	��  ����
�����  �
�
��
���� , ��  �����  �
  

�

�����  

 

��
��	�	
  �������  ����������6��  �
���������  �  
������  
������	�  

���
�����	�  4����  4 �����	"������  
��
����
  ��6�	�  �������
�  ��4�����	�  

�
�����	�  (�
4�
�����  � �
������	� ) ����������� . 

%
42����3����  ��������	
  ���	�  ��  ������  �4
��
���  �����	��  �������
�  

�
�8	�	  �	����	  �������
�  ����������� . 1��  ��������	�  ���	�
�  �
4���3����  

�������
�����  ������������  �����	�	  ��
��2
�  ����  �
�������
2
  4 ����
�
�  

�	��	�  �����	�  ����
�  �� �
�	���� . 1
�������  �����	�	  �	���3����  ��  

��������
��  ���������  ���� . ����
  4��
�	  4���	  �  ����  �	�  �����������  

�����
�� , 
����  ��	  ��
��  ���������3���� , 8
  2�
����	���  
������  �����������  

��  ����  �

��	���	  4����� . '��
�  ��	�����3���� , 8
  4�����  ��
���  
������  

��	��������  �����������  3 
��
4� '�4�
�	�	  (�  4�2����
��  �	����� ), �  �  �����  


������  ������������ , 8
  ��6��  ��  �����	�� , ��  4�������  ���  ��
��
�
�	�  

�

��	��� . 

!
��������  ��������
5���  �	��  (3.37), (3.39) ��	  4����	�  "�������  �  

�����
  ����	��  ��  5����	�  "�������  )(tPj  3 �	����
6  4 N ����
�	�  

����2�����	�  �������  #
�������  I �
�� , �
4� '�4����  ��
�  3 ���
6  �  4�����  

�����	"������ . 

#  
�����
���
  "
���  �	�����  ����2�����	�  �������  �	��  (3.43) ����  ���	  

���	
  �	2��� : 
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#�����
 , 8
  
�	�  �	����	  (3.45) ����
2���	
  �������
��  �	8�  ���  


�����
��
2
  �	�������  (3.43). 

&	�����  ����2�����	�  �������  �
4� '�4�3����  4� �
�
�
2
6  ���������
  

�
4�
����
2
  �
�������  ���
��� , 8
  ��4�3����  ��  �	�
�	������  �4�2������	�  

��2
�	����  ���  �
4� '�4����  ��
�
�	�  ����	��	�  �������  [62] � %( '	�
�
�� . 

1
����
������  �
4� '�4���� , ����
����
  �
  
�	���
2
  �
�������  ���
��� , 

�������� : ���  �	����	  ����2�����	�  �������  �	�
��3����  �	�����	4����  4� 

���
� , �  ��4�������  �
2
 , 4�4������  �	�����  ����2�����	�  �������  �	��  (3.45) 
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�
2
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=
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1
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* . (3.46) 

'��  ijA  – ����	�� , 8
  ����
����3  ����2�����
��  
�����
�
��  [ ]×ijA , ����
�  

ip  ����
����3  "������  ip , �  ju  – ju  . 

:�
�
��  &,(%  �	��  (3.46) �
4� '�4�3����  4 �	�
�	�������  �4�2������
2
  

��2
�	���  ( �����  – �(  ��
  !������  – �(! ), �  ��4�������  �
���  
������	  N 

������� , 8
  4�������  �����	  ���  
��
2
  i-��  ������������ : 

ii MpM =× . (3.47) 

��  M  � iM  – ����	�� , �	4������  4 4���
��������  �(! . 
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���  �
��
2
  ��������  �	��  (3.47)  �	�
��3����  ��
������  ��2����	4����  

4� ( . � . '	�
�
�	� , �  ��4�������  ��
�  ��	�
�	�
  �
  ��2����	4
���
�  &,(%  

�	�� : 

( ) iT
ii

T MMpCMM =×a+ . (3.48) 

��  0>a i  – ��������  ��2����	4���� , C – �	����	���  ���
����2
������  ����	�� , 

"
���  ��
�  ��������  ����5� . 

1�������  ��2����	4����  ia , 8
  ��
�	��  �  (3.48), 
��	��63����  ��  
��
��  

������4����  �
  ia  , ����
����
2
  �
��
��  ip  "�����
����  �	�� : 

2)( iii MpM -a× . (3.49) 

 

 

3.3. ���	

�  ��������	
���  ��	�
�	��  ����������  �
�
��
����  

 

1�	����	�
 , 8
  �	��
  �
������	�  ��4�����	�  �������
����	�  

����������� , 8
  ��6��  ��  �����	�� , �
����63  N (���  ���
8����  4
��������  ��  

�	� . 3.8 �
��4��
  ���	�  �	����	  4 ��
�  ��4�����	�  �
������	�  ����������� ). 

1�	�
��  �����3���� , 8
  �
��	  ��	��������  �	�  �����������  ���
�� , �  

�����
��  �	5�  4��
�	  4���	  �	�  �����������  �  ����  ( )tPj . #�����
 , 8
  3 

���
�	  ���  �	4�������  4
���5��
2
  ������������  ( )tyxPzj ,,  ��  �����	  4� ���
� , 

���  � ��
��
�
�
�  �����
�
� . .�  ���
�	  �
���  ��
��
  �
4���	�	  ��  ���  2���	 .  

�
  ���5
�  2���	  ����
������  ������	���������  ���
�	  [73, 171, 176], 
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4
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  ������������  ��  �
����������
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4����	�	  

��	  �
����
�	�  ����	�	 , 8
  ��3����6��  ��	���  ��"
�����
�	�  ��	�� , 

�
�
����	�  �������
����	�	  �������������	  ( )tyxPzj ,, . 
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��  10-t  – ��
���
�  ����  ���  �
����
�  ��	��������  ������������  � �� 

��3������36  ���5	�  (��
��	��	� ) ����	�
� ; 20-t , 30-t  – ��
����	  ����  

��3�������  ���2	�  � ������  ����	�
�  ����
����
 ; ( )11, yx , ( )22, yx , ( )33, yx  – 

�

��	���	  ����	��� , 8
  4���3�������	  4���6����� , ���5	� , ���2	�  � ������  

����
����
 ; ( )00, yx – �

��	���	  �������  4���6����� ; 
)1( 2n-×r

=
E
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��	�
��  21020 ttt += -- , 31030 ttt += -- , ��  2t , 3t  – ���  ���  ��3������36  �	2����  

���5	�  � ���2	�  ����	�
� , ���5	�  � ������  ����	�
�  ����
����
 . 

��������  �	�����  (3.51) ������
�� , �
  �
2
  �  ���  �	����	  4 N �����������  

��
�����
  �
4� '�4��	  N ���	�  �	���� . �
�� , �
��������  4�����  � ��  ��
���  – �
��  

�
��  ���	  �
4� '�4���  �	��
�	�	  ���
���	 , ��2
�	��	  ��	�  �����4
����  ��  

+�� , 
����  ����5�  �������  4�����  ����  �
��2��	  �  �
�� , 8
�  �
�	��  �
��
  

�	�����	  �����  �����  2jt , 3jt  ���  ����  N ����������� . 

�
  ���2
�  2���	  ����
������  
��	��6������  ���
�	 , 4���
����  ��  

������4����  ����
����	�  "�����
�����  ��� '�4�	  
2

2l
jjij

j
d

a -× wPA  ��  �����	  4� 

��������
�  ��2����	4����  ja , ���  � 4� ����������	 , 8
  4�������  ���  �

��	���  

( )jj yx 00 , , ���  ��
����  �  knjC . #�����
 , 8
  ����  4�����  �
4� '�4�3����  �	����
�
  

�	�����
  ��  ��	��	4�
 . '��
�  ���4���	�
 , 8
  ������  ���  �	4�������  �
��	  

��	��������  
��
2
  ������������  ���  
��	�����  4����
  ����5�  (����5�  �	�  �  

10 ��4�� ), �	�  ��
��
  ���  �����	"������  

2
  4�����
���  4� ���
� . 

#�����
 , 8
  ���5	
  ��
���  �
��  ���	  4���
�
���	
  ���  �����	�
2
  

�	���  ��4�����	�  ����������� , � 

2
  ���
�  �
���  �	�
�	����	  ��  �
����
��  

����	����� . 1
����5�  ��
������  �

��	���  ��
�����
  �	�
�����	  ��  
��
��  

������4����  ����
����	�  ��� '�4
� . 

�  �	��
���  4�4���	�
 , 8
  4� �	����
�  ����	�  ����	"���	�  4���� , 

�
� '�4��	�  4 �����	"�����36  4
���5���  �����������  �  ������
��  ���� , 

�����	"������  �

��	���  ( )jj yx 00 ,  �
�
�  ��	��������  �����������  ��  �
������ , 

�
��  8
  �����  ����������� , ��  ����	�
 , �
���  �	��
  ��4�����
  � �
����  ���	  

�
�	��  �
��
  
����6����  ��4�
�������
  ��  �
���������
��  
� '3��� . 
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#  ������	�  4������  ��
�����5�  4�������6����  �
�������  ������������ , 

4����  ��	�  �  ����  �����
�� , (�	� . �	� . 3.8), � �	�����  (3.2) �
��  ���	  �����	����  

�  ����5  ���
�
��  ���
8��
��  �	2���� , 8
  ������3����  4 ���
�  

�	"����������	�  �������  �  ����	��	�  �
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������
 , 8
  "������  ),,( tyxPzj , 8
  ��
����  �  �����  ����	��  ���5
2
  

�������� , ����
����6��  j-��  4���6�����
��  �����������6 , �
���  4 ��	�  ��3  

��4��  �

��	���	  
������  

2
  ��	��������  ��  4��
�	  4���	  ������	��
���  

�����������  )(tPj  �  ���� . 

&	�����  �������  (3.52) ��	  ����	�  
���������  �  ����  �
�
2��"�
 , 

����	����  [134], 4�
����  �
  
��
2
  �	"����������
2
  ��������  �������
2
  

�
�����  8
�
  ��
2	�� . ����� , ��	  �
4� '�4����  4����  �����	"������  ������	�  

�����������  ��  �	�����  ����  ��
�����5�  �	�
�	��
��6����  ��"
������ , ���  

������	��
2
  �	4�������  ��	�  ��
������  4�����
���  �����  �
�
�
��  �
�����  y x � 

y y, �
��  ���  ��������  �
42
�����  �	�����  4 ���
�  ������� . 

:����
  ��	������	 , 8
  ��
�	  4����������  �����	�	  ����
����6��  

5������
��  
��	����6  �� �
���� . 

1�	  
��	�������  �  ����
����	�  �
���
�	�  �����  ���	�����
��  ��������  

�	��
  ���5	�  ������ , ��	�
��  ��
������  ��  �	��
  �����
��6���
��  ��  D�����  

�
���������  �����	��
�  4����
���  ����� . 

���  �����	"������  �	����	  4 N ����������� , �
��
  4���
������  "�����
  

)(tPj , ��
�����
  4����	  4����  �  ����  ��	� -������  ����������  ��������
 -

��"
��
���
2
  �����  (��& ) �����	�	  �  N ��4�	�  �� �
���� . ����
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��	�����	  ( )SiSi yx ,  – �����  �����
��	  ����	��� , 8
  ��3����6��  4����  

��"
�����
�	�  ����������  �����	�	  (������8����  ��
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  ����	�  "����3  4���	  ��
2	��  ( )twi
*  �  �
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�
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)�8
  ����	� , ��3����3 , ����	���� , 4���	  ��"
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*e  �  �
���  4 

�

��	�����	  ( )SiSi yx ,  ��  ������
  �	��
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  �
������  �����	�	 , �
��  �	��4  
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2���	
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  �	2��� : 

( ) ( ) )(*

1 0

tdtKP xi

N

j

x
ij

t

j e=tt-t� �
=

e , (3.54) 

��  ( ) �� �
¥

=

¥

= =

e

w

wpp
D

l
=

1 1

2

1

2* sin
sinsin

)(

2 k n p pkn

pknSiSi

kn

kjknx
ij

t

m
yn

l
xkbCh

tK . 

#�����
 , 8
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  4���6�����
2
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j
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��  12212211 AAAAM -= . 

1�	  ��
�������  �
4��������  ��  ���	�	�	  ��"
�����
  )(txje , ���  3 

��4��������	  �
4� '�4����  ����
�  4�����  ��	  4����	�  4��
���  4���	  �  ����  

4
���5���  �����������  )(tPi , ����������  «5�� » ����
����
  �
  "
����	 : 

)()()( max
* tRndtt xjxj ×d×e+e=e , (3.57) 

��  d – ����
���  �
�	��� ; maxe  – ����	������  ��"
������  �����	�	  �  

�
42������
  �
��� , )(tRnd  – �	����
��  �	���  �  ���������  [ ]1;1-  . #�����
 , 8
  

��
������  «4�5������� » �
���63  �
�	��	 , 8
  �	�	��6��  ��	  ������	�  

�	�����  ����������  ��&  ���������  �
��������
  (����	���� , ���4
����	��	�  

���
�
� ). 

1�	  
��	������� , �������	�  ��  �	� . 3.9, ���	  ��	
����  ��������  4�������  

���������� : r =7890 �2 /� 3; E=2.07×1011 1� ; n=0.3; k'=0.85; h=0.04 � ; l=0.6 � , 

m=0.4 � , r1=r2=r=0.005 � ; 9
1 10)(max =tP  1� , 8

2 108)(max ×=tP  1� , 15.0=d . 
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��	���	  �
�
�  �������  ��	��������  �
������	�  �����������  4.001 =x  � , 
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4� '�4����  4�����  �����	"������ , (�����  �����
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��4���  4���	  �  ����  "�����
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)(2 tP , ��	�
��  ��	��  1 � 2 (�
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����6��  4����	�  4�����  

����������� , ��	
���	�  ��	  �
4� '�4����  ����
����
�  ����
�  4����� , �  ��	��  3 � 4 
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���  ����� ) – �����	"��
���	�  4�������  ����������� , ��	  "4�5������� " 

�	����	�  ���	�  4 ������  15.0=d . 

#�����
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  ��  �	� . 3.9, �  ������������  (����	������  ���� ) 3 �
������	�  

�	��
�  � ����������  �  �������� . 
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��  �	� . 3.9 �  ������������  2��"����  ��6�������  ��4��������  ������4����  

����
����	�  "�����
�����  ��	  �	4�������  ����������  ��2����	4����  1a  (��������  

��	�� ) � 2a  (�����	 ). /  �����������	�  ��4��������  �	��
 , 8
  ��
����5  

����
������  4�������  ��	  �
4� '�4����  ���
�  4�����  ���� : 51
1 10-=a , 52
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%
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�����	��  4���	  ��
2	���  )(twj  �  ���
�  �� �
���� . 

�  ��
��  �	�����  ���  �����	"������  �	����	  �4 ���
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�  ����2�����	�  �������  
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1�	  
��	������� , �������	�  ��  �	� . 3.10, ���	  ��	
����  ��������  

4�������  ���������� : 4
1 108)( ×=tP  � , 5

2 10)( =tP  � , 4
3 106)( ×=tP  � , 05.0=d . 
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��	���	  �
�
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��  �	� . 3.10, �  �
��4���  4���	  �  ����  "�����
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���	�	 , ��
  �
4��5
����  ��  �����	��
  �������� , �
��  ��  

�
�����
  �
����
�
  �
4�����	  ��  ��  �	������ . .�  ���
�  �
����
�
  ��6����3  

«������ » �����	"������ . 
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�  

%	���
�  3.10 – *����	"������  �	����	  �	�  ��	  ���
�	�  ��
2	���  

 

/  �������	�  ��4��������  �	��
 , 8
  4���
�
�
����  ���
�	�� , �
4�
��3  


��������	  �
�	��  ���
��  �
4� '�4�	  ���  �	����  ����2�����	�  ������� , �
  ��	�  

4�
�	����  �
4� '�4����  4�����  �����	"������  4��
���  4���	  �  ����  �������
�  

��4�����	�  4���6�����	�  ����������� , ���  ��6��  
��
����
  ��  ����
�����  

�����	�	  �������
�  �
�8	�	 . 
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3.4. ����������  �	
���  	����
�  
��
��  	��  ��	�
���
��  

���
��������  	���
������  	
�����  

 

%
42�����
  ��"
��������  �����	�����	�  ���������  �
��������
 , 8
  

������  ��  ������
  
��
�� . #��
�
 , 8
  ������  
��
��  �����	��
  ��  

����5�
���3  4����  �����	�	  �  �
�4�
����
��  ��������  ��	  ������������  

�
�	�	�	  ��
  �
�	��	�	  �
  �	��
�	�  �
����
��  �	���	 . �����  ��	  ���
��  

4����  ���  ��36  �
�4�
�����  �	�  ��	�
��
  ����  �	�	���	  ����� , 
��� , ��	  

�
4� '�4����  �
����	�  4����  �
�����
  ����
�����	  �	�	����6  ����2�� . �  �	����� , 

�
�	  ��
�����
  �������
  �
���������	  ��������  ���
2
  ��"
��������  �
�����
  

�	�
�	��
�����	  ����5  �������  ��2��
5��
��  �
���� , �  ��	�  3 �
��	�����  

����
�����	  ��
������  ��
�	  �
������  ���  5����	 . '��	�  �	�
� , 
��
��	
  

���	�  �����
�  
��
�	  ��
����3����  ��	  �
������
��  ������������  

�����	�����	�  ���������  �
��������
  [76]. '��  �	�
�	��
��3����  
���  4 

��
����5  �
��	�  �����	�  
��
5��
�	�  �
����
  
��
�	  – ��
��
�
���  ������  

������
��  
��
��  «#���
�� -,�
���3�� », �������	���  �
����  ��
�  
�	����  �  

�
�
2��"��  [13].  ��
��4	 , ���  ��	
����  ���  ��3�  �
����  �����
�  
��
�	  �
���  

�42
���6����  4 2��
��4��	  &. 1 . '	�
5����  ���  �����	�  (
�	���  �
����  

����
��6��  �"���	  �������  ��  4���� , 
���  – �  
��
�� , ���2�  – �  ����
  �����	�� ). 

%
42�����
  ������������  �����	�	  ��  ������
  
��
��  �	���	 , 

�
������	�	  �
  �� �����	��
�  ��
8	�	  (�	� . 3.11) � ��	������	�	  �  �
����  

( )jj yx 00 , . 

���  �	4�������  �
��
������  ������8����  �����	�	  �  ������  ��
����
�  

��
���  &. 1 . '	�
5����  ��������	�
  ��������  �	�����  �	"����������	�  

�������  ����
2����  (3.52), ���  4 �����������  ����
����	�  �
����
�	�  � ���

�	�  

��
� , �  ���
�  ��
�  �4�3�
���  �����	�	  4 
��
�
6  ����  ���	  �������� , 8
  


�	��6��  �������
�����  ��"
�����
��  ��
���	  �  �
42������
  ���������
  

�	����� : 
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D
t

IwhGD

tyxRtyxP
t

w
hwhG
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N

j
zjxy

 (3.58) 

��  ),,( tyxPzj  – j-	  �������
����	
  ���	� ; 

   ),,( tyxR  – �������  �����
�  
��
�	  (�	� . �
�
2��"�6  [13]). 

 

x
l

z
P (x,y,t)

(x   , y  )

zj

0

m
y

 

%	���
�  3.11 – &����  �����	�	  ��  ������
  
��
��  

 

�  ��	��8���� , 8
  
��
��  3 �����
6  
��
5��
�
6  ��
��
�
���
6  ��  

������
�
6 , ����
����
  �
  �
�
�	  [13] �
���  4��	���	  ��������  �	�������  ���  

"������  �������  
��
�	 : 

2
0

2

00
2 ),,(

),,(),,(2),,(
t

tyxw
mtyxwktyxwttyxR fff

¶

¶
+×+Ñ×-= , (3.59) 

��  fk , ft , fm  – �
���
��  ������  
��
�	 : 
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fk  – �
�"���3��  ����
�  ��
�
���
�
���  (�
�"���3��  �
����� ), 8
  �	4����3  

�
�
��  �����
�  
��
�	  ��  ��	�� ; 

ft  – �
�"���3�� , 8
  �
4�
��3  ����
�����	  �
�	���  ���������� , 8
  

�	�	��6��  �  ������
  
��
�� ; 

fm  – �	�
��  ����  �����
�  
��
�	  ���  ����������  �"����  ������� . 

.�  ��������	  �
����  ���	  4��
���� , ����	���� , 4 �������	�  

��������
5��� : 

( )�y
n-

=
H

f dzz
E

k
0

2

0

0 '
1

, 

( )
( )�y

n+
=

H

f dzz
E

t
0

2

0

0

14
, 

( )� yr=
H

f dzzm
0

2
0 , 

(3.60) 

��  E0 – �
����  �����
���  �����
  
��
�	 , 

    0n  – �
�"���3��  1����
��  �����
�  
��
�	 , 

    0r  – 2���	��  ���������  
��
�	 , 

    )(zy  – "������  �
������
2
  �
4�
����  ������8���  �  
��
�� . 

�  ��4�������  ����������  �
�	��	�  ���������  
�	������  �
����  4�����  

«�
4�
�����	  ������������ » [13], �  4�����	  ������
��
  �����
��
  – �
��  ���	  

4���
�
���  �  4������  �	������
2
  ������������ . 

#��4���	�
 , 8
  ����3  ��������  2��
��4  8
�
  "������  �
������
2
  

�
4�
����  ������8���  �  
��
��  )(zy  �  4�����
���  ���  ����	�����
�  ��
��
�
�
�  

�

��	���	 , ����5  �������
  
4��

�	�	��  4 �	�  �	������  �
���  ���
�  �  

�
�
2��"��  [13]. 

%
4�'�4����  �	����	  �	"����������	�  �������  (3.58) �  ��	��8����  

����
�	�  �
����
�	�  ��
�  ���  5������
 -
�����
�  �����	�	  ��  ������
  
��
��  

����  ���	  �	2���  ����
2���	
  (3.37) � �����4���	��  ���  �
��������  �	��4��  

�����	 : 
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 (3.61) 

��  ),,( tyxK fW
j , ),,( tyxK xf

j
Y , ),,( tyxK yf

j
Y  – ����  ����
����	�  ����2�����  

�6�����  (42
��
� ) �	�� : 

[ ]tt
m
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l
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tyxK f
kn

f
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f
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f
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Y
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*
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�
�
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�
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�
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w
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wpp

D
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¥
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=

Y
f
kn

f
kn

f
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f
kn

k n
f
kn

n
f

knyf
j

tt

m
yn

l
xkbC

tyxK
2

2

1

1

1 1

* sinsin
cossin),,( . 

�  �����������	�  ��������
5����� : 4������  5�	��
���  ��	��  4����  �  

������  ��
���  �	��  '	�
5����  
r

=
'2 G

cT  4'����3����  5�	������  
f

f mh
hG

c
+r

=
'

, 8
  

����
��3  ���	�  
��
�	  ��  5�	������  ���	�  ��	��  (��
��������� , 8
  4����	��  

���  �	�
�
�  ���	  
��
�	 ); 
f

f

mh

t
a

+r
=

2
2 ; 

f

f

mh

k
a

+r
=3 ;   

f
kn

knf
kn

f
kn

bd

1

2

11 w

+l×
-w=W ;  

f
kn

knf
kn

f
kn

bd

2

2

22 w

+l×
-w=W ; 

]))(([4))(( 3232
222

32
2 babadaacdbadac fknknfkn

f
kn ++++ll-++++l=D ; 

]))([(5.0 32
2

1
f
knfkn

f
kn badac D+++++l=w ;  

]))([(5.0 32
2

2
f
knfkn

f
kn badac D-++++l=w ;  . 

1�	�
��  f
kn1w , f

kn2w  – ������  ���2
��  ����
�	  �
�	���� , 8
  ����
��6��  

���	�  �����
�  
��
�	 . 
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&���  4�4���	�	 , 8
  �  �����  �	��4��  (3.61) �
�"���3��	  f
jknC  – 3 

�
�"���3����	  �
4�	�����  4
���5��
2
  ������������  �  ���	  9�� '3, ����
2����  

�
�"���3����  (3.20)-(3.24), �����	  4 �����������  ����������  
��
�	 . 

�  �	�����  4
��������
2
  ������������  �����	�	  (�	� . 3.11) �  �
���  4 

�

��	�����	  ( )jj yx 00 , : 

)()()(),,( 00 tPyyxxtyxP jjjzj -d-d= , 

��  )(tPj  – "������  4���	  ������	��
���  j-� �	�	  �  ���� . 

.�  �
�"���3��	  ������  ���	  �	2��� : 

)sin()sin(
 

14 00

m

yn

l

xk

mhml
C

jj

f

f
jkn

×p
×

×p
×

+×r
×

×
= . (3.62) 

�  �	�����  ������������  �����	�	  «����	�	�	 » �	���	  (�	� . 3.12) �  

�
�"���3����  f
knC  �����  4����	�	  ����
�����  4�����  �
  �

��	����  (x ��
  y) ��  

tV ×0 , ��  0V  – 5�	������  ����  ������������  (�
���
�� ). 

 

x
l

z

0

m
y

y

V
P(t)

 

%	���
�  3.12 – %��
��  4
���������  ������������  �����	�	  ��  
��
��  

 

�  �	�����  ������������  �����	�	  ��  
��
��  ��	  �
����������  

����
����	�  5����
�  (�	� . 3.13) �
42�����
  ���	�  �
4�
�����
2
  �
  

����
����	��  ������������  ( jxD  , jyD  – �
4���	  
������  ��	��������  �4�
��  
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��
  Ox � Oy ����
����
 , �  �
���  ( )jj yx 00 ,  – �����  ����
����	�� ), �
�"���3��	  

������  ���	  �	2���  ����
2���	
  (3.26): 

m

yn

m

yn

l

xk

l

xk

mhlm
C

jjjj

nkf

f
jkn 2

sinsin
2

sinsin
4

 
14 00

**

DppDpp

ml+r
= . (3.63) 

z
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0

x l
P(t)

w
u v

x

y

yD xD

 

%	���
�  3.13 – &����  �����	�	  ��  ������
  
��
��  

 4 ����
����
  �
4�
�����	�  �������������  

 

�  �	����� , �
�	  ������������ , ��	�������  �
  �����	�	  ��  
��
��  

����
����
  �
4�
�����
  �
  ���2�  �������  r (���2�	
  5����  ��
  �	��
�������  

���
�
�����	�  �
���
� ), �
�"���3��	  ������  ���	  �
����	
  (3.28) �	2��� : 

�
�
�

�
�
�
�

� ×p
�
�
�

�
�
�
�

� ×p
l

l
p

+r
=

m

yn

l

xk
rJ

r
mhlm

C
jj

kn
knf

f
jkn

00
1 sinsin)(

2
 

14
. (3.64) 

)�8
  ������������  �  4
��  �
������  �
4�
�����
  ��  ����
����
 , �  �  

�	2����  �
�
�	�	  �����
���  
�������� , �
�"���3��	  �
4�	�����  ������������  �  

�
���
��  ���	  9�� '3 ��	
����  4� ����
2�36  4 (3.30) �	2��� : 

�
�

�
�
�

� p
�
�

�
�
�

� p
��
�

�
��
�

�
l-

l

l

l

p
+r

=
m

yn

l

xk
r

r

r

mhlm
C kn

kn

kn

knf

f
kn

00
2

sinsin)cos(
)sin(

)(

214
. (3.65) 

1�	  �
���6�����  ��4�	�  �
������	�  �����������  �����	�	  (����	���� , 

������������  �
�
���
�  �
���������  �
���
�  ���
�
�����
�  5	�	 ) �
��  ���	  
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����
���
 , 8
  �����  �
������  ��3  ���2��  ��
  �����	���  "
��� , �  �
4�
���  

�	���  �
��  ���	  ����
����	�  ��
  �  �	2����  �
�
�	�	  �����
���  (�	� . 3.14).  

����	���� , ��	  ������������  �
�
���
�  �
���������  ���
�	�  �
���
�  

�	��4  ���  �
�"���3���  f
knC  (3.64) �
���  4��	���	  �  �	2���� : 

�
�

�
�
�

� p
�
�

�
�
�

� p
l

l
p

+r
=

m

yn

l

tVk
rJ

r
mhlm

C kn
knf

f
kn

00
1 sinsin)(

2
 

14
. (3.66) 

A B

R
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V
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%	���
�  3.14 – �
���6�����  �
������	�  �����������  ���  �
����  

 

&�������
5����  (3.61) �	4����6��  �
4� '�4����  ����
�  4�����  ��������
2
  

��"
��������  ����
����
�  �����	�	  ��  ������
  
��
�� . 

#�����
 , 8
  ��  
��
��  4�����
���
  (3.61) ��������
  
������	  �	��4	  

���  ��"
�����
  �  �
������
  �
���  �����	�	  ��  
��
�� .  

���  ��"
�����
  ������	���  �	��4	  ������  ���	  �	2���  
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sinsin),,( , 

z – �
�������  �

��	����  �
��	  �  ���
  �	4����3����  ��"
������  (�
  �	�
�� ). 

/���
�
�
����  �
����  �����	�	  ��  
��
��  �
4�
��3  �
���6���	 , 

����	���� , �������
�����  ������������  �
�
����  �
��������
  ��4�
2
  �	�� . 

�������
  
�	�  ��	���� : �
�
��3  �
��	���  �
���63����  ��  �4
��
���  �����	��  

�������
�  �
�8	�	  �	��  '	�
5���
 ; �
�
���  
��
��  – ��  ������  
��
5��
��  

������
��  
��
��  �	��  #���
�� -,�
������ . 1�	�����3���� , 8
  �
�����  ���  


��
�
6  � �
�
����  
��2
�  3 ��
��
�
���� . 

��  �	� . 3.15 �
��4��
  �����  �
���������  �
�
���
2
  
��2�  [85] (���	
  

�	���
� ) � �����  �� ���
8��
�  �
����  (����	
  �	���
� ), ���  ��	
����  ��	  

�
4�������� . 

 

1. �������
4���	��	
  ��"����
���
� ; 

2. �
��	���  4 ���
���  4 �
����
6  ������� ; 

3. ���������	
  ���
� ; 

4. 
��
��	
  D���� ; 

1*. �����	��  �������
�  �
�8	�	 ;  

2*. ������  ������
��  
��
��  �	��  #���
�� -,�
������ . 

%	���
�  3.15 – &����  4����	  �
�
���
�  �
���������   

 �����	�
6  ��  ������
  
��
��  
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��  �	� . 3.16 �
��4��
  4���	  ��
2	��  ���������  �
�
���
2
  �
��	���  ��	  

���  ���
�
2
  ������������ . %
4�����
�  �	�
�������  ���  4���
�
�
���
�  �
����  

– �����	��  �������
�  �
�8	�	  �	��  '	�
5���� , 8
  ���	��  ��  ������
  

������
��
  
��
��  �	��  #���
�� -,�
������ . ���  4����������  ��4��������  

�
4��������  4 ��4��������	  ��5	�  ���
���  ������	���������  ����  �4���  4 �
�
�	  

[115] (���������	
  # . # . , %��
���	
  : . &. 	  �� . $��=���	�  �
�
��=�  
����  ��  

������   
��
��		 , � . 53-58) – �
���  ��	�� , ��	��  1-4 – ��	����  �
4�������  

��
2	���  ��	  ��4�	�  ����������  �
�
���
�  �
��������� . 

 

-9.00E-04
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4

 

%	���
�  3.16 – /����������  4 ������	����
�  

 

/  2��"���  �	��
 , 8
  �
4������
��  ��	�� , �
��  � ��	4��� , ���  ��  

��������6�� . &���  4�4���	�	 , 8
  ������	���������  ��	��  ��  �	����	���  

����
��
  ���������� , 8
  
���
����
 , ������
 , � ’ �4�
�����	�  ��������
�  

��"
�������� , �  �
4������
��  ��	��  �	����	��� , �
��  8
  
��	����  ���  (����5  

��
��
� ) �����
�  �
����  ��  �����	�	 , ���  � 
��
�	 . 
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3.5. ��������  ��  	�
��
�  

 

%
42�����
  �������  �������
�����  ������������  (��6��  ��  �����	  

�
������� , �  
  �
4�
����  �����
�� ), ���  ��6��  ��  ����
�����  ������  �4
��
���  

�����	��  �������
�  �
�8	�	  (�  ������  ��
����
�  ��
���  &. 1 . '	�
5���� ). 

1����������
  ��
��6  �
4� '�4����  ����
�  ��  
������
�  4�����  ��
���  

�����
���  ���  ��������
2
  ���
��  ��4�����	�  �������
����	�  �����������  

�����	�	 . �������
  ������  ��	������  
��	�����  4 �����	"������  ���	�  4
���5���  

����������� .  

/  �������	�  ��4��������  �	��
 , 8
  4���
�
�
����  ���
�	�� , �
4�
��3  


��������	  �
�	��  ���
��  �
4� '�4����  ���  �	����  ����2�����	�  ������� , �
  ��	�  

4�
�	����  �
4� '�4����  4�����  �����	"������  4��
���  4���	  �  ����  �������
�  

��4�����	�  4���6�����	�  ����������� , ���  ��6��  
��
����
  ��  ����
�����  

�����	�	  �������
�  �
�8	�	 . 

#	������
  ������  8
�
  ����������  �����
�  ������
�
�  ��
��
�
���
�  


��
�	  �	��  #���
�� -,�
������ . 

���
���  ����
��  ��4������	 , ��������  �  �����
��  �
4���� ,
������
���
  �  

������  ���
��  [1 – 3, 12, 15, 19, 21, 25, 32 – 34, 37].  
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������  4  

�������������  ������������  ����� �  ��  ���������  

�����!�� "  �������#�� "  ���$� �����%  

4.1. ��&��   

 

%������  ���������  
� '3��	 , ��  ����	�
 , 3 �
�	��  ������	�	 . 1�	  �
���
��  

�������	��
�  �
����  �
42����6��  
��
��	
  ��������	
  
� '3��  (����� , �����	��  

��
  
�
�
��� ), �  ��5	�	 , ��
�����5� , �����6�� . �  ����	�  �	������  ��  

�������
�����  ��"
��������  �
��  ���	  �
��������  ��  
��
��  ���
�	�  �
����
  

�����	�  4 �����������  ���	��  ��4�	�  
�
��	�
���
 , �  ���� : �
����
�	�  
�
�  

(�����	�  ��
  � '�4�
�����	� ); �����  �
����
��� ; ���	�  ��� , 8
  ��6��  �����  

����  ��	  ���	�  2�
����	��	�  �
4����� ). &���  4�4���	�	 , 8
  ��	  

�������
����	�  �
�	������  �  �	������	�  �	������  4����	
  ���	�  �
����  

4��
��6���	  �
����
���  ��  ����"���������  �����	�
���  �
����
�	�  
�
�  � 

����� , �  ���
�  �	�	  ������� , �	��	����  ���	�	  �����	 , �  ��	�  �
����  ���	  

4�����  ��	��
�����  (
�
��	�
  ��	  �������
����	�  �
�	������ ). &	�	  �������  

�
���  ����
�����	  4� �
�
�
2
6  ��	3����	�  ���  (4
��������	�  ��
  

�
4�
�����	� ). 

#  2���4�  ����	�  4����  3 ����
��  ����� , �  ��	�  �
������3����  ���	�  ���	�  


�
��	�
���
 . 

������
 , 8
  �  �
�
��  [290] 
�	���	
  ������	��	
  ���
�  4���
������  

����
�  �
�	����  ��������
�  �	����	 , ���  ������3����  4 �4
��
��
�  ����
����
�  

�����	�	 , �  ���
�  4
��������
�  ���	 , ����	�	  ��  �
2�5�����  �
�	���� , 

��	3����	�  �
  �����	�	  �  ����	�  �
���� . �  ��
  �
�
��  ���  
�	��  �
�	����  

�����	�	  ���
�  �	�
�	��
��6����  �
���
��  ���	  
��
2
�����	�  "�����
 . �  

������  [238] �
������6����  ������  �
�	�����  ����
����	�  �����	� , 8
  ������  

4
���������  ���	 .  

�  �
�
��  [289] 
�	����  �	�
�	������  ������	��
2
  � �	�����
2
  

�
����
���
2
  ���
��  (analytical-and-numerical-combined method – ANCM) ���  
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�����4�  �����	�  �
�	����  ����
����
�  �����	�	  4 ���� -��
6  ��������6  

4
��������	�  ���  � ����	� . !��

��  ��
�	  �����	�	 , �  ���
�  ���	�	�	  ��  

�

��	���	  4
��������	�  ���������  3 �
�����	�	 . ��  ��4�  
��	���
2
  �  

�	2����  4������	�  "
��  �����	�  ����
�  �
4� '�4����  ���  «��
������
� » 

�����	�	  (��4  ����  ��	�  ��	�������	�  4
��������	�  ��������� ) 4 

�	�
�	�������  ���
��  ������
4	���  �
�  
��	����  ��������  �����	�  4������  

«
������
� » �����	�	  (4 ���� -��	�  �	��
�  ��	�������	�  4
��������	�  

��������� ). %�������  ���  �����	�  4������  �
4� '�4�3����  �	�����
 , 8
�  


������	  ������  ����
�	  � "
��	  �
�  «
������
� » �����	�	 . /�  ��
�	 , 8
  

�
�	��	  5����	�  �����	�  ����
�  ��	��	4�
  
����
�� , �
���
�  ��������  

�����	�  4������ , 
��	���
2
  4 ANCM, ����2��
  �	��� , ���  �
���
� , 


��	���	
  ���
�
�  �������	�  ���������  (finite element method – FEM). '��	�  

�	�
� , ��
���
��	
  ��� , ��
�����	
  ANCM, ����2��
  ���5� , ���  �
�����
  

FEM. !���  �
2
 , ANCM ���
�  �������5�3  �	��
  ������	��	
  ���
�  

(�
4� '�4����  �  4�������
  "
��� ), 
������	  ���  4���
�
��	
  ���  �����4�  �����	�  

�
�	����  
��
����
�  ����
����
�  �����	�	 , 8
  ����  ���� -���  ���������  

4
��������	�  ��������� . 

#  [241] ����������  
�	����  �	������  �
4� '�4����  4�����  ��
  ������  

�
�	�����  ���������	�  ������
  4 �
�����	�  ���
�
�  ���

�	�  ��
� , 8
  ������  

��
�	��  4
��������	�  ���  � ��	3����	�  �
����
���
 . '���  ������  3 
��
��	�	  

�����
�	�	  ���������	  �
������  � �
����	�  ��
��� . %
4�'�4����  4���
����  ��  

���
��  ������������	�  �
� , ��  "������  ����	�����  �	�
�	��
��6����  

��������	��	���  
��
2
������  �
���
�	 , ���  ��6��  �����	�
���  ����
�	�  

"�����
  '	�
5���
  � 4��
�
����6��  4����	�  ���

�	�  ��
��� . ���  �����	�  

4���
�
��3����  ��
���  �	���	�� , �  ���  �����  �
����
���  – ��
���  ���
�  

'	�
5���
 . &�������
5����  ���  �����	�  4������  
��	��6��  4� �
�
�
2
6  

��������  ����  ,�2����� . %
4�
����
  �	�����	
  ���
�  ���  �����4�  �����	�  

�
�	����  ���4
��
���	�  ��	�  � �
����	�  ������
 , 8
  ������  4
���������  ���	  � 

�
�����
  �����	��6����  
�
���	  ��
  ����	���	 . �  �
�
��  [242] 
�	����  
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�
����5�  �
���������  ���
��� , �  ��	�  ��  
��
��  4���
�
�
���
2
  �	�	  ���
��  

�
42����6����  ���
�  4�����  ��
  4��5���  �
�	����� . 

#  ���������
  �����	��  ���	���  ��5	��  �
��  ���	  �
4��8���  ��  ��	�� , 

���  �����	��3����  ������	 , 8
  �
42����6����  ��  ������  ���

��  ��
�	 . 

#�������  ��	�  ����4  ����
�	���  4��������  ���	��	�  �������������  �
��  

�	��	���	  �5�
������  ���	����  � ���	  ������
�  5��� . �  �
�
��  [259] 

�����������	
  ������	��	
  ������  �
  �����4�  �������
  ����
����
�  �����	�	 , 

8
  ����  ���	��	
  �������  4 
��
����	�	  �����	�	  
�
���	 . ��5	��  

�
���63����  �
4�
�����
6  ���
6 . 1
�������  ������8����  �
�
�  �����	�	  

�	4����6����  ��  ������
4	���  �
���
�	�  �
�	��� -�����  9�� '3 ��  �������
�  

�
����
�	�  "�����
 . #��  �����
��  �
�"���3��	  9�� '3 �
4���
��6����  ��  
��
��  

���
��  %>��� -%	��� . ���  ��������	  4���
�
�
���
2
  ����
�� , ������������  

������  �	��
�	�  ��	������  �4 ����	��	�	  ���

�	�	  ��
���	 . %�4������	  

�
��4�6��  �
���  ����
��������  ���  ������	��	�	  ��4��������	  ��  

��4��������	 , 
��	���	�	  ���
�
�  �������	�  ���������  (ANSYS). �
�������
  

���	�  �
4����  �����	�	 , �����  �
4��5������  ��5	�	  ��  �
����
���  
�
�	 . 

�
����������  �
�	����  ����
����	�  �����	� , ���  ������  4
���������  

���	  ��	�������  ���
�  �
�
�	  [240, 245]. �  ����������  [253] 
�	����  

�
���������  �	�����	  ����
����	�  �����	�  ��������  ��	  ������������� , 8
  

����6���� . ���	���
  4�������  �
4� '�4����  ���  �	�����  ���
�
2
  

������������ . 1����������
  «�����������	��� » �
4� '�4����  ���  �	�����  

������������  4 ���
6 , 8
  ����3���� . �
������3����  �����	
  �	������	
  

���2��  �����
�  �����	�	  �������
�  �
�8	�	  4 �
�����	�	  ���

�	�	  ��
���	  � 

���
6 , ���  ����3���� . #	4��������  ��������  ����  
��	���
  ��  ��4�  FSDT (first-

order shear deformation plate theory – ��
���  �����	�  ���5
2
  �
����� , 8
  

����
��3  ��"
������  4���� , ��
  ��
���  �����	�  �	���	�� ). %
42�����
��  

5�������  
��	�����  �����	�	  ��  ��5�  ���

��  ��
�	 . 

#��4���	�
  8
 , �  �
�
2��"��  [97] �
42����3����  ���	�  ���
�
�  ���	  ��  

����	  ��  �
���  ����
�����  �����	�	 , 8
  ������  ��  ������
  
��
�� , ��	�
��  
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��	  �
���������  4���
�
��6����  ����
�	  �
  �
���6�����  4
��������
�  ���	  

�
�����  �	� , ���  4���
�
�
����  �  ��
  �	�������� . 

��������  4�����  ���
2
  ��������  ���
  �	����� . #��4���	�
 , 8
  �
  

������5��
2
  ����  �
���  �
��������  �
�	�����  ��2��
��
2
�
�	�  ���
�  4 
���3�  

��
  �������
��  �
����
�	�	  �����	�	  
�
���	 . /2���3�
  �����  �
�
�	  ���
2
  

�	�� , �
� '�4���  4 �
����
�	�	  �����	�	  
�
���	  (�
����
�	�	  4
��������	�	  

�
����
����	 ) ���  �����
  ��"
�����	�  ���������  �
��������
  �  �	2����  

���
� . ����	���� , �  �
�
��  [96] �
42�����
  ��2��
��
2
�
��  ����	  ��  �����	�  


�
���  ��	  ���
�
��  ������������ , 4�����  �
4� '�4�6����  4 �	�
�	�������  

���
��  ��6�
��  ��  �������
�	�  ����  ���  �	4�������  ��
2	��  ����	  4 

�����������  �
����
���  �
����
�	�  
�
� . �  �
�
��  [151] �����������
  

�
4� '�4����  ����
�  ��  
������
�  4�����  ���  ���
�  4 �
����
�	�	  
�
���	 , 

��	�
��  ���	�  
�
�  �
���63����  4� �
�
�
2
6  �����
�	�  4
��������	�  �	� . 

%
��� , 8
  �
42����6��  �������	  �
��������
 , 8
  �
������6��  �4 

2��	�����	  �
�	���� , �  ������  �������	  ��"
�����
2
  �����
2
  ����  �
������
  

���
 . ����	���� , �  �
�
��  [290] �
42�����
  ��6  ���	��
2
  �
2�5�����  

�
�	����  �����	��	 , 8
  42	��3���� , ��	�
��  �
2�5����  �
������3  4 ��6  

�4�
��  ���� , 
����  ����  �����	��  ������������ , �
  ���� , �  �	2����  �
�	��
�  

���	 . �  �
�
��  [273] �
42����6����  4��5���  �
�	�����  �
��
�  �����	�	  4 

«�	������	�  �	������	�  �
2�5������ » 4 �	�
�	�������  ���
��  �������	�  

��������� . 

�  ��
  �
�
��  �	�����3����  ������ , ��	
  �
4�
��3  ����
�����	  ���	�  �����  

� �
��
�	�  
�
��	�
���
  ��  �������
�����  ��"
��������  ���������  �
���������  

5���
�  ��������  �  �	�����  �
����  ��"
��������  �����	�  (���
� ) �
����
�	�  

�������
����	�  �	�  (������
 ). .�  �����
��  �������
�����  ������������  �
����  

���	  �	4������  4 ����
����	�  ����2�����	�  ��������
5��� , 5���
�  4�������  ��  

�
  ����
�	�  ����2�����	�  �������  #
�������  ��
  ��  �	���� , 8
  �
4�
��3  


��������	  ������	�
 -�	��
��  �
4� '�4����  ��4  �	�
�	������  �������
�	�  ���� . 

1�	  ���
��  ����
��  �  ����  �	������  ��������6������  ����
  �
����
���  ��  

�����	��  �
���  �
42�����	  ��  ��	3����	
  
� '3��  �  �	2����  ����	  ��  
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�
���������	  4� '�4���  �
�	�����  �	����	  ����� -�����	�� . 1
����5	
  �����4  

�������
����
2
  ��"
��������  ��������
�  �	����	  ����� -�����	��  �
��  ���	  

4�
����	
  4 �
��8����� , ��
  �� , 8
  �����  �4 �����	�
6  �
������6��  ��  �
  ���
  

�
������ , �  �  ����	�  �
������	�  �
���� , �
��
 , �
  ���� , ���	�  �����  �
����
���  

4�����3����  �	����
6  4 �������
�  �
����
�	�  ����������� . 1�	�
��
 , 8
  ��	  

�	�
�����  �
������	�  �
4��������  ��
�����
  5����	  �
���
���  ���  ��������6  

�����
�	�  �	�  (�
�����6  �
���� ) � ���
� , 8
  �	�����3����  ��  �
4������	 , �  

���
�  �
��	�
����	  �	�
�	��
�����	�  �
�� '6�����  � ���������
2
  

��
2����
2
  4���4�������  . 

 

 

4.2. ���&'����'  
'�'(�  &'  )'&*)'&�(�'  )��*
+   

 

�������
�����  ��"
��������  ���
�  ��
  �����	�  
�	��3����  �	������	  

�	"����������	�  �������  �  ����	��	�  �
����	� . �
����  �
��4�3 , 8
  ���  

4�4�����	�  
� '3����  2����  ��4������	  ��6��  �
����  ��  ��4�  2��
��4  

&. 1 . '	�
5���� , 8
  ����
��6��  ������6  
��������  � 4��� . '���  �	����	  

�������  �
����  ���	  �
4� '�4���  4� �
�
�
2
6  �
4�	�����  5����	�  "�����
  

(������8���  � �����  �
�
�
��  �
����� ) �  ����
�����  ���	  (9�� '3, :������  ��  �� .). 

'
��  ���  �
�"���3����  �
4�	����� , ��  "�����
  ���� , �
���  4��	���	  �	�����  

4�	��
�	�  �	"����������	�  ������� , ���  �
����  ���	  �
4� '�4���  4 

�	�
�	������� , ����	���� , ����2�����
2
  ������
�����  ,������ . �  ��
��  

�	����� , ��	  �	�
�����  
������	�  ������
���� , �
4� '�4�	  �
����  ���	  

������������  �  �	2����  ����2�����  �	��  42
���	 , 8
  �
4�
��3  �	���	�	  

������	���  �	��4	  ���  ����  ����2�����	�  ������� . 

'��	�  �	�
� , ���  5����	�  "�����
  ������8���  � �����  �
�
�
��  �
����� , 

�  ���
�  ��"
�����
  �
����  ���	  
��	����  �	��4	  �	�� : 

tt×t-= � �
=

N

i

t

iijj dPtKtw
1 0

)()()( ; (4.1) 
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��  )(twj  – 4����  �  ����  �
��
�����  ������8����  ����
�  �
��	  (����	���� , 

��
2	��  �����	�	 ), )(tPi  – i-�  ������������  ( )(0 tP i  – 4
���5��  �	��  ��
  )(tRi  

�������  ��  
�
��	����� , 8
  �
���63���� , ����	����  �
����
��  
�
�� ), )(tKij  – 

���
  ����
����
2
  ����2����  42
���	  ���  i-��  ������������  �  j-�  �
��� . 

1�	  �������
����
��  ��"
��������  �����	�  ��
  ���
�  4 
�
��	�
����	  

���  �
��
�  
�
��	�
��� , 8
  �
���63����  – 
� '3��� , 8
  �
������3  4 ����
6  ��
  

�����	�
6 , �
���  4��	���	  �	��4  �	��  (4.1). '
��
  ���  N-
� '3����  �
���  

4��	���	  �	�����  4 N ����2�����	�  ������� , 8
  ����  ���	  N×2  �����
�	�  

(�����
��  ��  "������  ������8����  )(twj  ���  � )(tRi  – ������� ). ���  �
4� '�4����  

���
�  �	����	  ����2�����	�  �������  ��
�����
  4��	���	  �
����
��  (4��	��6�� ) 

��������
5����  ���  �
��
�  4 �
�
� , �  ���
  3 
�
��	����� . 

%
42�����
  �
��	��  �	����	 : 

� ) 4
���������  �  �����
  �
���  �����	�	  �
����
��  (�
����4
���� ) ����  

(�	� . 4.1) 
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���  ����������  4
��������
�  ���	  �� �������  ����  ���	  �	2���  

2

2 )(
)(

dt

twd
mtR i

ii = , (4.2) 

��  im  – 4
���������  ����  �  i-�  �
��� . 

#	��4  ���  ��
2	��  �  �
���  ��	3������  ��3�  ���	  �
���  4��	���	  �  "
���  

tt-t= � dtR
m

tw
t

i
i

i
0

))((
1

)( ; (4.3) 

� ) 1�	3�����  �  �����
  �
���  �����	�	  �
����
��  ����
�
 -������  
�
��  

(�	� . 4.2) 

���  ����������  �
����
�
�  �����
�  
�
�	  �� �������  ����  ���	  �	2���  

)()( twctR iii = , (4.4) 

��  ic  – �
�"���3��  �
����
���  �
����
�
�  
�
�	  �  i-�  �
��� ; 

�
��  �	��4  ���  ��
2	��  �  �
���  ��	��������  ��3�  �������  �
���  4��	���	  ��  

)(1)( tRctw i
i

i = , (4.5) 
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%	���
�  4.2 – �
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 -������  
�
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� ) 1�	3����	
  �  �����
  �
���  �����	�	  �
2�5����  �
�	����  (����"�� , 

��
��	4��
� ) – �	� . 4.3 

x

h/
2

l

z
0

m
y

h /
2

x0

0y

P(t)

S

xs

ys

yD
Dx

D

 

%	���
�  4.3 – �
����
��  
�
�� , 8
  ����"���3  (��
��	4��
� ) 

���  ����������  ���	��  �
����
�
�  
�
�	 , 8
  ����"���3 , �� �������  ����  

���	  �	2���  

dt
tdw

tR i
ii

)(
)( k= , (4.6) 

��  ik  – �
�"���3��  ����"��������  �  i-�  �
��� ; 

�
��  �	��4  ���  ��
2	��  �  �
���  ��	3������  ��
��	4��
��  

tt
k

dRtw
t

i
i

i �=
0

)(
1

)( , (4.7) 

2) :���5����  ������	�  
�
�  ���������  � ’ �4�
������ , �
��
  ��6��  ��  � '�4�� , 

���  � ������  ��������	��	�	  (�	� . 4.4). 

���  ����������  �������  ���  �����	�
6  � �
����
�
6  � ’ �4�
�����
6  


�
�
6  �����  �	�
�	����	  �	��4  �	��  

dt
tdw

twctR i
iiii

)(
)()( k+= , (4.8) 

�
��  �	��4  ���  ��
2	��  �  �
���  ��	��������  �������  ���  � ’ �4�
�����
�  
�
�	  

�
���  4��	���	  ��  
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( )� ttt-=
t

eii dRtKtw
0

)()( , (4.9) 

��  ( )
tc

i
ei

i
i

etK
×k-

×
k

=
1

 – ��������
 -��4�	����  ���
  !
5� , 8
  ����
��3  � '�4��  ��  

������  ��������	��	�	  �
����
�
�  
�
�	  �  i-�  �
��� . 
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%	���
�  4.4 – �
����
��  � ’ �4�
������  
�
��  

 

� ) �  ���
��  4�2����
��  �	�����  �
���  ��������	�	  
� '3�� , 8
  

�
���63���� , �  �	2����  �
��������  �����
���  ���	��  ���	 , �
����
���  ��  

����"��������  (�	� . 4.5). 

#	��4  ���  �������  ���  �����	�
6  � �
����
�
6  � ’ �4�
�����
6  
�
�
6  4 

�����������  ������
�	�  �"����� : 

)(
)()(

)(
2

2

twc
dt

tdw

dt

twd
mtR ii

i
i

i
ii +k+= . (4.10)

1�	�����
  ���  �
42�����
2
  �	�����  (��  ��
����5  4�2����
2
 ) ���
�	��  


��������  �	��4�  ���  "������  ��
2	���  �  ����
�����
  �
��� . 

#	�
��3�
  ���  �	��4�  (4.10) ����2������  ������
�����  ,������ , ��	  

����
�	�  �
����
�	�  ��
���  
����	�
  "
����� : 
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)()()()( 2 swcswsswsmsR iiiiiii ×+××k+××= . (4.11)

/  (4.11) ����  �	��	���	  �	��4  ���  4
��������  ��
2	�� : 

iii

i
i

cssm

sR
sw

+×k+×
=

2

)(
)( . (4.12)

1����  �	�
�����  
������
2
  ������
�����  ,������  4 �	�
�	�������  

��
���	  ��
  42
����  
����	�
  �������	
  �	��4  ���  ��
2	��  �  �
���  

��	��������  �������  ���  � ’ �4�
�����
�  
�
�	  4 �����������  �� ���	 : 

( )� ttt-=
t

fii dRtKtw
0

)()( , (4.13)

��  ( ) )sin(
1 2 tetK iCD

t
m

iCD
fi

i

i

×w××
w

=
×

×
k

-
 – ��������
 -��4�	����  ���
  ����2����  �	��  

42
���	 , 8
  ����
��3  ������  ��  � '�4��  ��������	��	�	  �
����
�
�  
�
�	  �  i-
  

�
��� , �  2225.0 iiiiiCD mmc k×-=w  – ������  ���2
��  ����
�� , 8
  ����
����3  

i-
  �
����
��
  � ’ �4�
������
  
�
��  4 �����������  �� ���	 . 
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� ) )�8
  �
42�����	  �	�������  �
�������  4�����  (�����  �	  
������� ), ���  

�
� ’ �4���  4 �4�3�
��36  �����	�	  � �����  �
����
���  �  �	2����  ����	  (����	���� , 

�
����  �	��  '	�
5���� ), �
  �
���  ���	  ���	�  5���
� : 

– �����	  N 5���  "���	��	�  �	� , 8
  ��6��  ��  ��  �����  ���  � ��  �����	��  

(����  �	��
  N ����	��3����  ������  �  ��
����  �	�����
2
  ������	����� ); 

– �
�������	  �	�����  N ����2�����	�  ������� , 8
  �	��	��6��  �4 ��
�  

�����������  ��
2	���  ����	  � �����	�	  �  �
����  ��	��������  42����	�  

"���	��	�  �	� ; 

– ��
����	  �
4� ’ �4����  ��3�  �	����	  ����2�����	�  �������  42���
  


�	���	�  ����5�  ����
��� . 

/�����  4��
���  4���	  4� ���
�  "���	��	�  �	�  �����  4�
2�  4��
�	  

��������	  ��&  �����	�	  ��  ����� . 

 

 

4.3. ����  ���� ' 	�
��	  �
�

�  �  �
�
������  ����	��  

 

&	�����  ����2�����	�  ��������
5���  �	��  (4.1), 8
  �
�
�����  �	��4��	  

�	��  (4.2)-(4.10) � (4.13), �
4� '�4�3����  ����
����
  �������
2
  ��2
�	��� : 

1) #	��4	  (4.2), (4.4), (4.6), (4.8) � (4.10) ������
�66����  �
  �	��  

[ ])()( tRftw ii = , (4.14)

(������
����  �	��4	  �
4������  (4.3), (4.5), (4.7), (4.9) � (4.13) ����
����
 ). 

2) #	�
��3����  �	��6�����  �����
�	�  "�����
  ������8���  )(twi , 

5���
�  ��	����6�����  ����
����	�  �	��4��  �	��  (4.1) � (4.14), ����	���� , ���  


���3�  � ’ �4�
�����
�  
�
�	  (4.1) � (4.9), �  ���� : 

( )��� ttt-=ttt--ttt-
t

e

t
W
R

t
W
P dRtKdRtKdPtK

000
0 )()()()()( . (4.15)

#	��4  (4.15) �����  �����
��  ���
�	�  ������  �  �����  ����	��  �������� , �  

�����
�	�  �  ����  ��	
��  �	2���  
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( )[ ] ttt-=ttt-+t- �� dPtKdRtKtK
t

W
P

t

e
W
R

0
0

0

)()()()( . (4.16)

�  ��������  �	�����  �	����� , 8
  ������3����  4 N×2  ����2�
 -

�	"����������	�  ��������
5��� , 4�
�	����  �
  �	����	  N  ����2�����	�  �������  

#
�������  8
�
  �����
�	�  ������
  )(tRi . 

3) #	�
��3����  �	�����	4����  �	����	  ����2�����	�  �������  (&*%). 1����  

�	�����	4����  �
���  ����2������  ��������  4�����3����  �	����
6  ����
�	�  

��2�������	�  �������  (&,(% ). �  ��4�������  �
2
 , ����	���� , ���  ���
�  

�����
�	�  ������
  ��	�
�	�
  �
  ��
�
�
�  &,(%  �	�� : 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
=

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

3

2

1

3

2

1

333231

232221

131211

P

P

P

w

w

w

r

r

r

AAA

AAA

AAA

, (4.17)

��  ����	��  ijA  ����
����6��  �	�����	4
���	�  �����  ����2�����	�  �������  

)(tKij  �  i-�  �
���  ���  j-��  ������������ , ����
�	  jr  – 4����  j-� "������  

������������  �  ����  )(tRj , Piw  – "������  4���	  ������8����  �  ����  �  i-�  �
��� , 

8
  �	��	����  �����	  4
���5��
6  �	�
6  )(0 tP , 
���
�����  ��  

ttt-= � dPtKw
t

PiPi
0

0 )()( . #�����
 , 8
  �  ����2�����	�  ���������  ��	�����  �����	  

��������
 -��4�	����  ����  !
5� , �
��  ���  ����	��  ijA  ������  ���������	�	  ��  

���4����2
�����	�	 . 

4) :�
�
��  &,(%  �	��  (4.17) �
4� '�4�3����  4� �
�
�
2
6  �4�2������
2
  

��2
�	���  !������  ��
   �����  4 �	�
�	�������  ��2����	4�6�
2
  ��2
�	���  ( . 

� . '	�
�
�� . 

�  ��4�������  �
4� '�4����  ��
�
�
�  &,(%  �	4����6����  �����
��  

4�����
���  �  ����  ������
  )(tRj , �
���  4 ��	�  
�	��3  ���	�  ��	3����
2
  �  

����
�����
  �
���  
� '3���  ��  �������
�����  �
�	�����  (��"
�������� ) 


��
��
2
  �
42�����
2
  
� '3���  (����	  ��
  �����	�	 ). /��6�	  4
���5�3  

������������  ��  4�����
���  )(tRj , �
���  �	4���	�	  ���  �
��
����	  
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������8����  �  ���� -���
  ��
������
  �
���  
� '3��� , 8
  �
������3���� , ��  ��4�  

4�����
���
  �	��  (4.1). 

 

 

4.4. ����
����
���  �����
��	  ��
�����  �  ������
���  ������������  

�
���  

 

1
����
���  4����� : ���������  �	�����  ������3����  �4 ����
����
�  

�����
�  �4
��
��
�  �����	�	  �������
�  �
�8	�	 , 5������
  
�����
�  �4�
��  �� 

���	����� , ��  4
��������
�  ���	  M , 8
  ���	��  ��  �� ������
  �	��
��
  �
������  

(�	� . 4.6). ��  �����	��  ��3  �
�������  4
���������  ���������  ������������ , 8
  

�	��	��3  �������
�����  �
�	�����  �����	�	  ��  ���	 . 
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1��  ����
6  4�����6  �
4���3����  �	4�������  4�����
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������8����  �  ����  ��	  ���
�
��  4���6�����
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1��  
������
6  4�����6  – �����	"������  �����
�
2
  4��
��  4���	  �  ����  

�������
����
2
  ������������  ��	  ���
�	�  4�����  ��
2	��  �����	�	  �  �����
  �� 

�
��� . 

���  �
��	  ),( MM yx , �  ���
  �
����4
����  �
����
��  ����  M, �
���  

4��	���	  ��������  �	�����  ������� : 

�
�

�

�
�

�

�

tt-t-tt-t=

t
t-

t=

��

�

,)()()()(),,(

,)(),,(

00

0

dtKRdtKPtyxw

d
M

t
Rtyxw

t

R

t

PMM

t

MM

 (4.18)

���  �
��  ���	  ������
����  �
  �������
2
  ����2�����
2
  ��������  �	��  

#
�������  1 �
��  ��	  ���
��
  �����
  ����	�� : 

.)()()()(
00

tt-t=t��
�

��
� t-

+t-t �� dtKPd
M

t
tKR

t

P

t

R  (4.19)

�  ����	��
��  �	2����  ��������  (4.19) �
���  4��	���	 : 

PARA PR = , (4.20)

��  R  – �����
�	
  ����
� , 8
  ����
����3  "������  )(tR , ����
�  P– "������  )(tP , 

����	��  RA  � PA  – ����
����	�  �����  ����2�����
2
  ��������  (4.19). 

'
��  8
  �
42������  4�����  3 ���
�����
6 , �
4� '�4����  ����2�����
2
  

��������  4��
��63����  4 �	�
�	�������  %( '	�
�
�� . 

1�	  �
4��������  �����	���  ��
8	��  �����	�	  ����  �
� '�4���  �4 

��
8	�
6  xOy ������
�
�  �	����	  �

��	��� . 1�	
���	��  ��������  

��������	 : 

– ���  ���������  �����	�	 : E=2.07·1011 1� ; n=0.3; r =7890 �2 /� 3; 

– ���  2�
������  �����	�	 : h=0.04 � ; l=0.6 � ; m=0.4 � ; 

– ���  �

��	���  (�	� . �	� . 4.7): 

x0= 0.4 � , y0= 0.3 �  – �
���  ������������ ; 

x= 0.2 � , y=0.2 �  – �

��	���	  4
��������
�  ���	 ; 

x= 0.3 � , y=0.1 �  – �

��	���	  ����	�� ; 
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(�
4� '�4����  ��������	�
  ���  ���� -��	�  �
�
� , 8
  ��������  �����	�� , ���  ��  

������  ��  �� ���� ); 

– ���	�	��  4
��������
�  ���	  � =5 �2; 

– �	��
  ������  �  ����
����	�  �
���
�	�  �����  9�� '3 – 50́ 50. 
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´  – 4
���5��  �	�� ; ·  – �
���  ��	3������  4
��������
�  ���	  

%	���
�  4.7 – &����  ������������  �����	�	  �  �����  

 

1�	  �	4�������  �����
�
2
  ����
��  R , 42���
  %( '	�
�
��  ��������  

��2����	4����  a  �	4�������  ��  
��
��  ������4����  4� a  ��
�  "�����
����� , 

2��"��	  ��	�  ��������  ��  �	� . 4.8.  

#��4���	�
 , 8
  ��	��
  1 ��  �	���
�  4.8 ����
�����  "�����
���  ��� ’ �4�	  

PARARM pR -a=a )(][1 , 8
  ��	�
��
  �	��	��3  4 (4.20), �  ��	��
  2 ��  

�	���
�  4.8 – "�����
���  )(][2 a=a RRM  – 
��������  5����
�  "������  )(tR . 

/  �	� . 4.8 �	��
 , 8
  ��������  ��2����	4����  ����
  ����	  �  �����4
��  

3031 1010 -- ¸=a .  
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��  �	� . 4.9 �
��4��
  ���
��  4����  4
��������
2
  ������������  )(tP  – 

��	��  1 � �	4������  ��	  ��4�	�  4��������  ���������  ��2����	4����  a  4�����
���  

)(tR  – ��	��  2. 
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��  �������	�  2��"����  (�	� . 4.11, �	� . 4.12) ��	  �
4��������  ��	
���	��  

����  �  ��������	 , 4� �	����
�  �

��	���  �
��	  ������������ , 4
��������
�  

���	  ��  �

��	���  �
��	 , �  ���
  �	�
�������  �
4�����
� . #��  �
��	  

��������6��  � ����
����6��  ������  �����	�	  – �	� . �	� . 4.10. 
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´  – 4
���5��  �	�� ; ·  – �
���  ��	3������  4
��������
�  ���	  

%	���
�  4.10 – &����  ������������  �����	�	  �  �����  
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%	���
�  4.11 – #	4�������  ���������  ��2����	4����  
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%	���
�  4.12 – #	4�������  �������  4
��������
�  ���	  

 

��	�  �	� . 4.11 ����
2���	
  
�	��  �	� . 4.8. 

��  �	� . 4.12 �
��4��
  ��	�� , 8
  ����
����6��  )(tR , �	4�����	�  ��	  

��4�	�  4��������  ���������  ��2����	4����  a  ( 28
1 10-=a  , 29

2 10-=a , 

30
3 10-=a , 31

4 10-=a , 32
5 10-=a , 33

6 10-=a ). 

/  �	� . 4.12 �	��
 , 8
  ��	�� , �
4���
����  ��	  30
3 10-=a  � 31

4 10-=a  

��	4��� , �  ��	  �
����5
��  4���5����  a  4'����6����  «����4	��� » �
�	�����  

��	��	4�
2
  �
4� '�4�� ( 32
5 10-=a  , 33

6 10-=a ). 

1����  �	4�������  "������  )(tR  ��  
��
��  ��������
5���  �	��  (4.1) �
���  

�	4���	�	  ��
2	�	 , �  ���
�  ���� -���  ��5�  ��������	  ��������
 -

��"
��
���
2
  �����  �  ���� -���
  �
���  �����	�	 . 

�
�����������  ���
�  ���	�  ���	�	�	  4
��������
�  ���	  ��  

�������
�����  �
�	����� . /
���������  ���	  ����	��  ����	�	  � =1 �2 , 10 �2  � 20 

�2 . 1�	  �
���������  ���  �

��	���	  (���	 , �	�	  � �
��	  �
��������� ) ��	
����  

�  ������  �����	�	 . ��  �����������	�  2��"����  (�	� . 4.14) ��	��
  2 ����
������  

4
���������  ����  � =1 �2 ; ��	��
  3 – ����  � =10 �2 ; ��	��
  4 – ����  � =20 �2 .  
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��  �	� . 4.13 �
��4��
  4����  ��
2	��  �  ������  �����	�	 , ��	��  1 ��  ��
��  

2��"���  ����
����3  �	����� , �
�	  4
���������  ����  �������� . ��  �	� . 4.14 

4
������
  4����  �������  �4�3�
���  ���  ���
6  � �����	�
6  )(tR  (��	��  2-4), 

��	�
��  ��	��
  1 ����
����3  4����  ������������  )(tP , 8
  4���63  �
�	����� . 
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�  ���	  ��  ������6  )(tR  
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/  �������	�  2��"����  (�	� . 4.13, �	� . 4.14) �	��
 , 8
  �����	��  ���	  

��4����
  ���	��6��  ��  ���	�	�	  ��
2	��� , �  �	�	  �4�3�
���  )(tR  – ���� ; ���	�  

���	  ��  ��
���  �
�	����  �
���  4 ���	�	�
6  ���	 . #��4���	�
 , 8
  ��	  

�	���
��  4����5����  ���	  (�
�	  �
��  ���3  �
��������  4 ���
6  �����	�	 ) 

��
�����2�3����  4�����  �
�	�����  ���	��  ���	 , �  ����  �
�	�����  ��������
�  

�	����	 , 8
  ������3����  4 �����	�	  ��  ��	3����
�  �
  ���  4
��������
�  ���	 , 

«�	�
���6���� » �  �
�	�����  ��������
�  �	����	  �
�����  �
  �
�	����  �	����	  

4 
��	�  ��������  ��
�
�	 . 

��	5��
  
�������  4����� . �  �	����� , ��8
  ���
�
  4����  ��
2	��  �  

�����
  �
���  S �����	�	  ( )tyxw SS ,, , �

��	���	  SS yx ,  ��  ���	�	��  

4
��������
�  ���	  M , �  �
�����
  �	4���	�	  �����
�	
  4��
�  4���	  �  ����  

4���6�����
2
  ������������  )(tP  – 4�����  4�
�	����  �
  �
4� '�4����  �	����	  

��
�  ����2�����	�  �������  #
�������  ���5
2
  �
�� . �  ����	��
��  �	��  �6  

�	�����  �
���  4��	���	  ��� : 

�
�

�
�
�

�
=�

�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�

swR

P

AA

AA 0

2221

1211 . (4.21)

:�
�
��  &,(%  (4.21) �
4� '�4�3����  4 �	�
�	�������  �(!  ���  ��
�
�	�  

����	�� , �  ���
�  %( '	�
�
�� . %
4�'�4����  ���	�  &,(%  
�	����  ����5� . 

���	��6������  ������	����	  4 �����	"������  �����
�
2
  ������������  

(4
��������
�  �	�	 ), 8
  4���63  �
�	����� , � �	�	  �4�3�
���  ���  ���
6  ��  

�����	�
6  �
��4���  �	� . 4.15, � . !�	��  1 ��  �	� . 4.15, �  ����
����3  �	4������
  

��	  �
4� '�4����  (4.21) "������  )(tP ; ��	��  2 – 4����  )(tR  (�	���  ��	��  – 

�
4� '�4����  ����
�  4����� , �
���  – �����	"��
����  "������ ). 

)�  �	�����  ����  ���  �����	"������  �	�
�	��
�����
��  �	8�
�	����  

�
4� '�4����  ����
�  4�����  – 4����  ��
2	��  �����	�	  (�	���  ��	��  ��  

�	� . 4.15, � . ���  �
���6�����  �
�	�
� , 8
  �	�	��6��  ��	  ��
�������  ������	�  

������	������ , ��  �	�����  ����  ���  ��������	
  «5�� » 4 ������  �
  20% (�
���  

��	��  ��  �	� . 4.15, � ). 
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%	���
�  4.15 – *����	"������  �����
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  ������������  

 

��  
��
��  �����������	�  ��4��������  (�	� . 4.15, � ) �
���  4�
�	�	  

�	��
�
�  ��
  �� , 8
  
�	����  �
4� '�4����  4�����  �����	"������ , ��  
��
��  

4�����	�  ���	�  ���  �����	�  �4 4
��������	�	  �����	  3 �"���	��	�  � ���
�	�  

�
  �
�	�
� . �
��	�����  ����������  4
��������	�  ���  3 ����	�	�  

��4������
� , 8
  �
���5�3  ����
��������  �
����  ������	�  ��������	�  

�	������ . 
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4.5. ��������	�
	�  ���
��		�  �
������	��  �����
	
 , ��  ���  

���������  ��	��	� -�
��	�  ���
�  

 

���������  �	�����  ������3����  �4 ����
����
�  �����
�  �4
��
��
�  

�����	�	  �������
�  �
�8	�	 , 8
  5������
 -
������  �4�
��  ��
2
  ���	�����  
  

�
����
�
�  4
��������
�  ����
�
 -�����
�  
�
�	 , 8
  �
������3  �4 �����	�
6  �  

�����
  �
���  (�	� . 4.16). ��  �����	��  ���	��3  �������
�����  ������������ , 8
  

�	��	��3  �
�	����� . %
4������	  4�
������  �
  �����4�  ����2�����	�  �������  

#
�������  I �
�� , ���  �
4� '�4�6����  �	�����
  4 �	�
�	�������  ���
��  

��2����	4����  ( . � . '	�
�
�� . 

x
l

z

m
y

x0
xs

C

xC

0 yC P(t)
ys y0

h /
2

h /
2

S

 

%	���
�  4.16 – &����  ������������  �����	�	  4 �
����
�
6  �����
6  
�
�
6  

 

1�
�����  �
��2�3  �  �����	"������  4��
��  4���	  �  ����  �����
�
�  �������  

)(tR , ���  �	4�������  ��
�  �	��4  (4.14) ���  �
��	  ���������  �
����
�
�  �����
�  


�
�	  �
  �����	�	  ),( CC yx  �
��  ���	  4�����	�  �
  ����2�����
2
  ��������  

#
�������  II �
��  8
�
  �����
�
�  )(tR : 
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)()()()()(
00

tRdtKRcdtKPc
t

R

t

P +tt-t=tt-t �� . (4.22)

�  ����	��
��  �	2����  ��������  (4.22) �
���  4��	���	 : 

PARRA **
PR =+ , (4.23)

��  R  – �����
�	
  ����
� , 8
  ����
����6��  "������  )(tR , ����
�  P – "������  

)(tP , ����	��  PP c AA ×=* , RR c AA ×=* , �  ����	��  RA  
  PA  ����
����6��  

����
����	�  �����  ����2�����
2
  ��������  (4.22). 

�������	  ��������  (4.22) 3 ����2�����	�  ���������  #
�������  II �
��  

����
��
  )(tR , �
  �
4� '�4����  

2
  �	������
2
  ����
2�  (4.23) �
��  

4��
��63����  ��4  �	�
�	������  ���
��  ��2����	4����  ( . � . '	�
�
��  ��
  ��	  

4�������  ���������  ��2����	4����  0=a .  

�  ��4�������  �
4� '�4����  (4.23) 4���
�	����  �	��  �4�3�
���  ���  

�
����
�
6  
�
�
6  � �����	�
6  )(tR , 8
  �
4�
��3  �	4�����	  �
��
����	  

������8����  �  ����  �  ����  �
����  �����	�	 . 

1�	  �
4��������  �����	���  ��
8	��  �����	�	  ����  �
� '�4���  �4 

��
8	�
6  xOy ������
�
�  �	����	  �

��	��� . 0	��
��  �
4������	  

�	�
�����	��  ��	  �������	�  4�������� : r =7890 �2 /� 3; n=0.3; E=2.07×1011 1� ; 

h=0.04 � ; l=0.6 � , m=0.4 � . !

��	���	  �
��	  ��	��������  4���6�����
2
  

������������ : x0=0.3 � , y0=0.2 � . !

��	���	  �
��	  ���������  �
����
�
�  

����
�
 -�����
�  
�
�	  �
  �����	�	 : x� =0.3 � , y� =0.2 � . (���  ��
��
���  

�
42�����	
  �	���
� , �
�	  �������
�����  �	��  ��3  �  ������  �����	�	 , �  

�
����
��  ����
�
 -������  
�
��  �����
�����  �  �
��  �  �����  ���  �����	�
6  – 

�	� . �	� . 4.17). 

��  �	� . 4.18 �
��4��
  4����  �  ����  4���6�����
2
  ������������  )(tP  

(�����	��  �	���
��	 ) � �	4������  �  ��4�������  �
4� '�4����  ����2�����
2
  

��������  (4.23) �������  ���  �����	�
6  � �
����
�
6  
�
�
6  )(tR  ��	  

�
����
���  �
����
�
�  ����
�
 -�����
�  
�
�	  ����
�  910=c  � /� .  
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�"���3���  �
����
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����
�
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�����
�  
�
�	  (��
  ��	  0=c ); ��	  4�������  �
�"���3���  �
����
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��
2	�	  �����	��
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2	��  ��  
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2	��  (��	4��
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����
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������	
  ��
2	�  �����	�	  ���3  4����
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����
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�
��  ����  
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��	  ��	3������  �
����
�
�  ����
�
 -�����
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�
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#���
�����  
�������  �������
�����  4�����  �
��  ���	  ������  �
����
�
� . 

#�����
  ���  ��
����5  ��	�
���  ��  �
2���� : 

1) �����	"������  4��
��  4���	  �  ����  4���6�����
2
  ������������  ��	  

���
��
  �
����
���  �
����
�
�  
�
�	  ��  4�����
���  4���	  ��
2	��  ��
  

��"
������  4� ���
�  �  �����
  �
���  �����	�	 . 

2) �����	"������  �
����
���  �
����
�
�  ����
�
 -�����
�  
�
�	  ��	  

���
�	�  4�����
���  4���	  ��
2	��  ��
  ��"
������  4� ���
�  �  �����
  �
���  

�����	�	  ��  4��
��  4���	  4� ���
�  4���6�����
2
  ������������  (�
�����  

�
����
���  – ������  �
����
��� , ����
����
  �
  ��
�����	�  4������  

�������
����
2
  ��
2	��  ��
  ��"
������ ) 

�  �
��
��  �4 4�4�����	�  �	������  4�����  4�
�	����  �
  �
4� '�4����  

�	����	  ����2�����	�  �������  #
������� . '����	  �  ���5
��  �	�����  �
�����
  

�����	"������	  �����
��  "�����6  4� ���
�  )(tP , �  �  ���2
��  �	�����  – 

�
�������  c  (4�����  ����5  ��
��� ) 4� ��
�	 , 8
  ���  �

��	���	  (��  ��5�  

��������	 ) ���
�� . 

%
42�����
  �
�����
  ���5	
  �	���
�  (����5  ������	
 ). #��	�  

�
����
�
�  
�
�	  ��  �����	��  �
���63����  �  �	2����  �����
�
�  �������
����
�  

�	�	 : ���	�  �	�
� , �
��������  4�����  ����
2����  4�����  �����	"������  ��
�  

��4�����	�  �������
����	�  ����������� , 8
  ��6��  ��  �����	��  �  ��4�	�  

�
���� . )�  �
��4��
  �  �
4����  3, ���  �����	"������  ��
�  �����������  ��
�����
  

4���	  4����  4� ���
�  ������8����  ��
  ��"
������  �  ��
�  ���� -��	�  �
����  

�����	�	 . �����  �  ��
��  �	�����  ���	�	��  �������  )(tR  4����	��  ���  ��
2	��  

�����	�	  ��  ���  �	4�������  ��
�  ��4�����	�  "�����
  )(tP  � )(tR  ���  �
�	��  

4���	  4����  4� ���
�  ��
2	��  ��
  ��"
������  �����	  �  
���
  �
��� , ���  

�
4���	�
  ),( SS yx . 

���  �
�
�  ),( SS yx  � ),( CC yx  4 �����������  �	��4��  (4.1) � (4.4) �
���  

4��	���	  ��������  �	�����  ������� : 
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&	�����  (4.24) �
��  ���	  ������
����  �
  �	����	  ��
�  ����2�����	�  

�������  #
�������  8
�
  "�����
  )(tP  � )(tR , ��	�
��  ���5�  ��������  ����  

����2�����	�  ��������  #
�������  II �
�� , �  ���2�  – I �
�� . *���2������  ��������  

#
�������  II �
��  �
��  ���	  ������
����  �
  ��������  I �
��  5���
�  ��������  

"������  )(tR  ���  ����2��� . '
��
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&	�����  ����2�����	�  �������  (4.25) �
4� ’ �4�3����  4 �	�
�	�������  %( 

'	�
�
�� , ����
����
  �
  ��
2
 , ��	  �
4� '�4����  ���
�����	�  4����  �	�
��3����  

�������
�	�����  ���
��	�����  ����2�����	�  ������� . 

1����  ������
�����  ��  �	�����	4����  �
4� '�4����  �	����	  ����2�����	�  
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�������  (4.25) �����������
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��  ����	��  ijA  ����
����6��  �	�����	4
���	�  �����  ����2�����	�  ������� , 

����
�	  P  � R ����
����6��  �����
�	�  "�������  )(tP  � )(tR , �  sw  – ���
��
  

"������  4���	  ��
2	��  �����	�	  ( )tyxw SS ,, . 

��	�  �
4� ’ �4����  :&,(%  ����
2���	�  (4.26) �������
  ����5� . 

0	��
��  �
4������	  ���  
������
�  4�����  �	�
�����	��  ��	  �������	�  

4�������� : r =7890 �2 /� 3; n=0.3; E=2.07×1011 1� ; h=0.04 � ; l=0.6 � , m=0.4 � . 
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��4��������	  �
4� ’ �4����  ����
�  4�����  ��	  4����
��  4��
��  4���	  �  ����  

4
���5��
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  ������������  )(tP , ����������  �	����
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  «5�� » ����
����
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4��
��  �
������
2
  �
4�
����  �	�	���  («2������  5�� »). « �����  5�� » 
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4���
�������  �  �
�����  MathCAD c �	�
�	�������  ����
���
�  "������  ���  
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������
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����  rnorm ����
����
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����	 : 

),0,()()( maxwtrnormtwtw ss ×d+= . (4.27)
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  �
  4������  �	����
�  "������  )(tws  �
�����	��  �	����
��  ���	�	�	  4 

�	������36  maxw×d=s , ��  d – ����
���  �
�	��� ; maxw  – ���	�	��  

����	�����
2
  ��
2	��  �����	�	  �  �
42������
  �
��� . #�����
 , 8
  ��
������  

«4�5������� » �
���  �
���63  �	����
��  �
�	��	 , 8
  �	�	��6��  ��	  ������	�  

�	�����  ����������  ��&  ���������  �
��������
 , � �
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��3  �������	�	  


��	��6�����	
  ��2
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����� . 
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  �����  ������������  �����	�	  ��	  �����	"������  
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4� ’ �4����  
������
�  4����� : dw  – 

�
���  ��	�� , 8
  ����
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����	�  ����  ����2�����	�  ������� ).  

1�������	  ��2����	4����  �	4����6����  ��  
��
��  ������4����  4� ia  

����
����	�  "�����
�����  ��� '�4�	  � (��
 ) ��5	�  �
����
�
  ������	�  

"�����
����� .  

#  ��
��  �	�����  ���  �
��
�  �	�	 , 8
  �����	"���6���� , ( )(tP  � )(tR ) 

�
���������	��  ���  "�����
���	  �	�� : 

2

2
)(

][1
lP

lP

B

BPB
PM

-a×
=a , (4.28)
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)(][2 a=a PPM ; (4.29)

2

2
)(

][1
lR

lR

B

BRB
RM

-a×
=a , (4.30)

)(][2 a=a RRM , (4.31)

��  B  – ����2�����	
  
�����
� , �	������	
  ����
2  ��
2
  ���  :&,(%  (4.26) ����  

���	  �	2���  21122211 AAAB A-= , )(aP  � )(aR  – 4��
����  ��	  ��4�	�  4��������  

���������  ��2����	4����  ia  �	�	  )(tP  � )(tR , �	�������  ����
2	  ���  PB  � RB  

������  SP wAB ×-= 21  � SR wAB 11=  ����
����
 . 

9�����
���	  �	��  (4.28), (4.30) – ��  "�����
���	  «����
��
�  ��� '�4�	 », 

���  ��	  �
4� ’ �4����  �	����	  ����2�����	�  �������  �  �	�����  «��4�5�����
� » 

(��4�����
� ) ����
�  ����	�	  �
�	���  ��������	  �
  ���� , �  ��	  4���6�����  

�	����	�  ���	�  ��������	  �
  ��
���  ���
�  ���	�	�	 . 1
  ���� , ��  "�����
���	  

��6����6��  «�
������ » �����	"������ . 

9�����
���	  �	��  (4.29), (4.31) – ��  "�����
���	  «������
2
  

�����	"��
���
2
  ������������ », ���  �  ����
��  ����
�����
��  �����4
��  

�
�	���  ���	  �
  �
��	�
���  ����������  4�������  (����
����
  �
  ��	��	��  

��������  ����2�� ).  

��������  �	� . 4.27, �  � �	� . 4.27, �  �
��4�6��  ���	  "�����
�����  (4.28), 

(4.29) � (4.30), (4.31) ���  �	�
��  ����������  ��2����	4����  Pa  � Ra , ��	�
��  

4�������  "�����
�����  ����������  �4�
��  
��  
��	��� , �  ���  ��������  a  

���������	
  �4�
��  
��  ����	�  �  �
2��	"�����
  5���� . 

/  �	� . 4.27, �  � �	� . 4.27, �  �	��
 , 8
  �  �
���������
��  �����4
��  ��	  

4���5����  4������  ���������  ��2����	4����  ia  ��� '�4��  4���5�3���� , 
����  

�
���  «�������  ������������ », �
��
  �	�
2	  ��������	�� , � 
��� , 4�������  

���������  ��2����	4����  �
�	���  ���	  �
���
����	� . 
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�  

 

�  

%	���
�  4.27 – #	���  4������  ���������  ��2����	4����  Pa  � Ra  

 

/2���
  �	� . 4.27, �  ���	�	��  ���������  ��2����	4����  Pa  ����
  �	�	���	  �  

�����4
��  2826 1010 -- £a£ P , �  ���  ���������  ��2����	4����  Ra , 42���
  

�	� . 4.27 �  – 2927 1010 -- ££ Ra . #�����
 , 8
  ���  �������
2
  �	��
�
2
  

�
4�������  ��  �	� . 4.26 ��	  «4�5������� » 1.0=d  ��������	  ��2����	4����  ���	  

��	
����  ����	�	  2810-=a=a RP . 



 181 

�  �	�����  �
4� ’ �4����  4����  
��	��4����  ��	  ��������	�	�  ��	������  

4����
  �	�
�	����	  ������ , �	������	
  �  �
�
2��"��  [121], � �
�������	  

�
���
�����  ��	�� . ���  �
���
�	  �
���
����	�  ��	�	�  
�	�  �4 ��������	�	�  

��	������  ����6��  �4�
��  
��  
��	��� , �  ��5	
  �4�
��  
��  ����	� , �  4�������  

���������� , 8
  
��	��4�6�� , ����
����6��  �
����  ��  2��"��� . &���  ����
��  

4�
�	����  �
  �
2
 , 8
  �  �
���
�����
  
������  �	����3����  ������  �
�
� , �
���  4 

��	�  ����
�	����  �
  ���
��  ���������� , ���  
��	��4�6�� , �  ����  4��
��63����  

�	���  �
������
�  ��
  �
������	�  �
�
�  ��  
��
��  ��������
2
  �����4� . ��  

�	� . 4.28 �
��4��
  �
���
�����  ��	��  ���  Pa  � Ra , ���  ��	����
 , 8
  ����
����3  

��������  ����
��
�  ��� '�4�	 , ���������	
  �4�
��  ����	�����
�  
�� , �  ��	����
  

���������
2
  «������
2
  ������������ » �4�
��  2
�	4
����� . 

 

        

�                                                                �  

%	���
�  4.28 – !
���
�����  ��	��  ���  Pa  � Ra  

 

��  �	� . 4.28 
��	������  �
��	  �	������  �
��	�	  �������	 . /2���
  

�	� . 4.28, �  �	�����
  3 �
��	  – 
��	������  4�������  ���������  ��2����	4����  

Pa  – 2610-=Pa , 2710-=Pa , 2810-=Pa  (�  ���  ��  �����4
�� , 8
  
����
  ����5� ), 

�  ���  ���������  ��2����	4����  Ra , 42���
  �	� . 4.28, �  �����  �
���	  4-�  �
���  – 

3010-=Ra . 

'
��  8
  �
4� ’ �4�������  ����
�� , �  ��  �������  4����� , � ���
��  �
���  

4�������  �	�  )(tP  � )(tR , �
  �
���  
���	�	  «�
������ » �����	"������  4�����
  



 182 

���  ���������  ��2����	4���� . ��  �	� . 4.29 �
��4��
  "�����
���	  

PPPM P -a=a )(][  – ��	��  1 � RRRM R -a=a )(][  – ��	��  2, ��  P  � R  – �
���  

4�������  5����	�  "�����
 , ���  �4���  4 ����
�  4����� . 

 

 

%	���
�  4.29 – #	���  4������  ���������  ��2����	4����  Pa  � Ra  

 

/  2��"����  ��  �	� . 4.29 �	��
 , 8
  ���8�  ��4������	  �����	"������  
��	����  

��	  4��������  2610-=a P  � 2710-=a R , ���  �
����6��  �  4��
����  ����5�  


��	������  �����4
�	 . 

��	���
  �
�	
  ������ , ��	  ��
��  ���	�  �
����
�
�  
�
�	  ��  �����	��  

�
���63����  �  �	2����  �����
�
�  �������
����
�  �	�	 , ���  4��
���
  4 

�
4� ’ �4����  ����2�����
2
  ��������  #
������� . ��  
��
��  4���
�
�
���
2
  

����
��  ��	  �
���6�����  �������
����
2
  ��"
��������  �����	�����	�  

���������  �
��������
  4 �
����
�	�	  �����	�	  
�
���	  3 �
��	�����  


��������	  ���
��  ������	�
 -�	������  �
4� ’ �4����  4����  �������	  ��"
�����
2
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�����
2
  ����  ��4  �	�
�	������  �������
�	�  ���� . �
��	�����  �����	"������  

�������  ���  �����	�
6  � �
����
�
6  
�
�
6  �
4�
��3  �
��25	�	  �	���  �� 

�
����
���  ���  «4� '��5���� » ��������	�  ��  �����	�  �����������  �  �
������	�  

��������	�  �	������ . %
4�’ �4��
  
�������  �������
�����  4�����  �������	  

�����
2
  ��"
�����
2
  ���� . /�����	  �	�
�	�����6  %( '	�
�
��  
��	����  

���
��  �	�����
 -������	���  �
4� ’ �4����  �	����	  ����2�����	�  �������  

#
������� . 1
��4��
  �
��	�����  �����	"������  �����
�
2
  ������������ , 8
  

4���63  �
�	����� , 4� �	����	�	  ���	�	 , ���  «4�5������ ». .�  ��3  �
��	�����  

4���
�
�����	  
�	����  ���
�	��  ��	  ������	��������	�  �
����������  ���  

������	�  ��4��������  �	���6���� . 

 

 

4.6. ��������		
  	����
��	��	���  ���������		
  ��
�����	��  

������	�  �  �����������  ������	�  

 

 ������  �
�	����  (
�
��	�
  �������
����	� ) 3 ����	�	�  �������
�  

4����  ����
4��	���  ���������  �
��������
 . (�����������  4�4�����	�  4����  �  ��
  

���  ��4�������� . 1�	  ��
�����
���  2������  �
�	����  ���  ���
���	�  ���������  

�
��������
  �	�
�	��
��6��  ��4��  ���
����  ��  �����
����  ��	���
�  – 

�
2�5�����  �
�	����  (vibration absorbers). ��
����5  ���
�	�	  � 

�
4�
��6����	�	  ��	���
��	  3 ��
��	4��
�	 , ���  5	�
�
  �
5	����  �  ����  

2���4��  ��5	�
��������� , 4
����� , �  ���
�
������������� . )�  ����	�
 , 

�
���6�����  �����
���  �
2�5������  4��
��63����  ��  ��4�  �	����  4 �������	�  

�	��
�  ��������  ��
�
�	  (��
�����5�  
��
���
�	� ). 1�	  ���
��  ����
��  

�������	  �
��������
  �
42����6����  ��  ����"
������  ���� . 

�
������3����  �������
�����  ��"
��������  ����
����
�  �����	�	  

�������
�  �
�8	�	  �4 �����
����	�  ��  ��
  �
2�5������  �
�	����  (�	� . 4.30). 

1��������3���� , 8
  4���6������  �	��  )(tP  ��3  �
������
 , �  ���	�  �
2�5�����  

����
��3����  �  �	2����  �����
�
2
  4
��������
2
  ������������  
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x
h/

2
l

z
0

m
y

h/
2

x0

0y

P(t)

S

xs

ys

yD
Dx

D

 

%	���
�  4.30 – �
����
��  
�
�� , 8
  ����"���3  (��
��	4��
� ) 

 

1����  4�����  �
��  ���	  4������  �
  ����2�����
2
  ��������  #
�������  I 

�
�� , �
4� '�4����  ��
2
  4��
��63����  4 �	�
�	�������  %( '	�
�
�� , �
��  8
  

4�����  3 ���
�����
6 : 

tttt
k

tt dtKPdtKR
t

P

t

R �� -=��
�

��
� +-

00

)()(
1

)()( . (4.32)

#  ��4�������  �
4� ’ �4����  4���
�	����  �	��  �4�3�
���  ���  �
2�5������  � 

�����	�
6  )(tR , 8
  �
4�
��3  �	4�����	  �
��
����	  ������8����  �  ����  �  ����  

�
����  �����	�	 . 

%
4�’ �4����  
������
�  4����� . �  �	�����  �
�	  �
�����
  �	4���	�	  

�����
�	
  4��
�  4���	  �  ����  4���6�����
2
  ������������  )(tP  ��
�����
  

4���	  4����  ��
2	��  �
��  �  �  
���
  �
���  �����	�	 . ����
  �  �����
  �
���  S 

�����	�	  ( )tyxw SS ,,  ���
��  4����  ��
2	��  �  ����  (����	���� , ������	���������  

���� ). '
��  4�����  4�
�	����  �
  �
4� ’ �4����  �	����	  ��
�  ����2�����	�  �������  

#
�������  I �
��  (�
��  8
  �����
�	�  �	�  �  ��
��  �	�����  ����  ���  ���  – ��  

)(tP  � �������  ���  �
2�5������  � �����	�
6  )(tR , ���  ���
�  �����
�� ): 



 185 

( )�
�

�

�
�

�

�

=---

=��

�
�	


 +---

��

��

.,,)()()()(

,0
1

)()()()(

00

00

tyxwdtKRdtKP

dtKRdtKP

SS

t

SR

t

SP

t

DR

t

DP

tttttt

t
k

ttttt

 (4.33)

/2���
  %( '	�
�
��  �	�
��3����  �������
�	�����  ���
��	�����  �	����	  

����2�����	�  ������� . 1����  �	�����	4����  �  ����	��
��  �	��  �	�����  (4.33) 

����  ���	  �	2���  ����
2���	
  (4.21), �����4���	��  ������  �����	  ����	��  ijA , 

�
��  8
  4���	�	��  ����
�����  ����  �  &*%. 

����  ������������  ��4������	  
��	����� . 0	��
��  �
4������	  

�	�
�����	��  ��	  �������	�  4�������� : r  = 7890 �2 /� 3; n = 0.3; E=2.07×1011 1� ; 

h = 0.04 � ; l = 0.6 � , m = 0.4 � . 

!

��	���	  �
��	  ��	��������  4���6�����
�  �	�	 : x0 = 0.3 � , y0 = 0.2 � . 

!

��	���	  �����
����
2
  ��  �����	��  �
2�5����� : xD = 0.3 � , yD = 0.2 � . 

1��5	�  �
42�����	
  �	���
� , ��  � ���  �
����
�
�  ����
�
 -�����
�  
�
�	 , 

�
�	  �������
�����  �	��  ��3  �  ������  �����	�	 , �  �
2�5����  �����
����	
  �  ���  

��  �����  ���  �����	�
6  – �	� . �	� . 4.31. 

 

0.4

0

y 01

y D1

y s1

0.60 x01 xD1, xs1,

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0

0.1

0.2

0.3

 

´  – �
���  ������������  4
���5��
6  �	�
6 ; 

·  – �
���  ��	3������  �
2�5�����  

%	���
�  4.31 – &����  ������������  �����	�	  �  ����� : 
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��  �	� . 4.32 �
��4��
  4���	  �  ����  �������  ���  �����	�
6  � �����
����	�  

��  ��
  �
2�5������  �
�	����  ��	  ���
�  ��4�	�  4��������  ���������  

��2����	4���� : 

2410-=a R – ����
��
  «���	�� » 4�������  ���������  ��2����	4����  (����  

����	����  �
4� ’ �4���� , ��  4
����  "�4	���  – �  �
����
�	
  �
����  ����  �������  

�
�	���  �
����6���	  ���6 ). 

3110-=a R  – 4�������  ���������  ��2����	4����  4 
��	�����
2
  �����4
��  

(��  ����  �
��4��
  ����  ��  �	� . 4.33). 

3610-=a R  – 4�����
  «���� » 4�������  ���������  ��2����	4����  

(���
������
  ��2����	4
����  �
4� ’ �4����  – �	���  ����4	���  
��	����� , ��	�  ��  

����3  ���������  �  �����	"��
���
�  ������� ). #  ��
��  �	�����  �
�	��3  

�������	��  ���
�����  �
4� ’ �4���� ). 

-4.0E+02

-3.0E+02

-2.0E+02

-1.0E+02

0.0E+00

1.0E+02

2.0E+02

3.0E+02

4.0E+02

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008

���  t , �

���
�

, � R_a_24

R_a_31

R_a_36

 

%	���
�  4.32 – %������  �
2�5�����  ��	  ��4�	�  4��������  

���������  ��2����	4����  

 

1�������  ��2����	4����  Ra  �
�����
  �	�	���	  ��  
��
��  ������4����  

����5�  
�	���	�  "�����
�����  ��� ’ �4�	  (�
��4���  ����36  �4 ���2�	�	  �������	 ) 
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� «������
�  ������� » (�����  �4 ��������	�	  �������	 ), �	�  ��	�  �������	
  ��  

�	� . 4.33. /  �	�����  �	��
 , 8
  
������  
��	�����	�  4������  ���������  

��2����	4����  ���	��  �  �����4
��  3134 1010 -- £a£ R , �
�	  ��� ’ �4�	  ���� , �  

«�������  ������� » 8�  ��  �
�	��3  �	���
  4�
����	  (�
��
  �
  �
�����  
��	����
  

��	  �����	"������  �������  )(tR ). 

��  �	� . 4.34 ��������  ��	��  4���	  ��
2	��  �  ������  �����	�	  ��4  

�
2�5�����  – ��	��  1 ( )(twP  ); ��
2	� , �	��	���	
  ������36  ���  �����	�
6  � 

�
2�5������  – ��	��  2 ( )(twD  ); � ��	��  ������
2
  ��
2	�� , �	��	���
2
  ��36  

4
���5��
�  �	�	  )(tP  ��  �������  )(tR  – ��	��  3 ( )(twS  ).  

0.0E+00

5.0E-08

1.0E-07

1.5E-07

2.0E-07

2.5E-07

1E-38 1E-37 1E-36 1E-35 1E-34 1E-33 1E-32 1E-31 1E-30 1E-29 1E-28
0.0E+00

4.0E+04

8.0E+04

1.2E+05

1.6E+05

2.0E+05

2

1

 

%	���
�  4.33 – �
  �	�
��  4������  ����������  ��2����	4����  Ra  

 

3 10
6

.

2 10
6

.

w Pp'

w Dp '

w Sp '

0.0080 tp '

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007

1 10 6

0

1 10 6

2 10 6

 

%	���
�  4.34 – /����  ��
2	��  ������  �����	�	  
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!�	��  2 � 3 ��  �	� . 4.34 
��	����  ��	  4�������  �
�"���3���  ����"��������  

510=k �2 /�  � ���������  ��2����	4����  3110-=a R . 

��  �	� . 4.35 � �	� . 4.36 �
��4��
  ���	�  �
�"���3���  ����"��������  ��  

������	
  ��
2	�  �����	�	  ��  ���	�	��  �������  ���  �����	�
6  � �
2�5������  

�
�	���� . 

#�����
 , 8
  ���  �������
2
  ��	�����  �	��
�
2
  �
4�������  ��	  

�
�"���3����  ����"��������  410<k �2 /�  ���	�	��  �������  �
2�5�����  ����  

(4����  ��
2	��  �����	�	  4� ���
�  �����	��
  �
�����6  4��2�3����  4 4���
6  

��
2	��  ��4  �
2�5����� ) � ���	�
�  ��
��	4��
��  �
���  4�����	�	 . 1�	  

4����5����  �
�"���3���  ����"��������  610>k , �
��  8
  �
2�5����  

�����
����	
  �  �����  ���  ������������� , ���  �
2�	��3  �����	��
  ���  

������������ , �  ����  �����	��  ��
��  ��  ��"
���3���� . ��	����  ��4������	  

�
4�
��6��  ���	�	  ��
  ���
2�������  
��	���
2
  �
4� ’ �4���� , �
��  8
  

�	�
��6����  ���  2���	��	�  �	����	  – ����  ���
2
  � ����  ���	�
2
  

����"��������  (4� ����
2�36  4 �	�
������  2���	��	�  �����
���  ���  

������	��
2
  �
4� ’ �4���� ). 
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%	���
�  4.36 – /����  4���6�����
�  �	�	  � �������  �
2�5�����  

 

1�	  
��	������� , �
� '�4��	�  4 ����
6  4�����6 , �
42�����	��  ���
�  ��5�  

�������	  ������������ . ��  �	� . 4.37, �	� . 4.38 � �	� . 4.39 �������
  �
4�����
�  4 

���	�	  �  �	����	�	  ���	�	 , ��  �  �
�������
��  �	����� , 4� �	����
�  

�

��	���  �
�
� . !

��	���	  �
��	  ��	��������  4���6�����
2
  

������������ : x0 = 0.2 � , y0 = 0.2 � . !

��	���	  �����
����
2
  ��  �����	��  

�
2�5����� : xD = 0.4 � , yD = 0.2 � . 

0.4

0

y 01

y D1

y s1

0.60 x01 xD1, xs1,
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'
��	 : ´  – ������������  4
���5��
6  �	�
6 ; ·  – ��	3������  �
2�5�����  

%	���
�  4.37 – &����  ������������  �����	�	  �  �����  
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��  �	� . 4.38 �������
  ��	��  4���	  ��
2	��  �  ������  �����	�	  ��4  

�
2�5�����  – ��	��  1 � ��	  ��4�	�  �
�"���3����  ����"��������  ��
��	4��
��  

(��	��  2 – 410=k �2 /� ; ��	��  3 – 510=k �2 /� ; ��	��  4 – 610=k �2 /� ; ��	��  5 – 

710=k �2 /� ). 

��  �	� . 4.39 �
��4��
  4����  �  ����  4
���5��
�  4���6�����
�  �	�	  – ��	��  

1, �  ���
�  �������  ���  �����	�
6  � �����
����	�  ��  ��
  �
2�5������  �
�	����  

(��	��  2-5 ����
����
 ). 
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#�����
 , 8
  ��	  
��	�������  2��"���� , �������	�  ��  �	� . 4.38 � �	� . 4.39 

��������  ��2����	4����  ��	
�����  3110-=a R . 

��  
��
��  4���
�
�
���
2
  ����
��  ��	  �
���6�����  �������
����
2
  

��"
��������  ����
����
�  �����	�	 , �4 �����
����	�  ��  ��
  �
2�5������  

�
�	���� , 3 �
��	�����  
��������	  ���
��  ������	�
 -�	��
��  �
4� ’ �4����  4����  

���  ����
����
�  �����
�  �����	�	 . 

1�	  
��	������� , ���  ����
�����	  
�������
  4����� , �	�
�	��
�����	��  

�	�����  ����  ����  � , ��  �  �
��������  �
4�������� , 4� �	����
�  �

��	��� : 

x0 = 0.15 � , y0= 0.3 �  – �

��	���	  �
��	  ������������ ; 

xD = 0.45 � , yD = 0.15 �  – �

��	���	  �����  �����
��	  ��
��	4��
�� ; 

xS = 0.25 � , yS = 0.1 �  – �

��	���	  ����	��  ��
2	��  �����	�	 ; 

�
�"���3��  ����"��������  ��
��	4��
��  510=k  � /(� /� ). 

1�	  ��
�������  �
4��������  ��  ���	�	�	  ��
2	��� )(tws , ���  ���	  


��	����  ��	  �
4� ’ �4����  ����
�  4����� , �
�	  4��
�  4���	  �  ����  4
���5��
2
  

������������  )(tP  ���  4����	
 , ����������  «2������  5�� », ������4�  

����������  ��
2
  
�	�������  ����5� , �	� . "
�����  (4.27). #�����
 , 8
  ���  

�������
2
  �	��
�
2
  �
4�������  ����
���  �
�	���  «4�5������� » ��	
������  

2.0=d . 

��  �	� . 4.40 �
��4��
  �����  ������������  �����	�	  �  �����  ���  


������
�  4����� . 
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´  – �
���  ������������  4
���5��
6  �	�
6 ; 

·  – �
���  ��	3������  �
����
�
�  �����
�  
�
�	 ; 

H – (�������	�
� ) �
��4���  �
���  �����
������  ����	��  ��
2	��  

%	���
�  4.40 – &����  ������������  �����	�	  ���  
������
�  4����� : 
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��  �	� . 4.41 �
��4��
  �	�����  ���  �����	"������  – «4�5������ » 4����  

��
2	��  ( dw  ), �  ���
�  ���  ��4�����
�  
����	  «4�5������� » – �
���  4�������  

4���	  ��
2	��  ( sw  ). 

��  �	� . 4.42 ���  4����
���  
����	  �����	"������  �
��4���  4����  

4���6�����
2
  ������������  )(tP  (�����	��  �	���
��	  – �
���  ��	�� ) ��  

�����	"��
����  4�������  ��3�  �	�	  (�
��4���  �
����	 ), �  ���
�  �	4������  �  

��4�������  �
4� ’ �4����  ����
�  4�����  �������   ��
��	4��
��  )(tR  (�
���  ��	�� ) 

��  �� �����	"��
����  4�������  (�
��4���  �
����	 ). 
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%	���
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*����	"��
����  4�������  )(tP  � )(tR  ���	  
��	����  ��	  4��������  

����������  ��2����	4����  4510-=a P  � 4510-=a R . )�  �	��
  4 �	� . 4.42 2��"��	  

�����	"��
���	�  �	�  (4��
����  ��	  �
4� '�4����  :&,(% ) �
���  �������6����  ��  

��	�� , 8
  ����
����6��  �
��	�  4��������  (4 �	����	�	  ���	�	  ���  ����
�  

4����� ). 

1�������	  ��2����	4����  Pa  � Ra  �	4�����	��  ��  
��
��  ������4����  4� a  

����
����	�  "�����
�����  ����
��
�  ��� ’ �4�	  ��  ������
2
  ������������  (4.28)-

(4.31), ���  �
��4���  ��  �	� . 4.43. 
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%	���
�  4.43 – #	���  4������  ���������  ��2����	4����  Pa  � Ra  
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��	�  �	� . 4.43 � �	� . 4.44 �
�����6  �
����	
  
�	��  ����
2���	�  �	������  

4 �
�������
2
  ������  – �	� . 4.27 � �	� . 4.28 ����
����
 . 

/  �����4�  "�����
����� , �������	�  ��  �	� . 4.43 � �
���
����	�  ��	�	�  

�	� . 4.44, �
���  �	���	�	  ��������  
��	������  �����4
�	  ���  ����������  

��2����	4���� : 4346 1010 -- £a£ P  � 4346 1010 -- £a£ R . 
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#  ����
4����  4���
�
�
���
  �
�	
  ������  ��	  �
���6�����  

�������
����
2
  ��"
��������  ����
����
�  �����	�	  4 �����
����	�  ��  ��
  

��
��	4��
�
� , ���	�  ��
2
  �
���63����  �����
�
6  �	�
6 , 8
  ��	�����3����  

�
  �����	�	 . ��  
��
��  4���
�
�
���
2
  ����
�� , 3 �
��	�����  
��������	  

���
��  ������	�
 -�	��
��  �
4� ’ �4����  ����
����	�  ����
�  ��  
������
�  

�������
����	�  4����  �������	  ��"
�����
2
  �����
2
  ���� . 1
��4���  

�
��	�����  �����	"������  �����
�
2
  4���6�����
2
  ������������  ��  ��4�  

«4�5�����	� » �	����	�  ���	� , �	�  
���
�����  4���
�
������  
�	���
�  

���
�	�	  ���
�  ��	  ������	��������	�  �
����������  ���  ������	�  

��4��������  �	����� . 
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4.7. ��������	�
	�  ���
��		�  �����
	
  �  ����������  � ’ �����
��	��  

���
��  

 

���������  �	�����  ������3����  4 ����
����
�  �����	�	  �������
�  

�
�8	�	  5������
 -
�����
�  �4�
��  �
�����  ��  �
����
�
�  4
��������
�  

� ’ �4�
�����
�  
�
�	  (�	� . 4.45). ��  �����	��  ��3  �������
�����  ������������ , 

8
  �	��	��3  �
�	����� . 

x

h/
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l

z

0

m
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h/
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%	���
�  4.45 – �
����
��  � ’ �4�
������  
�
��  

 

%
42����6����  �
����
��  � ’ �4�
������  
�
�	 , �
��  8
  ��  �����	��  ����
  

����
  4�������6����  �	��
  ������  ��
  �	��
  � ’ �4��  
�
�	 . 

���  �
��	 , �  ���
  4���
�	����  �
����
��  
�
�� , �
���  4��	���	  ��������  

��������
5����  ���  ��
2	�� : 

( )
�
�
�

�
�
�

�

ttt--tt-t=

×k+×=

�� .)(),,(),,()(,,

,
),,(

),,()(

00

dRtyxKdtyxKPtyxw

dt
tyxdw

tyxwctR

t

CCRC

t

CCPCCC

CCC
CCC

 (4.34)
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&	�����  ����2�
 -�	"������
�	�  �������  (4.34) �
��  ���	  ������
����  �
  

�	����	  ����2�����	�  �������  5���
�  4����	  ���5
2
  ��������  �  (4.34) 

2
  

����2�����	�  ����
2
�  (4.9): 

( ) ( )

( )�
�

�

�
�

�

�

tt-t-tt-t=

ttt-=

��

�

,)()()()(,,

,)(,,

00

0

dtKRdtKPtyxw

dRtKtyxw

t

RC

t

PCCC

t

eCC

 (4.35)

��  ( )
t

c

e etK
×

k
-

×
k

=
1

 – ��������
 -��4�	����  ���
  !
5� , 8
  ����
��3  � ’ �4��  (k ) � 

������  (c) ��������	��	�	  �
����
�
�  � ’ �4�
�����
�  
�
�	 , �  �	2���  ����  

)(tKPC  � )(tKRC  ��  
��
�����
  ���
�	���  ����5� . 

1����  �	��6�����  �  (4.35) ( )tyxw CC ,,  
����	�
  ��������  ����2������  

��������  #
�������  I �
�� : 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ttttttt dPtKdRtKtK
t

PC

t

eRC �� -=-+-
00

, (4.36)

���  �����  �	�����	4����  �  ����	��
��  �	��  �
���  4��	���	 : 

PARA P=*
R , (4.37)

��  ����	��  *
RA  ����
����3  ����2�����
��  
�����
�
��  �  ����
  ����	��  (4.36), �  

PA  – ����2�����
��  
�����
�
��  �  �����
  ����	��  ��������  (4.36). 

%�������  (4.37) �
4� '�4�3����  �	�����
  4 �	�
�	�������  %( '	�
�
�� . 

���  �
42�����
�  ��������
�  �	����	  �
��	��  ��������  �
����
��	  


������	�  4���� : 

1) �����	"������  ����������  4
���5��
2
  ������������  ��
  
��������  

4�����
���  4���	  4� ���
�  4
���5��
2
  �������
����
2
  ������������  

�����	�	  ��	  ���
��
  �������  ���  �����	�
6  � �
����
�
  
�
�
6 ; 

2) �	4�������  ����������  �
����
�
�  � ’ �4�
�����
�  
�
�	  ��	  ���
�
��  

(���
���
�� ) ������������ ; 

3) �����	"������  �
��
�  �	����	  �����������  ��  4���6�����
�  �	�	 , ���  � 

�������  ���  �����	�
6  ��  �
����
�
6  
�
�
6 ; 



 197 

4) ������  ��
�����	�  ��������	��	�  � ’ �4�
�����
�  
�
�	  (�
����
���  ��  

�
�"���3���  ����"�������� ) ���  4���4�������  ��
�����	�  ����������  

��������
 -��"
��
���
2
  �����  ��
  4��
�
�����  ����	�  
��������� , 

5) �����	"������  �
��
�  �	����	  �����������  ��  4���6�����
�  �	�	 , ���  � 

�����
�	�  ������
  ���  �����	�
6  ��  �
����
�
  
�
�
6 , �  ���
�  �����  

��	��������  ����  ����������� . 

1 '���  �
����
���  �4 4�4�����	�  �	8�  3 ��
����5  4�2����
6 . %
4�'�4����  


������
�  4�����  ���  � '��
�  �
����
��	  ����  ���	  ���  ����	  – �	4�������  

�

��	���  � 4���
������  4��
���  4���	  �  ����  �	�  �����������  (��  � 3 �����  

�
����
��� ). '
��  �
42�����
  �
�����
  �
4� '�4����  
������
�  4�����  ���  

�����
�  �
����
��	 . 

)�  �	�����  ����  ���  �������
���	�  
������	�  4����  �	�
�	��
��6����  

4���	  ��
2	��  ��
  ��"
������  �����	�	  �  ����  (�
�	  ���
��  ��
  �
����  ���	  


����6����  ������	��������
 ), ��	�
��  �
�	���  ����
2
  4�������  (�	���� ) ��  

�����	8�3  ���	�	�	  0>d , �
��
 d£-d ww  . 

��  �����	��  �  �����
  �
���  ��3  �
�������  ���������  ������������  )(tP , 

8
  �	��	��3  �������
�����  �
�	�����  �����	�	  4 �
����
�
6  
�
�
6 . 

��"
��������  �����	�	  �
���63����  �  ������  ��
����
�  ��
���  �����	�  

�������
�  �
�8	�	  �	��  &. 1 . '	�
5���� . #��	�  �
����
�
�  
�
�	  ��  �����	��  

4�����3����  �����
�
6  �������
����
6  �	�
6  )(tR , ��	������
6  �
  �����	�	  

�  �����  �����
������  
�
�	 . !
�"���3��	  �
����
���  ��  ����"��������  
�
�	  

�����6����  �
���
�	�	 . 

�  �
���  ),( SS yxS  (�	� . �	� . 4.45) ������	��	
  �	��4  ���  �	4�������  

��
2	��  �����	�	  ����  ���	  ���	
  �	2��� : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )�� ttt--ttt-=º
t

SS
W
RSS

W
P

t

SSS dRtyxKdPtyxKtwtyxw
00

,,,,)(,, . (4.38)

)�8
  �  �	��4�  (4.38) �����
��  4����  4� ���
�  4���6�����
2
  

������������  ( )tP  � �������  ���  �����	�
6  ��  �
����
�
6  
�
�
6  ( )tR , �
  ��
  

�	��4  3 ����2�����	�  ���������  #
�������  4 ��
��  �����
�	�	 . ���  �
4� '�4����  
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������
�  4�����  ����2������  ��������  (4.38) ��
�����
  �
�
��	�	  ��
��  

�	��������	  ���  ��
2	��  �  �
���  �
������  �����	�	  ��  �
����
�
�  
�
�	  

(4.36). 

'
��  4 (4.38) � (4.36) �
���  ������	  ��������  &*%: 

( )

�
�

�

�
�

�

�

=ttt-+ttt-

=ttt-+ttt-

��

��

, 0)()()()(

; )()()()(

0
22

0
21

0
12

0
11

dRtKdPtK

twdRtKdPtK

tt

s

tt

 (4.39)

��  ����  �
���  �
4���	�	  ��  ),,()(11 tyxKtK SSPS= , ),,()(12 tyxKtK SSRS= , 

),,()(21 tyxKtK CCPC= , ( )tKtyxKtK eCCRC += ),,()(22 . 

%
4�'�4����  �
����
�  &*% #
�������  �
���  �������	  �
  ���
�����	�  4����  

�������	��
�  "�4	�	  (��	�
�� , ��  �
  (������ , ���  � �
  '	�
�
�� ), �
��  ���  

�
4� '�4����  �	����	  (4.39) �	�
�	��
�������  %( '	�
�
�� . 

�	������	
  ����
2  &*% (4.39) ��3  ���	
  �	2��� : 

�
�

�
�
�

�
=�

�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
02

1

2221

1211 sw

p

p

AA

AA
 (4.40)

�  ����	���
  �	�����  (4.40) ����
�  1p  ����
����3  �����
��
  "������  4���	  

�  ����  4
���5��
2
  ������������  )(tP , ����
�  2p  – �������  ���  �����	�
6  � 

�
����
�
6  � ’ �4�
�����
6  
�
�
6  )(tR , sw  – �	����	�  ���	�  ���  

�����	"������  (4�����  ��
2	�� ) ( )tws ; ����	��  11A , 12A , 21A  � 22A  – 

����
����6��  �����  )(11 tK , )(12 tK , )(21 tK  � )(22 tK . 

����	���  �	�����  (4.40) 4�
�	����  �
  ��
�  ��4�����	�  ����	��	�  

�������  ��  
��
��  �4�2��������  ���
��  !������ , �
��
  4���
�������  

�4�2������
2
  ��2
�	���  !������  ���  ��
�
�	�  ����	�� : 

jj DpD =× , (4.41)

��  D  – �	4����	�  ��
�
�
�  ����	��  A , �  jD  – �	4����	�  ��
�
�
�  ����	��  jA , 

�  ���
  j -
  ��
�����  4��������  ��
�����  ����
�  ����	�	 . 
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!
���  ����	���  ��������  (4.41) 3 ��4�����
6  �	����
6  ����
�	�  

��2�������	�  �������  � 42���
  %( '	�
�
��  ���  �
4� '�4����	��  ������������  

��2����	4
����  &,(%  �	�� : 

( ) j
T

jj
T DDpCDD =×a+ , (4.42)

��  C  – �	����	���  ���
����2
������  ����	�� , �	�  ��
�  ���  ��4�
4����
�  4�����  

�������	
  �  [116, 126, 137], �  �  �
�
��  [37] 4�4�����
  �������	  


��4�
4���6����� , 0>a j  – ��������  ��2����	4���� , 
��	�����	
  �	���  ��
2
  �  

�
����	�  4������  ���
�  
�	���	
  �  [37] � �	�
��3����  5���
�  ��������  ��  

������4����  "�����
�����  �	��  ��� ’ �4�	  4 �����������  �
����
�	�  ��
�  ��  


������� , 8
  ��4�6����  ��  ����
���
  ��"
������  ��
  5�����  �����
��  �	�	 . 

�  ��4�������  �
4� '�4����  ��
�  &,(%  �	��  (4.42) 4���
�	����  �	��  

�4�3�
���  ���  �����	�
6  ��  �
����
�
6  � ’ �4�
�����
6  
�
�
6  )(tR  � �����
��  

������������  )(tP , 8
  4���63  �
�	����� . 

1�	  �
4��������  �����	���  ��
8	��  �����	�	  ����  �
� '�4���  4 

��
8	�
6  xOy ������
�
�  �	����	  �

��	��� . 0	��
��  �
4������	  

�	�
�����	��  ��	  �������	�  4�������� : r  = 7890 �2 /� 3; n = 0.3; 

E = 2.07×1011 1� ; h = 0.04 � ; l = 0.6 � , m = 0.4 � . !

��	���	  �
��	  ��	��������  

4���6�����
2
  ������������ : x0 = 0.4 � , y0 = 0.2 � . !

��	���	  �
��	  ���������  

�
����
�
�  � ’ �4�
�����
�  
�
�	  �
  �����	�� : x�  = 0.2 � , y�  = 0.2 � . !

��	���	  

�
��	 , �  ���
  4����  ��
2	��  �����3����  ���
�	� : xS = 0.3 � , yS = 0.2 � . /�������  

�
�"���3���  �
����
���  �
����
�
�  
�
�	  810=c  � /� , �  �
�"���3��  

����"��������  4104×=k  � ×� /� ; �	��
  ������  �  ����
����	�  �
���
�	�  �����  

9�� '3 50́ 50. 

����  
�	��3����  
��	��6�����	
  ������	���� , �  ��
��  4�������  ��
2	��  

��  �	����6����  ��  �������
  �����	�� , �  �	4����6����  4 �
4� '�4����  ����
�  

(����
�
� ) 4����� , �  ���
  4���6������  ������������  )(tP  4���3���� . )�  �	�����  

����  (�	� . 4.46) �	�	���	��  4�������  ��
2	��  �  �
���  S – ( )tw . .�  ����  �4���  4 

�
4� '�4��  ����
�  4�����  – �
����  («��4�5������ ») ��	�� , �  ���
�  
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�	�
�	��
�����	��  4�������  ��
2	�� , ��  ���  ���  ��������	
  5��  4� 

4��������6 : 

( ) ( ) )(max tRndwtwtw ×d×+=d , (4.43)

��  maxw  – ����	������  4�������  ��
2	��  �����	�	  �  �
��� , 8
  �
������3���� , 

��	  ���  ������������  ( )tP , )(tRnd  – �	����
��  �	���  �  �����4
��  [-1;1], %20=d  

– ������  5��� , 8
  ���������� . 
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%	���
�  4.46 – #	�����  ����  ���  
������
�  4�����  

 

�  �	�����  ����	���
2
  �
4� '�4����  
������
�  4����� , �����	"��
����  �	�	  

)(tP  � )(tR  �
�	���  ���	  ��	4���  (��
  4��2��	�� ) 4 ����
�
6  �	�
6  )(tP  � 

�	4�����
6  ��	  �
4� '�4����  ����
�  4�����  ������36  )(tR , 8
  ��
��
  ���
�����3  

���
2�������  
��	���	�  ��4�������� . '��
�  4'����3����  �
��	�����  ��  �����
� , 

���  � ��������
�  
����	  �
4� '�4����  
������
�  4����� . 

��  �	� . 4.47 �������	�	  ������	  �
��4���  4����  �  ����  4���6�����
2
  

������������  )(tP  (�����	��  �	���
��	 ) � �	4������  �  ��4�������  �
4� '�4����  

����
�  4�����  �������  ���  �����	�
6  ��  �
����
�
�  � ’ �4�
�����
�  
�
�
6  )(tR , 

�  �
����	  �
��4���  �����	"��
����  4�������   �	�  )(tP  � )(tR  4��
����  ��	  

�	�����
 -������	��
��  �
4� '�4����  
������
�  4�����  4� �	����	�	  ���	�	 , 8
  

«��4�5������ ». 
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��  �	� . 4.48 �
��4��
  �����	"��
����  4�������  �	�  )(tP  � )(tR  4��
����  ��  


��
��  �	�����
2
  �
4� '�4����  ����2�����	�  �������  #
������  4 ���
��
  

4����
6  ����
6  ����	�
6  («4�5������ » �	�����  ���� ). 
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%	���
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�  
�
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%	���
�  4.48 – %�4������	  �
4� '�4����  4�����  �����	"������  

 

��  �	� . 4.49 � �	� . 4.50 �
��4��
  "�����
���	 , ��  
��
��  ��	�  �	�	�����  

��������  ��2����	4����  a  ��	  �
4� '�4����  ��2����	4
���	�  &,(%  �	��  (4.42), 

��	�
��  �	� . 4.49 ����
����3  ��4������
  �����
  ����	��  ( )tw , �  �	� . 4.50 – 

«4�5�����	� » �	����	�  ���	�  ( )twd . 
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%	���
�  4.49 – #	���  ���������  ��2����	4����  ���  �
��
  4����
�  ����
�  ����	�	  

 

 

%	���
�  4.50 – #	���  ���������  ��2����	4����  ���  «4�5�����
� » ����
�  ����	�	  

 

!�	�	�  1 ��  �	� . 4.49 � �	� . 4.50 ����
����6��  4�������  "�����
����  

«��� ’ �4�	 » �	�� : 

2

2l
RP wRAPA -×+× aa . (4.44)

#�����
 , 8
  �  �	�����  «��4�5�����
� » ����
�  ����	�	  «��� ’ �4�� » 

�
�	���  ��������	  �
  ����  � 
��	������  4�������  ���������  ��2����	4����  
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����
����6��  2�
�����
��  ��������  "�����
���� , ��  �	��
  4 �	� . 4.49 ��	�
�  1 

– ��  4�������  ���������  ��2����	4����  5110-=a opt . #	�
�	������  ��  �	����	�  

���	�  «4�5�����	� » 4������  (�  ����
��
  4�����  – �	����
��  «4�5������� », ��	  

������	�  �	�����  – �
�	��	  �
�	����� , ������
�����  ��  �� .) ���	�	��3  

�����������  ��������
�  
���
����
���  2�
�����
2
  ��������  "�����
����  

��� ’ �4�	 . ���� , ���  �����	��  4���
������  ��  2�
�����
2
  ��������  (��	
  �
��  

��  �������	  ��
  �  ��������  ��2����	4����  �
��  ����
�����	  ��  "�4	��	�  

4��������  
���
����	�  "�����
  )(tP  � )(tR ), �  �
�����
2
  ��������  ��
  

����2	��  ��	�
� , 8
  ����
����3  "�����
����  ��� ’ �4�	  – ��  �	� . 4.50 (�	� . 

��	��  1) �
���  �	���	�	  4�������  ���������  ��2����	4����  4210-£a . 

���  �
����5
2
  �	�
��  ���������  ��2����	4����  �
�����
 , 

�	�
�	��
��6�	  ����
���  ��"
�����6  ��
  ������������ , 8
  �����	"���6���� , 

��
�	�	  �
����
��  
��������  ��
  "�����
���	 , ����	���� , ��	��  2 ��  �	� . 4.49 

� �	� . 4.50 ����
����6��  4��������  "�����
����  «������
2
  ���	�� » 

������������ , 8
  4���63  �
�	����� , � �������  �
����
�
�  
�
�	 : 

22

22 ll

aa + RP , (4.45)

�
��  8
  4
���5�3  4���6������  ������������  )(tP  3 �������	�  (� 
������
  

����
6  ����	�����
6  ���	�	�
6 ), �  ���	�	��  �������  ���  �����	�
6  ��  

�
����
�
6  
�
�
6  )(tR  �
�	��
  �
  �
��	�
���  ��	
���	  ����������  

4������� , ���  ��  �����  ���6  (8
  ����
�����
  �  �������
���  ������� ). 

���  «��4�5�����	� » ���	�  ��  �	� . 4.49 (��	��  2) �	��
 , 8
  ���	�	��  

"�����
����  «������
2
  ���	�� » �����	��
  ��  4���63����  �  �����4
��  

]10;10[ 4253 --Îa , 8
  �
���63����  
��	��6�����
6  ���
����6  ��2
�	���  ��	  

��4������
  �����
  ����	�� . �  �	�����  «4�5�����	� » �	����	�  ���	�  

"�����
���  «������
2
  ���	�� » �	����3����  ����  ����	�	
  �
  4���6����� , ��  

�
4�
��3  ���  �	���	�	  ����
������  4
��  ���������  ��2����	4����  �  �����4
��  

]10;10[ 4244 --Îa  (�	� . �	� . 4.50, ��	��  2). 
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'
��  8
  �
4� ’ �4�3����  ����
��  
�������  4�����  (���
��  �
���  4�������  

5����	�  "�����
  )(tP  � )(tR ), ��3�
  �
��	�����  «
����	 » �����	"������  4� 

�
�
�
2
6  �����4�  "�����
����  �	�� : 

22

22 ll
RRPP -+- aa , (4.46)

4�������  ��
2
  ������������  ��  �	� . 4.51, ��  ��	��  1 
��	����  ���  �
4� '�4����  


������
�  4�����  4 ��4�����	�	  �	����	�	  ���	�	 , �  ��	��  2 – ���  

«4�5�����	� » 4������  ��
2	��  ( )twd . 

 

 

%	���
�  4.51 – ������  �����	"������  

 

#��4���	�
 , 8
  ��  �	� . 4.49, �	� . 4.50 � �	� . 4.51 4�������  �4�
��  
��  

����	�  ���  ��
��
���  ����������  ��  �
2��	"�����
  5���� , �  ��  �	� . 4.49 � 

�	� . 4.51 ���
�  ��  �
2��	"�����
  5����  ����������  
  4�������  �4�
��  
��  


��	���  (��  �	� . 4.49 �  ���
��  �	���
��  ����  �
��4���  ��	��  2 4 ����6  
��	��� , 

���������
�  ��  4�	��
��
  5���� ). 

��  �	� . 4.51 �
���  ����
  �	���	�	  
��	������  4�������  ���������  

��2����	4����  ���  «��4�5�����
2
 » �	�����  ]10;10[ 5051 --Îa opt  (4�������  

"�����
����  ��
�	  ���5�  ��	  5110-=a ) � ���  «4�5�����
2
 » – 
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]10;10[ 4243 --Îa opt  (4�������  "�����
����  ��
�	  ���5�  ��	  4310-=a ). 

#��4���	�
 , 8
  ��4  �	�
�	������  �
��	�  4�������  �	�  )(tP  � )(tR  (�  �������
  

4�����  �
�	  ���	  �  �����
�� ), ����
��  �	4���	�	  4�������  ���������  

��2����	4����  ��	4���  �
  
��	�����	� . *����	"��
����  ������������ , ��������  

��  �	� . 4.47 � �	� . 4.48, �
4���
����  ����  ��	  �	�  
��	�����	
  4��������  

5110-=a  � 4310-=a  ����
����
 . 

��	���
  ���
�	��  �
4� '�4����  
������
�  4�����  �����	"������  �����
�	�  

����������� , 8
  �	��	��6��  �������
�����  ��"
��������  �����	�	  4 

�
����
�
6  
�
�
6 , ����
����
  �
  ��
�  
��	����  ���
��  ������	�
 -�	��
��  

�
4� '�4����  ��4  �	�
�	������  �������
�	�  ���� . 

 

 

4.8. ��������  � ' 	�
��  � ��
����  �
�������  
  ���
���  �����
����  

� ' 	�
���
����  ����� , ��  
����
�
�  �  ���������  

 

�  �	����� , �
�	  ��	  �
4� '�4����  4�����  ���
�	���
�  3 �	4�������  

4
���5��
2
  4���6�����
2
  ������������  )(tP  �  ���� , ���
�	�� , ���  
�	���
  

�	8� , ���
�����3  �
�	��  �	�
��  �"���	������ . �  4�4�����	�  4������  ���	�  

� ’ �4�
�����
�  
�
�	 , 4��������  
���36  ������36  (4.8), 8
  �
4�
��3  �	4���	�	  �� 

�  ��4�������  �
4� '�4����  ����
����
�  ����
�  ��
  
������
�  4����� . 

�����  ���  4���� , �
� '�4��	�  4 �����	"�����36  �
��	�  ����������  

� ’ �4�
�����
�  
�
�	  (�
����
���  ��  � '�4�
��� ), ��
  ��	  
��	�����
��  

��
���������  �
����
�	�  
�
� , 8
  4�	��6��  ��������	  ��
2	��� , �	4�������  

�
��
�  �������  ���
������
 . ��
�����
  4���	  
����
  ���	�  � '�4�
�  � �����
�  

�����
�
�  ������� . �  ��
��  �	�����  �
�����
  �
42�����	  4�����  �  ��������
  

�
����
��� : ����
  ����
�����  �����	��  ��3  ���  "���	���  ��4������  �
����
��  


�
�	  – � '�4��  (8
  ����"���3 ) � ����
�
 –������ , ���  ��	�������  �  ��
�  ��4�	�  

�
����  (�	� . 4.52). 
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1�	�����3���� , 8
  �
���  D  4 �

��	�����	  ��
�����  ��  �����	���  

��
8	��  �����	�	  ),( DD yx  – ��  �����  �
������  4 ����"��
� , ���  ��
2
  

4�����3����  ������36  dttyxdwtR DDD /),,()( ×k= , �  �
���  C 4 �

��	�����	  

),( CC yx  – �����  �
������  4 ����
�
 –�����
6  �
����
�
6  
�
�
6  (��
2
  �
��  

�
����
6  ����	�
6 ), �������  ��
�  ),,()( tyxwctR CCC ×= . 

�  4�2����
��  �	�����  ��	�����3���� , 8
  �
��	  C � D  ��  4��2�6���� , ���  

�
4��5
����  ��  �����	��
  �������� . #  �	��  ��	��	��  ������
4	���  �������  ���  

� ’ �4�
�  � �����
�  
�
�  ��	��	4�
  4��2�3����  4 ��36  � ’ �4�
�����
�  
�
�	  

)()()( tRtRtR CD += . 

)�8
  �  (�  
����
��  �	����� ) �
��	  C � D  4��2�6���� , �
  4 �
2����  

�������	  ������	
  ���	�  � ’ �4�
�  � �����
�  
�
�  �����������	
  ���	��  

� ’ �4�
�����
�  
�
�	 . %
4�'�4����  ���  
����
2
  �	�����  �	��	�
��  �
��	�	� , 


������	  �	�����  �������  ���  �
4� '�4����  �  �����
  � 
������
�  4������  �	
5��  

��  �	�
����
6 . 

x

h/
2

l

z

0

m
y

h/
2

x0

0y

P(t)

Cx

yC

S
C

xs
ys

D

xD

Dy

R (t)R (t)D C

 

%	���
�  4.52 – 1����	��  �4 ��
��  �
����
�	�	  ��4�����	�	  
�
���	  
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��  
��
��  (4.1) �
���  4��	���	  ��������  �	��4	  ���  �
�
�  �
������  4 

����"��
�  ),( DD yx  � ����
�
 -�����
6  �
����
�
6  
�
�
6  ),( CC yx : 

�
�

�

�
�

�

�

tt×t--tt×t--tt×t-=

tt×t--tt×t--tt×t-=

���

���

,)()()()()()(),,(

;)()()()()()(),,(

000

000

t

DDD

t

CCD

t

PDDD

t

DDC

t

CCC

t

PCCC

dRtKdRtKdPtKtyxw

dRtKdRtKdPtKtyxw
 (4.47)

��  )(tP  – 4
���5�3  �������
�����  4���6������  ������������ , )(tK ij  – ���� , 

4��	����  ���  �
������
2
  i -��  ������������  �  j -�  �
��� , )(tRD  � )(tRC  – 

����
�����  �������  �  �
����  �
������  4 ����"��
�  � ����
�
 –�����
6  
�
�
6 . 

/�4���	�
 , 8
  �������  )(tRC  � )(tRD , 8
  ��6��  4 �
��  �
����
�	�  
�
�  ��  

�����	�� , ������	��  ��
��
  ��� '3��	�	  (�4���  �  �	��4��  (4.47) 4� 4���
�  ����� ), 

���  4 �
��  �����	�	  ��  ����"��  � «����	�� » ������	��  ����	�	  4� ���	�	�
6 , 

���  ��
��
  �
����	�	  (���  4����
���  4��	�� ).  

�  �	����� , �
�	  )(tP  ���
�� , �	�����  ����2�����	�  �������  (4.47) 8
�
  

�����
�	�  �	�  )(tRC  � )(tRD  �
���  �
�
��	�	  �	��4��	  �  �
����  �
������  

(3.20) � (4.7). #	��6�	�
  4 �������  ��
2	�	  ��  ���������
  ���
��  ����	  �  �����  

����	��  ������� : 

�
�

�

�
�

�

�

tt×t-=t
k

t
+tt×t-+tt×t-

tt×t-=tt×t-++tt×t-

����

���

,)()(
)(

)()()()(

;)()()()(
)(

)()(

0000

000

t

PD

t
D

t

DDD

t

CCD

t

PC

t

DDC
C

t

CCC

dPtKd
R

dRtKdRtK

dPtKdRtK
c

tR
dRtK

 (4.48)

���  �
4� '�4����  �	����	  ����2�����	�  �������  (4.48) ����  �	�
����  

�	�����	4����  ���
�
�  �����
�
2
  ����2�������  ���� . '
��
  ��  ���	�  

�	������	�  ��������  ����  ( JTt /=D  , ��  T  – �
���������	
  ��
���
� , �  J  – 

�	��
  ��
���  �	�����	4���� ) �	��  jPtjPtP =D×= )()( , �  ���
�  �������  )( tjRC D×  

� )( tjRD D×  ������	��  �
���
�	�	 . �  ��4�������  
��	����  ��������  �	�����  

����	��	�  ������� : 

�
�
�

×=×+×

×=×+×

,

;

PARARA

PARARA

PDDDDCCD

PCDDCCCC  (4.49)
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��  ����	��  PCA  � PDA  ����
����6��  �����
�
  ��
����2�
���	�  �����  

)( t-tK PC  � )( t-tK PD , �������	  ��	�  �
����  ���	  4��
����  �  �	2����  

[ ]tijKa ji D-= )(* , ��  4�������  ��
����2�
���
2
  ����  

[ ] tt=D �
D

D-

ti

ti

dKtiK
)1(

* )( . (4.50)

����	��  DCA , CDA  � *
CCA  ����
����6��  �����
�
  ��
����2�
���	�  �����  

)( t-tK DC , )( t-tKCD  � )( t-tKCC . 

����	��  CCA  ������������  �	��4� : EAA
cCCCC
1* += , �  E  – 
�	�	���  

����	�� . 

�
���
�  DDD RA ×  ����
����3  ����2���� : 

tt×��

�
��

�
k

+t-�
t

DDD dRtK
0

)(
1

)( . (4.51)

&	�����  (4.49) �
4� ’ �4�3����  4 �	�
�	�������  �(!  ���  ��
�
�	�  ����	��  

� %( '	�
�
�� . �  ��4�������  �
4� '�4����  (4.49) �	4����6����  CR  � DR , ���  3 

�	������	�	  ����
2��	  �����
�	�  ��4�����	�  ������
  )(tRC  � )(tRD . 

�
��	�
  ������  ���������  �
����
��	  
������
�  �������
����
�  4����� . 

%
42�����
  
��
���  �������	 . 

'
��	  ��	��������  ������������  � �����
��	  �
����
�	�  
�
�  ���
�� , �  

���
�  ���
��  �
�"���3��  �
����
���  ��  �
�"���3��  ����"�������� , �
�����
  

�	4���	�	  4
���5�6  4���6������  �	��  )(tP , �� , ��  ������
� , �������  )(tRC  � 

)(tRD  (���  ���
�  �����
�� ). ���  �����	"������  �
�����
  4���	  (�	�����	 ) 4����  

��
2	��  ),,( tyxw SS  ��
  ��"
������  (����	���� , ),,( tyx SSxe ) �  
���
  �
������
  

�
���  �����	�	 . 

/
���5��  4���6������  �	��  )(tP  ���
�� , �
�����
  �	4���	�	  �����
��  

��������	  �
����
�
�  � ’ �4�
�����
�  
�
�	 . ���  �����	"������  �
�����
  4���	  

(�	�����	 ) 4����  ��
2	��  ��
  ��"
������  �  ��
�  �
�����	�  �
����  �����	�	 .  
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�����
�	�	  3 ��  4
���5��  4���6������  �	��  )(tP , ���  � ��������	  

�
����
�
�  � ’ �4�
�����
�  
�
�	  (�
�"���3��  �
����
���  ��  �
�"���3��  

����"�������� ). ���  �����	"������  �
�����
  4���	  (�	�����	 ) 4����  ��
2	��  ��
  

��"
������  �������  �  ���
�  �
�����	�  �
����  �����	�	 . 

%
42�����
  �
4� '�4����  
������
�  4�����  �  ���5�
  �
����
��� . 

1�	����	�
 , 8
  ���  ���
��  4����  �  ����  ��
2	��  �  �����
  �
���  �����	�	 , 

�  ���� , )(),,( twtyxw SSS = , �
��  ��  
��
��  (4.1), ���  �
��	  S �
���  4��	���	 : 

tt×t-+tt×t-+tt×t-= ���
t

DDS

t

CCS

t

PSSS dRtKdRtKdPtKtyxw
000

)()()()()()(),,( . (4.52)

1�	�
��  �  �	��4�  (4.52) ����	 , 8
  �������  4�������  )(tRC  � )(tRD , 

4��	����  4� 4���
�  ��6� , 
������	  ��	  �
4� '�4����  
������
�  4�����  �������  

)(tRC  � )(tRD  �
42����6����  ��  �
����
��  4
���5��  ��4������  �	�	 , ���  �
����  

��	
���	  �
4	�	���  ��
  ��2��	���  4������� .  

�  ����	���
  "
���  �	��4  (4.52) 4��	5�����  ��� : 

SDDSCCSPS wRARAPA =×+×+× . (4.53)

��  ����
�  Sw  ����
����3  �	������	�  4��������  "������  )(),,( twtyxw SSS =  

(8
  ����  ��3  �����  ��	  ������	�  �	����� ), ��5�  �
4�������  ����
2����  

�	�
�	����	�	  �  (4.49). 1
  ���� , �	��4  (4.53) 3 ����	��	�  ���������  4 ���
��  

�����
�	�	  ����
���	  P , CR  � DR . ���  

2
  �
4� '�4����  ��
�����
  4��	���	  

8�  ���  �
����
�	�  ����	��	�  �������� , ���  �
����  ���	  
��	����  4 (4.49) 

5���
�  �����
��  ����  �����
�	�  �  ����  ����	��  ��  4���	  4�����  �����  ������	 , 

���  ��6��  CR  � DR , ��  �
4	�	��� .  

���  4����
���  4��	��  ��  �
4� '�4����  �	����	  ���
�  ����	��	�  �������  

�
�����
  �����
4���	�	  5�����  ����
�	  �����������  P , CR  � DR  ��  1p , 2p  � 

3p , ����
����
 , �
��  ����	��  jiA  ������  4������  ������	�  ��������  ���	  

����������  �	��
��  �
4������� , �  ����  – ���
�  ����  ����
�����	  �
���  �����	�	 , 

�  ��
�����  – �����������6 : 
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�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
=

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

0

0
1

3

2

1

333231

232221

131211 w

p

p

p

AAA

AAA

AAA

. (4.54)

&	�����  (4.54) �
4� ’ �4�3����  ����
2���
  �	�����  (4.49). �  ��4�������  

�
4� '�4����  (4.54) �	4����6����  1p , 2p  � 3p , �
��
  �	�������  ����
2	  �����
�	�  

�	�  )(tP , )(tRC  � )(tRD . ���  4����
���  �
���������  �
�����  �������	  �	�  

4��2�6����  4 �
����	�	  ���������	  ��
2	��� , �  ��� '3���  4�������  ����
����6��  

��
�	����
��  �������� . 

1�	  �
4��������  �����	���  ��
8	��  �����	�	  ����  �
� '�4���  4 

��
8	�
6  xOy ������
�
�  �	����	  �

��	��� . %
4������	  �	�
�����	��  ��	  

�������	�  4��������  ���������� : r  = 7890 �2 /� 3; n =0 .3; E = 2.07×1011 1� ; 

h = 0.04 � ; l = 0.6 � , m = 0.4 � . !

��	���	  �
��	  ��	��������  4���6�����
2
  

������������  ��6��  4������� : x0 = 0.4 � , y0 = 0.2 � . !

��	���	  �
��	  

���������  �
����
�
�  � ’ �4�
�����
�  
�
�	  �
  �����	�	 : x� D = 0.2 � , y� D = 0.2 � . 

/�������  �
�"���3���  �
����
���  �
����
�
�  
�
�	  810=c  � /� , �  �
�"���3��  

����
�
 -� '�4�
2
  ����"��������  4104×=k  � /(� /� ); �	��
  ������  �  ����
����	�  

�
���
�	�  �����  9�� '3 50́ 50. 

1�	  �
4� '�4����  ����
�  4�����  �
42�����
��  ���  �	����	 . �������	  �
��	  

�
������  �����	�	  4 «� '�4�
6 » � «�����
6 » �
����
�	�	  
�
���	  �  4�2�����
  

�
����
���  3 ��4�����	�	 , �
  �  ���5
��  �	�����  ������
�� , 8
  �
�	  

4��2�6����  (
����	
  �	���
�  2.0=== CDDC xxx  � , 2.0=== CDDC yyy  � ), �  

�  ���2
��  �	�����  ������
�� , 8
  �
�	  �
4��5
�����	��  ��  �����
  �������� , 

�
�	  ��  ������	
  ���	�  8�  �
����	
  ���	��  
���3�  � ’ �4�
�����
�  
�
�	  

( 15.0=Cx  � , 15.0=Cy  �  	  25.0=Dx  � , 25.0=Dy  � ). 

��  �	� . 4.53 � �	� . 4.54 �
��4��
  ��4������	  
��	�����  ���  ���5
2
  

�	����� . 

#	4������  �  ��4�������  �
4� '�4����  �	����	  �������  (4.49) �����
��  �������  

���  �����	�
6  ��  �
����
�
6  � ’ �4�
�����
6  
�
�
6  ��������  ��  �	� . 4.53: 1-�  

��	��  ����
����3  �������
  �������  � ’ �4�
�����
�  
�
�	  )()()( tRtRtR DCCD += ;  
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2-�  ��	��  – ������  �����
��  � ’ �4�
�����
�  
�
�	  )(tRC ; 3-�  ��	��  – � '�4��  

�����
��  )(tRD . 
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%	���
�  4.53 – &����
��  �������  � ’ �4�
�����
�  
�
�	  
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%	���
�  4.54 – %������  � ’ �4�
�����
�  
�
�	 , 4��
����  ��
��  ��4�	�	  ���
���	  
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��  �	� . 4.54 �
��4��
  4����  �  ����  4���6�����
2
  ������������  )(tP  

(�����	��  �	���
��	 ) � ���  ��	�� , ���  ����
����6��  �������  � ’ �4�
�����
�  
�
�	  

)(tRe  � )(tRCD . #�����
 , 8
  )(tRCD , �
��
  �������  ������� , �
��4���  

�������
6  ����36 , �  )()( tRtRe =  – ��  �������  ����  � ’ �4�
�����
�  
�
�	  (4.8), 

�	4�������  ��
�  
�	���
  ����5� , ��  �	� . 4.54 ����������  �������	 , ��	�
��  

�	��
 , 8
  ��  ���  ��	��  �
�����6  4��2�6���� . /��2  ��	�	�  �
�
�	��  ����	�������  

�
4� '�4����  ��  �
��	�����  �	�
�	������  �
��
2
  �4 ��
�  ���
���  ���  

�	4�������  �������  � ’ �4�
�����
�  
�
�	 . 

��  �	� . 4.55 � �	� . 4.56 �
��4��
  ��4������	  
��	�����  ���  ���2
2
  

�	����� . '��  �
��	  
�
�	  �	�	���	��  ��  �����	��
  ��������  – �
���  �
������  

� ’ �4�
�����
�  
�
�	  �
���������  �  ������  �����	�
2
  �
��  4 ������
�  25  ��  

(��	��	4�
  1/10 ���	�	�	  �����	�	 ), �  �
��	  �
������  «� '�4�
� » ��  «�����
� » 


�
�  �
4��5
�����	��  ��  ������  ��������  ��
2
  �
�� . %
42�������  �	���
� , 

�
�	  ���  �
����
��  "���	���  
�
�	  �
���66��  
���  � ’ �4�
������ , � ����  

�������  ���  8�  �
����� , ���  ���  �
�����  �����������  ������
�  �������  ���  

�������  � ’ �4�
�����
�  
�
�	 . !�	��  �	� . 4.55 � �	� . 4.56, �  
��
��
��  

����
2���� , 
�	���	�  �	8�  ���  �	� . 4.53 � �	� . 4.54. #�����
  �	5�  ��  �����  

�������
��� :  

– ��  �	� . 4.55 �������
  ��  
���  ��	��  ����5� , 
������	  �
����
�
  

�
��4���  �������  � ’ �4�
�����
�  
�
�	  )(tRe  (���  ���  ��  4��2�3����  4 )(tRCD ); 

– ��  �	� . 4.56 �������  
���3�  �
����
�
�  � ’ �4�
�����
�  
�
�	  ��  �������  

�������  (�������  ���  � ’ �4�
�  � �����
�  
�
� ) ��  4��2�6���� , ��	�
��  

����	������  4�������  �������  � ’ �4�
�����
�  
�
�	  ��	��	4�
  ��  ����	��  �	8� , 

���  ���	�	�	  ������
�  ������� .  

'���  4����5����  �
���63���� , ������
 , �	� , 8
  �
���
��  
�
��  �	�
��3  

��6 , ���  ��8
  42�����3  ��  �������63  (��	�
�� , ��  4 �������	��
� , ���  � 4 

��������
�  �
�
�  4
�� ). 

���	������  ��	  �
4� '�4����  
������
�  4�����  �	�
�����	��  �����	  ���  

���5
2
  �	����� , �
��
  �
4� '�4�������  4�����  �����	"������  �����
�
2
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�������
����
2
  ������������ , 8
  ��3  ��  �����	�� , � �
4�
����  �����
�	�  

� '�4�
�  � �����
�  �����
�	�  �
����
�
�  � '�4�
�����
�  
�
�	 , ��	3����
�  �
  

5������
 -
�����
�  �����	�	  �  �����
  �� �
��� . 

 

300

300

Rej

RCDj

RCj

RDj

0.0050 tj
0 5 10 4 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003 0.0035 0.004 0.0045

300

200

100

0

100

200

300

 

%	���
�  4.55 – &����
��  �������  �
����
�	�  � '�4�
�  � �����
�  
�
�  

 

1500

500

Pj

RCDj

Rej

0.0050 tj
0 5 10 4 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003 0.0035 0.004 0.0045

500

0

500

1000

1500

 

%	���
�  4.56 – %������  � ’ �4�
�����
�  
�
�	 , 4��
����  ��
��  ��4�	�	  ��
�
���	  
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��  �	� . 4.57 �
��4��
  �	�����  ����  ���  �
4� '�4����  4�����  �����	"������ : 

4���	  ��
2	��  �  �����
  �
���  �����	�	  (
��	����  ��	  �
4� '�4����  ����
�  4����� ) 

– 2�����  ��	�� , �  ���
�  «4�5������ » 4�������  ��
2	�� . #�����
 , 8
  ���  

�
���6�����  �	����
�	�  �
�	�
� , 8
  �	�	��6��  ��	  ������	��������
��  

�	����  ��
2	���  ��
  ��"
�����
  �  �
����  �����	�	 , ��	
�����  �
������	
  

�
4�
���  5���  4 �������
�������	��	�  ����	������ , ����	�  10%. 

 

4 10
6.

4 10
6.

w SSj

w_erj

0.0050 tj
0 5 10 4 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003 0.0035 0.004 0.0045

2 10 6

0

2 10 6

 

%	���
�  4.57 – #	�����  ����  ���  �����	"������   

(�
4�����
�  ���  ���5
2
  �	����� ) 

 

��  �	� . 4.58 � �	� . 4.59 �������	�	  ������	  �
��4���  4���6������  

������������  � �����
��  � ’ �4�
�����
�  
�
�	 , 
��	����  ��	  �
4� '�4����  ����
�  

4����� , �  �������	  ������������  �����	"��
����  4�������  �	�  )(tP , )(tRC  � 

)(tRD , ���  4��
����  �  ��4�������  �	�����
 -������	��
2
  �
4� '�4����  ����	��
�  

�	����	  (4.54). 

%	� . 4.58 ����
����3  �����	"������  4���	  �  ����  �������
����	�  

�����������  4� «��4�5�����	�	 » �	����	�	  ���	�	 , �  �	� . 4.59 – 4� 

«4�5�����	�	 ». 

 ��"��	  ��  �	� . 4.58 ���
�����6��  �����	��
  �
���  ����
��������  

�����	"��
���	�  �����������  ����
2���	�  ���	�	���  �4 ����
�  4����� . 

#	��6�����  ����
�	��  ��
���
�  �  ���
��  �����  �
���������
2
  ���������  

���� , ��  ��
�����2�6����  �����	��  ����	����� , �	��	���� , �
��	�
 , 

��2�
���������  �
�	�
�  
��	�����  ��	  �	�����
 -������	��
��  �
4� '�4����  
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�	����	  (4.54). ��  �	� . 4.59 �
���  ��
�����2��	 , 8
  4��
������  ��4������	  ��	  

�
4� '�4����  4�����  �����	"������  �
����  ���	  
��	����  ������  ��	  4����
��  

«4�5������� » �	����	�  ���	� , � 
�	����  ���
�	��  �
��  ����5�
  

4���
�
�����	��  ��	  
��
���  ������	��������	�  ���	�  ���  ������
2
  �	����  

�������
����	�  4���6�����	�  �����������  � ������
  «� '�4�	� » ��  «�����	� » 


�
� . 

 

1500

500

Pj

P1j

RCj

P2j

RDj

P3j

0.0050.00001 tj
0 5 10 4 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003 0.0035 0.004 0.0045 0.005

500

0

500

1000

1500

 

%	���
�  4.58 – *����	"��
����  �	�	  4� «��4�5�����	�	 » �	����	�	  ���	�	  

(4
���5��  �	��  ��  ���  �����
��  ������� ) 

1500

500

Pj

P1erj

RCj

P2erj

RDj

P3erj

0.0050.00001 tj
0 5 10 4 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003 0.0035 0.004 0.0045 0.005

500

0

500

1000

1500

 

%	���
�  4.59 – *����	"��
����  �	�	  4� «4�5�����	�	 » �	����	�	  ���	�	  

(4
���5��  �	��  ��  ���  �����
��  ������� ) 
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��  ��������  �����������
2
  �  ����
4����  ���������  �
���  4�
�	�	  

��������  �	��
��	 : 

��	���
  �"���	��	
  ������ , ��	  ��
��  ���	�  �
����
�
�  � ’ �4�
�����
�  


�
�	  ��  �����	��  �
���63����  �  �	2����  ��
�  �����
�	�  ��4�����	�  

�������
����	�  �	�  – � '�4�
�  � �����
�  �����
�
�  �������  ���  �����	�
6  ��  

�
����
�
6  
�
�
6 . �����
��  �������
�����  ������������  �	4����6����  4 

�
4� '�4����  �	����	  ����2�����	�  �������  #
������� . 

��	���
  ���
�	��  �
4� '�4����  ����
�  ��  
������
�  4����  4 �����	"������  

�����
�
2
  ������������ , 8
  �	��	��3  �������
�����  ��"
��������  �����	�	  

4 �
����
�
6  � ’ �4�
�����
6  
�
�
6 . .�  ���
�	��  �
4�
��3  
��������	  ���
��  

�
4� '�4�	 . 

 

 

4.9. ��������  ��  	�
��
�  

 

��	���	
  ������ , �
4�
��3  �
���������	  �������
�����  ��"
��������  

�����	�����	�  ���������  �
��������
  ��	  �����
���  4
��������	�  ��� , 

�
����
�	�  
�
�  � �����  �
����
��� , ���	�  ��	�  4����63����  �����
�	�	  

�	���	  (��������	 ). *����	"������  �����
�	�  ������
  �	�
��3����  ��  
��
��  

�
4� '�4����  ����2�����	�  �������  #
�������  ��
  ��  �	���� . 

��  
��
��  4���
�
�
���
2
  ����
��  3 �
��	�����  
��������	  ���
��  

������	�
 -�	��
��  �
4� '�4����  4����  �������	  ��"
�����
2
  �����
2
  ����  ��4  

�	�
�	������  �������
�	�  ���� .  

���
���  ����
��  ��4������	 , ��������  �  �������
��  �
4���� ,
������
���
  �  

������  ���
��  [1, 2, 4, 7, 9, 18, 22– 24, 26, 27, 39 – 46, 48, 50]. 
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������  5  

����������  ���������������   ����������  

��!���"��!  ������ , �  � ���  � �!  �!����#  ��������  

 

5.1. ��$��   

 

#  ��
  ���  ���	��
  �
4�	��6����  �
���������  4 ����������  ��������
 -

��"
��
���	�  ����
�  ���������  �
��������
 . ���	�  4 
��
��	�  "���
��� , 8
  

���	�6��  �
4�	���  ��3�  �����	�	 , 3 ���
�����  ������	�  �
������	�  ��  

�"���	��	�  ��	���
��  ���  ����������  �
�	������	 , ����	���� , 

� ’34
����	� /� ’34
��	�
�  (piezosensor/actuator); ��2���
��
�
2����  (MR) 

����	�	 ; 5��	  � '�4�
�����
2
  ��������� , �
��8���  ���  ��2����	�	  

(������
��2����	�	 ) 5����	 ; �������	  �
��������
  �  ���
�� , ���
����  4 ���  

4���	�  ��
��
�����	�  ����������  (smart materials), "�����
�����
  

��
����
���	�  ����������  (9#�  ��
  FGM) ��  �� . #�����
  �����  
������
����  

�
�
�	  ��
2
  �������� : [250, 254] ��  �
�
�	  4 ����������  �
�	������	  

��������	�  
� '3���� , �	�
���	�  �4 ���������	�  ���������� . �  �������  [237, 239, 

275] 
�	���
  ����������  �
�	������	  4� �
�
�
2
6  ���������	�  ��	���
��  

� ’34
����	� /� ’34
��	�
�  (piezosensor/actuator), �	2
�
����	�  �  �	2����  

������
� , �
4���
�  ��  �� ., 8
  ��
����  �  ���������  �	����	 .  

��
�����5�  4�����  ����������  ����������	  ��������
 -��"
��
���
2
  

�����  ��
  �������
����	�	  �
�	������	  ��	�������  «2�����6 » �
�	���� . *���3  

������  ����
���  �
  �����4����  ���	��
2
  ��  ���	��
2
  ����
4��	��� . 

 ������  �
�	����  (
�
��	�
  �������
����	� ) 3 ����	�	�  �������
�  

4����  ����
4��	���  ���������  �
��������
 . (�����������  4�4�����	�  4����  �  ��
  

���  ��4�������� . 1�	  ��
�����
���  2������  �
�	����  ���  ���
���	�  ���������  

�
��������
  �	�
�	���6��  ��4��  ���
����  ��  �����
����  ��	���
�  – �
2�5�����  

�
�	����  (vibration absorbers). ��
����5  ���
�	�	  ��  �
4�
��6����	�	  
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��	���
��	  3 ��
��	4��
�	 , ���  5	�
�
  �
5	����  �  ����  2���4��  

��5	�
��������� , 4
����� , �  ���
�
������������� . 

���	�  4 ��
����5  ��
��	�  � �
4�
��6����	�  ���
���  2������  �
�	����  3 

�	�
�	������  ��
��	4��
��� . /���
�������  ��
��	4��
���  ��
  ��5	�  �	���  

�
2�5������  �
��  ����
�	�	��  ��  �
  �	����  ���	��
2
  ����
4��	��� , ���  � 

���	��
2
 , 4�����
  ���  �
2
  �	  3 �
��	�����  ����������  �	�	  ��	���
��	 . 

/������
  ���2�  ��  �����  �
�
�	 , �
� '�4���  4 �����	�����	�	  ���������	  

�
��������
 . �  �
�
��  [290] �
42�����
  ���	��	
  �
2�5����  �
�	����  ���  

�����	��	 , 8
  �	2	��3���� . 1
2�5����  �
������3  4 �����	�
6  �4�
��  �� ���6 , 


����  ����  �����	��  ������������ , �
  ���� , �  �	2����  �
�	��
�  ���	 . �  �
�
��  

[273] �
42����6����  �	��5���  �
�	�����  �
��
�  �����	�	  4 «�	������	�  

�	������	�  �
2�5������ », ��	�
��  4�4���	�
 , 8
  �	�
�	��
��3����  ���
�  

�������	�  ��������� . 

 ������  �
�	����  �
���  �
42�����	  ��  
����	
  �	���
�  ����������  

�
�	������	 , �
�	  ���
6  ����������  3 ������4����  ��������  

������8��� /��"
�����
  ��
  ��  �
���  �������� . �  ��
���  ���
���	��
2
  

����������  ('(� ) ����
  �
42����6����  4�����  �
����
2
  �
�� . #��
��  
��
���  

����	  ���
���	��
2
  ���������� /��2��6�����  (&(�  ��
  &(%): 4�������  &(�  

(����������  4 
������	�  4� '�4�
� ) � �
4�������  &(� . 

/�������  &(�  ��6��  ���  ������2  � �
�����
  �
42������  �  '(� . '���  

����	  ���	��
  �	�
�	��
��6����  ��
2
���  � 3 
��
�
6  ���  ���
�����  ������	�  

�	����  ����������  �  ������
��  ���� . �����  ��	  ����������  �	�
�
5�	�����	�	  

��
�����	  (����	���� , �������
����	�	  �
�	������	 ) �
���
��  4������	�  

&(�  3 ���

4�
6  4�����6 , 8
  �	��2�3  ���
�  �����
���  ������
2
  ��  �
�
2
2
  

������������  ��	  �
���
��  
������
2
  4� '�4�� . �  �	�����  ����������  

�������
����	�  ��"
��������� , �	��	���	�  ��������	�	  (�����	�	 ) 

�������������	 , ��������  4���	  �  ���� , ��	�  3 �
��
�6���	
  � �
��  ���	  


����
  �	����	
  ��  D�����  �
4� '�4����  4����  �����	"������ , �
��	��  �
���
��  

����5  ��5��	�  �
4������	�  &(� . 
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���  �
4� '�4����  �
����	�  4����  �
�����
  �	�
�	��
�����	  �������	
  

������  – ����������  �
�	������	  4��
��63����  4� �
�
�
2
6  ��������  �  

���������  �	�����  �
����
�	�  ����6�	�  ����������� . '
��  4�����  ����������  

4�
�	����  �
  �����	"������  �	�  �����
�	�  ����������� , ���  �	4����6����  4 

�
4� '�4����  ����
����	�  
������	�  �������
����	�  4���� . #	���  �
������
�  

�	����	  ����������  ��  ������4���  �����4����  4��
���	�  ����6�	�  �	�  

4��
��63����  ���  ��  ������  �����	��	�  ��
  ������	��������	�  �
�������� . 

#  ���
��  �
4����  �
42����3����  �
��	�����  ����������  �������
����	�	  

�
�	������	  ��������	�  �	���� , �  �����  �
  ��	�  ��
����  ����
�����  �����	�	  

��	  ��������
��  �
������
��  ������������ . ;�����  �
4� '�4����  �
����
�
 -

���

�
�  4�����  �
�����3����  4 �
4� '�4���� , 8
  ����
����3  ���  ��  �����	�	  

4����
�  �	����	  4���6�����	�  �����������  � �
4� '�4�� , 8
  ����
����3  ���	��  

��  �����	��  �
����
�
�  (����6�
� ) �	����	  ����������� . ��  "���5�
��  �����  

�
���
�	  �
4� '�4����  �	�
�	��
��3����  42����������	
  "�����
���  

( . � . '	�
�
�� . 

 

 

5.2. ��	%�
���&  �'�$%(���%	��)�  ��
��%��&)�  )'*%��+��,  ���$')� , 

-�  ��
%�%.$/�&  
  �
%�$���  $% 
��'	'�0'��,  )%��  

 

���������  �	�����  ������3����  4 ����
����
�  �����
�  �4
��
��
�  

�����	�	  �������
�  �
�8	�	  5������
 -
�����
�  �4�
��  �� �
�����  ��  

4
��������
�  ���	 , 8
  ��	3�����  �
  �� ������
�  �	��
�
�  �
������  (�	� . 5.1). 

1��������3���� , 8
  4����  ������8����  �  ����  4
��������
�  ���	  �
�����6  

4��2�3����  4� 4���
6  ��
2	��  �����	�	  �  �
��� , ��  ��������3  ���� , �
��
  

),,()( tyxwtw MMM = . 

��  �����	��  �  �����
  �
���  ��3  �
�������  ���������  ������������  )(tP , 

8
  �	��	��3  �������
�����  �
�	�����  �����	�	  ��  ���	 . 1
�����
  �������	  

�������
����	�	  �
�	������	  �  �
���  �����	�	  ),,()( tyxwtw SSS = , ���  8
�  
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4��
�
���	�	  ��
�����
��  ��	����3��  (4�4����2���  �"
�����
���
�� ). )�  

��	����
  ����������  �
��  ���	  
�����  4���5����  ��������  ��
2	�� , �
��
  

4����  ��
2	��  �����	�	  �  ����  �  �
���  ����������  �����3  �
  ����  0)( ®twS  

(2������  �
�	���� ) ��
  �  �
�	�����  �  �
���  ����������  �
�	���  ����
�����	  

����
��  ��
�����
��  4��
��  4���	  �  ����  )()( twtw CS =  (����	���� , ���	  �	2���  

�	���
��	 ). 
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/�4���	�
 , 8
  4�����  �
4� '�4�3����  �  4�2�����
  �
����
��� , �
�	  �
��	  

����������  ),( SS yx  ��  ��	3������  4
��������
�  ���	  ),( MM yx  ��  4��2�6���� , 


����  
��	����  �
4� ’ �4����  ����  ��������	�
  � ���  
����
2
  �	����� , �
�	  

�
���  ����������  4��2�3����  �4 �
��
6  ��	3������  4
��������
�  ���	  

),( SMSM yysx == . 

����������  4��
��63����  4� �
�
�
2
6  ��	��������  �
  �����	�	  

�
����
�
2
  (����6�
2
 ) ������������  )(tPC . /�����  ����������  �
��2�3  �  
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�����	"������  4��
��  4���	  �  ����  ��
2
  ������������  )(tPC . '��	�  �	�
� , ���  

�	4�������  4��
��  4���	  �  ����  ����6�
2
  ���	��  �
�����
  �
4� ’ �4��	  
�������  

�������
�����  4�����  ���  ��������
�  �	����	 , 8
  ������3����  4 �����	�	  ��  

���	 . 

1�	  �
4� ’ �4����  4�����  ����������
�� , 8
  �

��	���	  �
�
�  ��	��������  

�����������  (4���6�����	�  ��  ����6�	� ), � �

��	���	  ��	3������  

4
��������
�  ���	  �
������  (���� -���  �
��	 , 8
  ��������  �����	��  ��  ��  ������  

��  �� ���6 ). '��
�  ���������  ���
�
6  ���	�	��  4
��������
�  ���	 . 

#  ������  ��
���  �����	�  &. 1 . '	�
5����  ��������	�
  ��������  �	�����  

�	"����������	�  �������  [84], ���  4 �����������  ����
����	�  �
����
�	�  � 

���

�	�  ��
�  �	4����3  �
4� ’ �4���� , 8
  
�	��3  �������
�����  ��"
�����
��  

��
���	  �  �����	��  4 ��	3����
6  4
��������
6  ���
6  � : 
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t
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 (5.1) 

#�����
 , 8
 : 

),,( tyxP  – 4���6������  ������������ , ���  �
��  ���	  4
��������	�  ��
  

����
����
  �
4�
�����	� ; 

),,( tyxPc  – ����6�	
  ���	�  ��  �����	��  (4
���������  ��
  �
4�
������  

������������ );  

),,()()(),,( tyxRyyxxtyxR MMMM ×-d×-d=  – �������  �����	�	  ��  

���	�  4
��������
�  ���	  � . 

��	�  �
4� ’ �4����  �
����	�  �	����  � �������
�	�  ��������
5���  �������
  

����5� . 
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���  4���
������  ������8����  4
��������
�  ���	  ( ) )(,, twtyxw MMM = , 

�
���  4��	���	  ���  ����2�����	�  ��������
5���� , �
42����6�	  
����
  

�	������  �
��	  �����	�	  ��  4
��������
�  ���	 : 
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�
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�
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�

t
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t==

tt-t-tt-t-tt-t=
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���

.)()(,,

;)()()()()()()(
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000

d
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t
Rtwtyxw

dtKRdtKPdtKPtw

t

MMM
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Pcc
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 (5.2) 

1����  �������
��	  )(twM  4 ���2
2
  ��������  �  ���5�  �	�����  (5.2) �
��  

���	  ������
����  �
  �������
2
  ����2�����
2
  ��������  

.)()()()()()(
000

tt-t-tt-t=t��
�

��
� t-

+t-t ��� dtKPdtKPd
M

t
tKR

t

Pcc

t

P

t

R  (5.3) 

*���2������  ��������  (5.3) �����  �	�����	4����  �
���  ��������	�	  �  

����	��
��  �	2���� : 

cPcMPMRM PAPARA -= , (5.4) 

��  ����
�  P– ����
����3  ���
��
  "������  )(tP ; cP  – )(tPc ; R – �����
�	
  

����
� , 8
  ����
����3  )(tR ; ����	��  MRA , MPA  � MPcA  ����
����6��  �����  

��������  (5.3). 

����	���  ��������  (5.4) ��������	�
  �  �	����� , �
�	  ����6�	
  ���	�  

)(tPc  ���
�	
 . �����  ��	  �
4� ’ �4����  4����  ����������  ���
6  3 �	4�������  

����6�
2
  ���	�� . '
��
  �  ��������  (5.4) ��
�	��  ���  �����
�	�  "������  )(tPc  � 

)(tR . ���  ��  �	4�������  ��
�����
  �  ��������  (5.4) ��������	  �����
�	
  ����  �  

����  ����	��  ��������  ��  �
�
��	�	  

2
  �	��4
�  ���  ��	����6  ���������� , �  

���  ���
�  ���
����  ���  5�����  "������  )(tPc  � )(tR . #  ���	
  ��
���  �	�
�	��  

�	�����  ��
�  ����2�����	�  �������  #
������� , 4��	����  ���  ��
�  �
�
�  

�����	�	  – �
��� , �  ���
  �
4��5
����  ��	3�����  4
���������  ����  

),,()( tyxwtw MMM = , � �
��� , �  ���
  4��
��63����  ����������  42���
  ��
�����
2
  

��	����6  ),,()( tyxwtw SSS = . �  ����	��
��  �	��  �
���  4��	���	 : 
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1211 , (5.5) 

��  ����	�� , ���  ����
����6��  ����� , 8
  ��
����  �  ����2���	  5����	�  "�����
 , 

�
4������  ijA , ���  8
  ������  1=j  ����
����3  )(tPc ; 2=j  – )(tR ; 1=i  – �
���  

),( MM yx ; 2=i  – ),( SS yx ; ����
�  Cw  – ����
����3  ��
�����
��  ��	����6  

����������  )(twC . 1�	�
��  ���  �	�����  2������  �
�	����  �
���  ��	
���	  

)()( twtw SC -= , �
��  0)()( =+ twtw SC . 

�  ��4�������  �	�����
 -������	��
2
  �
4� ’ �4����  (5.5) �	4����6����  

5�����  4�����
���  )(tR  � )(tPc . %
4�’ �4����  4�4�����
�  �	����	  �������  �  �	��  

���
�����
���  4��
��63����  4 �	�
�	�������  %( '	�
�
�� . 

*��
��	
  ���	�  ��  «������ » ����������  ��3  ��������  ��2����	4����  a , 

��	
  ����	����  �  %( '	�
�
�� . #  4������  ����������  ��
  ��������  �	4����3����  

��  
��
��  ������4����  4� a  "�����
����  «��
��� », 8
  ����
����3  ����	����6  


��	���	�  4������  ��
2	��  �
  ��
�����	�  4������  ��	����6 : 

aaa ++-= cPcRpCc PARAPAwPM ][  (5.6) 

1�	  �
4��������  �����	���  ��
8	��  �����	�	  ����  �
� '�4���  4 

��
8	�
6  xOy ������
�
�  �	����	  �

��	��� . #�����
�� , 8
  4���6������  

������������  ����
����
  �
4�
�����
  �
  ����
�����
  
������  4� ��
�
���	  xD  

� yD  ����
����
  ��  �����
�  ),( 00 yx , �  ����6��  ������������  ����
����
  

�
4�
������  �
  ���2�  �������  r  4 �����
�  ),( CC yx . 1�	  
��	�������  

��	
���	��  ��������  4������� : 

– E = 2.07×1011 1� ; n = 0.3; r = 7890 �2 /� 3;  

– h = 0.04 � ; l = 0.6 � ; m = 0.4 � ; 

– �	��
  ������  �  ����
����	�  �
���
�	�  �����  9�� '3 – 50́ 50. 

��  �	� . 5.2 �������
  �����  �
4��5������  �
�
�  ��	  ����������  

�
�	������	 . 1��������3���� , 8
  �����  4���4���	�	  ��
�����	
  4��
�  4���	  

������8����  �  �
���  �����	�	  )(twC  �  �	2����  �	���
��	 . 
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��	���	  �
�
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– x0 = 0.4 � , y0 = 0.1 �  – ��	��������  4���6�����
2
  ������������ ; 

– x�  = 0.2 � , y�  = 0.15 �  – ��	��������  ����6�
2
  ������������ ; 

– xS = 0.3 � , yS = 0.2 �  – �  ���
  4��
��63����  ���������� ; 

– xM = 0.15 � , yM = 0.3 �  – ��	3������  4
��������
�  ���	 . 

��  �	� . 5.3 �
��4��
  2��"��	  4���	  "�����
�����  ��
���  (5.6) – ��	��  1 � 

������
2
  ������������  – ��	��  2 4�����
  ���  ���������  ��2����	4����  a . 

#�����
 , 8
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�
2��	"�����
  5���� . 
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/  �	� . 5.3 �	��
 , 8
  ��������  ��2����	4����  �����
  ����	  ���5�  

4910-=a , �  ��
���8�  «������ » �
��2�3����  ��	  5510-=a . �����  �
���  

�	���	�	  8�  �
�����	
  �������  "�����
����  (5.6) ��	  5210-=a , 8
  ����
����3  

��������  "�����
����  ������
2
  ������������  ��  ����
����3  ���5	�  

4��������  ����6�
2
  ���	��  )(tPc . ���  ��6�������  ���	��  ���������  

��2����	4����  ��  4��
�  4���	  �  ����  ����6�	�  �����������  ��  �	� . 5.4 

�����������
  ��4������	  �
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��  �	� . 5.4 �
��4��
  4���	  )(tP , )(tPc , )(tR : 

– 4���6�����
2
  ������������  )(tP , ���  4���63����  �  �	2����  �����	��  

�	���
��	  �4 ��	������6  ��������  3102 -×  � ; 

– �	4������  �  ��4�������  �
4� ’ �4����  &*% (5.5) 4�������  ����6�
2
  ���	��  

)(tPc  (��3  ��������	 , 8
  �����	8�6��  4���6������  ������������ ) � �������  

���	  )(tR  (�
  ���	�	��  4����
  ���5�  )(tP  � )(tPc ).  

#�����
 , 8
  ���  4����
���  �����4�  ��4��������  ���	�	�	  4���6�����	�  

��  ����6�	�  ����������� , �  ���
�  ��������	  �������  4
��������
�  ���	 , 

��������  �  ��6�
���  (����
����
  �
4�
������  ������������ , �	���6����  �  

�������� , ���	  �
��
����  ��  ����
�����  ��
8�  �
������ , ���  ��	������	��  

��4����	�	 ).  

/  �	� . 5.4 �
���  4�
�	�	  �	��
�
� , 8
  ��	  4��������  ���������  

��2����	4����  5210-=a  ��������	  ��  ���������  ����6�
2
  ���	��  �
����
  

���5� , ���  ��	  5510-=a . ����  ��	  �����	���
  �����4����  ���	��
2
  ����������  

�
�	������	  �
�����
  ��	  �	�
��  ���������  ��2����	4����  ����
�����	  ��  

�����	  "�����
���  ��
��� , ���  � ������4����	  «������	
  ���	� ». 

��  �	� . 5.5 �
��4��
  ��	  ��	��  4���	  ������8����  �  �
���  ���������� : 

– ��
������  ������8����  �  �
���  ����������  – ����
��  "������  ���  

����������  (�	���
�������  4���� ); 

– ������8����  �  �
���  ����������  ��	  ���  �����	  ������������ , 8
  

4���63  �
�	����� ; 

– ��4������  ����������  ��	  ���  4���6�����
2
  ������������  � ����6�
2
  

���	��  (�
���  ��	��  – �����	��
  4��2�3����  4 ��
�����
6  ��	�
6 , ���  ��3  

��4�����  ����	����� ). 

)�  �	��
  4 �	� . 5.5 ��	��  ��
�����
2
  ������8����  ��  
��	����  �  

��4�������  4��
������  ����������  �����	��
  �
�����6  4��2�6���� , 8
  �����	��  

��
  �
��2�����  �����	�  ��4�������� . '��  ���
  ���4���	�
 , 8
  ��4������	  

����������  ��  �	� . 5.5, �  �����	��
  ��  �
�����6����  ��4��������  ��  �	� . 5.5, � , 

�
��  �	2���  ����6�
2
  ���	��  4����
  ��
���5	
 . ���� , �
���  �����������	 , 
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��  ���������  ��2����	4����  ��
�����
  �	�	���	  �
���
�����  

�
4� ’ �4���� , 8
  ����
��3  ��  �����	  «������ » ���������� , ���  � «������	
  

���	� ». 

-3.0E-06

-2.0E-06

-1.0E-06

0.0E+00

1.0E-06

2.0E-06

3.0E-06

0 0.001 0.002 0.003 0.004

���  t , �

���
���

   
 w

, �
 

 

�  

-3.0E-06

-2.0E-06

-1.0E-06

0.0E+00

1.0E-06

2.0E-06

3.0E-06

0 0.001 0.002 0.003 0.004

���  t , �

���
���

   
 w

, �
 

 

�  

�  – ��	  5210-=a ; �  – ��	  5510-=a  

%	���
�  5.5 – %�4������	  ����������  



 228 

����  ������������  ��4������	  �
4��������  ����
2���
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�  ���	 , 8
  ��	  ��5�
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����
���  �
���  �
42�����	 , ��  

�
��	�����  ����������  ������8�����  4
��������
�  ���	 , ���  ��	3�����  �
  

����
����
�  5������
 -
�����
�  �����	��  ��	  �������
����	�  �
�	������ . 

��	�  �	� . 5.9, �	� . 5.10, �	� . 5.11 � �	� . 5.12 ���
�  ����
2���	
  
�	��  

�	� . 5.2, �	� . 5.3, �	� . 5.4 � �	� . 5.5, ����
����
 . #����������  �	� . 5.9 ���  

����
2���
2
  �	� . 5.2 �
��2�3  �����	  �  �

��	�����  �
��	  ����������  ��  

4
��������
�  ���	 : xS = xM=0.3 � , yS =yM=0.2 �  – �����  �����	�	 . 
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6  ��  ���
6 ). .�  

����������  ����  2���
  ���
�����3  �	� . 5.11, ��  ��
��  ����
  �	��
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����6�	
  ���	�  ��
�	
  ��  4���6������  ������������ , ���  ��3  ��
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  ��������� , �  0)( =tR . 
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�
�	������	  ��������
�  �	����	 , ���  ������3����  4 ����
����
�  5������
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�����
�  �����	�	  ��  4
��������
�  ���	  4� �
�
�
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6  �
����
�
2
  

(����6�
2
 ) ������������ . ��  
��
��  �����������	�  ��4��������  �
���  

4�
�	�	  �	��
�
�  ��
  �� , 8
  4���
�
�
����  �����  ����������  ��  ��2
�	��  

�	4�������  ����6�
2
  ���	��  ��	  �
4� ’ �4����  
������
�  4�����  ���  ��������
�  

�	����	  3 �"���	��	�	  � �
�	��  ���
�	�	 . 
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4
��������
�  ���	 , 4� �
�
�
2
6  ���������
  ��	3����
2
  �
  �����	�	  �  �����
  

�
���  ���	��
2
  �
2�5�����  �
�	����  (�	� . 5.13). 
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%	���
�  5.13 – &����  2������  �������
����	�  �
�	����  �����	�	  ��  ���	  

&	�����  �	"����������	�  ������� , 8
  
�	��3  �������
�����  

��"
�����
��  ��
���	  �  �����	��  4 ��	3����
6  ���
6  � , ����
2����  ��������
  

����5�  (5.1). 

���  ������8���  �
�
� , �  ��	�  ��	3�����  4
���������  ����  

( ) )(,, twtyxw MMM =  � �
2�5����  �
�	����  ( ) )(,, twtyxw DDD = , �
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#	��6�	�5	  4 ����2�����	�  ��������
5���  (5.7) ( )tyxw MM ,,  � 

( )tyxw DD ,, , 
�����3�
  ��������  �	�����  ����2�����	�  �������  #
�������  I 

�
��  8
�
  �����
�	�  )(tRD  � )(tRM : 
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��	�  � �	�  ���� , 8
  ��
����  �  (5.8) ��	�
�	���  ����5� . &	�����  (5.7), ��  � 

�
����� , �
4� ’ �4�3����  4 �	�
�	�������  %( '	�
�
�� . 1����  �	�����	4����  �� 

�
���  �����	���	  �  �	2���� : 
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��  ����5�  ���  �
4� ’ �4����  ����	��
�  �	����	  (5.9) 4����
  

�	�
�	��
�����	  �4�2�������  ��2
�	��	 , �  �	�����  ����
�  4����� , �
�	  

4���6������  ������������  )(tP  ���
�� , �  5����	�	  3 )(tRD  � )(tRM , �  �	�����  

(5.9) 4����
  �����
4���	�	  ����	��  � 4��	���	  �� �  ��
�
�
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�� , �  4�����  4����  ��
2	��  �  �����
  �
���  

( ) )(,, twtyxw SSS =  �
���  4��	���	  ��������  ��
�
��  �	����� : 
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1�	  �
4�������� , ��  � ����5� , ����������
�� , 8
  �����	���  ��
8	��  

�����	�	  ����  �
� '�4���  �4 ��
8	�
6  xOy ������
�
�  �	����	  �

��	��� . 

#�����
�� , 8
  4���6������  ������������ , �������  ���	  � ����"���  

4
���������  �  �
���� . 1�	  
��	�������  ��	
���	��  ��������  4������� : 

– E = 2.07×1011 1� ; n = 0.3; r  = 7890 �2 /� 3; 

– h = 0.04 � ; l = 0.6 � ; m = 0.4 � ; 

– �	��
  ������  �  ����
����	�  �
���
�	�  �����  9�� '3 – 50́ 50. 
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%	���
�  5.14 – &����  �����	�	  4 ���
6  � ����"��
�  �  ����� : 

 

!

��	���	  �
�
� : 

– x0 = 0.4 � , y0 = 0.3 �  – ��	��������  4���6�����
2
  ������������ ; 

– xD = 0.3 � , yD = 0.2 �  – ��	3������  ����"��� ; 

– xM = 0.15 � , yM = 0.3 �  – 4
��������
�  ���	 ; 

– xS = 0.2 � , yS = 0.15 �  – �  ���
  ���������  ���
�
6  4����  ��
2	��  

( ) )(,, twtyxw SSS =  ��	  �
4� ’ �4����  
������
�  4����� . 

1�	  
��	�������  �  ������  �����4�  ����
�  4�����  5�����  "������  )(tRD  � 

)(tRM  �	4�����	��  4 �
4� ’ �4����  �	����	  (5.10), ���  �
4� ’ �4�������  �	�����
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������	��
  42���
  %( '	�
�
�� . 1�������	  ��2����	4����  Da  � Ma  �	4�����	��  

��  
��
��  ������4����  4� a  ����
����	�  "�����
�����  ��� ’ �4�	 . ��  �	� . 5.15 

�
��4��
  2��"��	  4���	  ��� '�4
�  ���  )(tRD  (�
��4��	
  �������	 ) � )(tRM  

4�����
  ���  ���������  ��2����	4����  a . #�����
 , 8
  4�������  ���������  

��2����	4����  ���  4����
���  ����������  ��  �
2��	"�����
  5���� . 
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/  �	� . 5.15 �	��
 , 8
  3 4
�	  
��	�����	�  4������  ����������  

��2����	4���� : ���  Da  – ��  4347 1010 -- <a< D ; ���  Ma  ��  – 4648 1010 -- <a< M , 

��	�
��  ��	  �
����5	�  �
4��������  ��	
���	��  4610-=a D  � 4710-=a M . 
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���  S, 

�	��	���	�  ��36  �����	  4���6�����
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�
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�����3  (��	��  )(twS ), 8
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�
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��	�����	�  �
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�  ����"�������� , 
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  ���  ��
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�����6  �
2��	�	  �������
�����  �
�	�����  (4����
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�����	�
6  � ����"��
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��������
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1�	  
��	��6�����
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������
�  

4�����  4��
�  4���	  ������������  )(tP , 8
  4���63  �
�	����� , ��������  

�����
�	� . *����	"������  �	�
��������  4� «4�5�����	� » � «��4�5�����	� » 

4��������  ��
2	��  )(twS  �  �
���  S, 4��
���	�  �  ��4�������  �
4� ’ �4����  ����
�  

4����� . 

��  �	� . 5.18 �
��4���  «��4�5������ » 4�������  ��
2	��  �  �
���  S )(twS  � 

«4�5������ » )(twd . «/�5������� » �	����	�  ���	�  4��
��6���
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�	�
�	�������  4��
��  �
������
2
  �
4�
����  (��	  �
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�	��	  

�	����
�
2
  ��������� ), ������4�  ����������  ��
2
  
�	�������  ����5� ; 

����
���  �
�	���  «4�5������� » (�	������� ) ��	
������  2.0=d . 

��  �	� . 5.19 � �	� . 5.20 �
��4��
  �����	"��
����  4� )(twS  � )(twd  

4�����
���  4���	  �  ����  )(tP , )(tRD  � )(tRM . 
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  �����	"������  )(tP , )(tRD  � )(tRM  �	�
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4�������  ����������  ��2����	4����  6110-=a P , 6210-=a D  � 6210-=a M  

����
����
 . #	2���  ����
����	�  "�����
�����  ��� ’ �4�	 , ��  
��
��  ������4����  

��	�  �	�	���	��  
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/  �	� . 5.19 �
���  �	��
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  �����	"��
����  )(tP , )(tRD  � )(tRM  4� 

«��4�5�����	�	 » �	����	�	  ���	�	  �����	��
  �
�����6  4��2�6����  4 

�
��	�	  �����	  4��������	 . �  �	�����  �	�
�	������  «4�5�����	� » �	����	�  

���	�  (�	� . 5.20) ��4������	  �����	"������  �	�
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�	��  4��
������ , 
�
��	�
  

�  4
��  4 ���	�	�	  ����������	 , 8
  �	��	��3  4����	
  �������  ��	  �
���������  

�������
����	�  ��
����� . 

��  
��
��  �����������	�  ��  �	� . 5.20 ��4��������  �
���  4�
�	�	  

�	��
�
�  ��
  �� , 8
  4���
�
�
����  ���
�	��  �
4� ’ �4����  
������
�  4�����  ��  

��2
�	��  �	4�������  �����
�	�  �����������  3 �"���	��	�	  � �
�	��  ���
�	�	  

�
  4���6�����  �	����	�  ���	� . 

 

 

5.4. ���������	  �
������
�
  �
�
����	�
  ��  �����
���  
������  

�����
�
  

 

���
�	��  ����������  �
�	������	  ����
����
�  �����	�	  4� �
�
�
2
6  

��	��������  �	����	  �������
�  4
���5���  ����6�	�  ���	��� , ���  

�	�
�	��
��3����  �  ��
��  �
��������� , 3 �
2���	�  ��
�
�������  ���
�	�	 , 

�������
�  �  [297]. '��  �	�������  �
4� ’ �4����  ����
����
�  4�����  ��
  ����������  

�������
����	�	  �
�	������	  �  
���
  �
���  ����
����
�  �����	�	  4� 

�
�
�
2
6  4���
�������  
���3�  ����6�
�  �	�	 . 

'��  
�	5��
  �
4� ’ �4����  ����5  4�2����
�  4�����  ��
  ����������  

�������
����	�	  �
�	������	 . %
42����3����  �
��	�����  ����������  ��  

���
��
  ���5�
  �  �
��������  4 �
4�����	  �����	�	  ����
�����
  ��
8���� . 

1����	��  �����3����  �����
6 , �4
��
��
6 , ����
����
�  "
��	  ��  �������
�  

�
�8	�	  (�	� . 5.21).  ����	�	  �����	�	  l×m, �  �
�8	��  h. &����  4����������  

�����	�	  ����
����3  5������
��  
��	����6 . 1�	����	�
 , 8
  ��  �����	��  ��3  

�	�����  �������
�  ��4�����	�  �
������	�  ����������� , ��	������	�  �  �
����  

( )ii yx 00 , . 
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1
�����
  ��������	  �
�	������	  (����	���� , 4���4���	�	  ��
�����	
  

4��
�  4���	  �  ����  ��
2	��  �����	�	  ��
 , ������	 , 4���5	�	  ���	�	�	  ��
2	���  

��
  ��"
�����
  �����	�	 ) ��  �����	��
  ����
�����
  
������  �����	�	 . 

����������  4��
��63����  4� �
�
�
2
6  �	����	 , 8
  ������3����  4 �
�	��
�  

��4�����	�  ����6�	�  ���	���  (�	� ), ���  3 5����	�	 . 

��  �	� . 5.22 �
��4��
  
����	
  �	���
�  ����	  ����������  �
�	  �	�	 , 8
  

����6��  ��	�������  �  �����  ���
�  ����
����
�  
������ , �  ���
  4��
��63����  

���������� . '���  �����  ��  4����	  4���
�
���  (�  �	��  2�
����	��	�  ��������� ), 

���  �
4�
��3  ��8
  ���
��	�	  �����  ���������� , �  ���
�  4���5	�	  ���	�	�	  

����6�	�  �	� , �
��
  ����2�6 , 4����������  ��  ���������� . 

�  �	����� , ��8
  4��
�  4���	  �  ����  ����������� , 8
  4���66��  

�
�	����� , ���
�	
 , �
��������  4�����  4�
�	����  �
  ���5������  �
�	��
�  

�����
�	�  ����6�	�  ����������� . 
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%	���
�  5.22 – &����  ����������  �
�	������	  (
����	
  �	���
� ) 

 

%�������  �������
����	�  �
�	����  ����
����
�  �����	�	  ���  ��36  

�	����	  �
������	�  �����������  (4���6�����	�  � ����6�	� ) 4� ����
2�36  4 

(5.1) �
���  4��	���	  �������
��  �	2���� : 

[ ]
�
�
�
�

�

��
�
�

�

�

¶

j¶
×r=Ñ+j-yÑn++jÑn-

¶

y¶
×r=Ñ+y-yÑ

+-
¶

¶
r=y+Ñ � �

= =

,)(')1()1(
2

;)('

;),,(),,()('

2

2

0
2
1

2
1

2

2

2

0
22

1 1
2
0

2

0
2

t
IwhG

D
t

IwhGD

tyxPtyxP
t

w
hwhG

xy
xyxyxy

xy
xyxy

N

i

Nc

i

c
iixy

 (5.12) 

��  �
=

N

i
i tyxP

1

),,(  – �	�����  4���6�����	�  �����������  (�  ��
��  �
���������  

N=2 – ���  4
��������	�  ������������  ),,(1 tyxP  � ),,(2 tyxP , ��	�������  �  

��
�  ��4�	�  �
���� , ��	�
��  )()( 21 tPtP ¹ ) ;  

�  �
=

Nc

i

c
i tyxP

1

),,(  – �	�����  ����6�	�  �����������  (���  Nc=4). 



 242 

�  ��4�������  ���  ��
2	��  � �����  �
�
�
��  �
�����  �
4� ’ �4����  ����
�  

4�����  
�����3�
  �  �	2����  ���	  ����2�����  �6�����  (42
��
� ): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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 (5.13) 

��  ( )tyxK x
i ,,Y , ( )tyxK y

i ,,Y , ( )tyxKW
i ,,  – ����
�����  ��������
 -��4�	����  ����  

!
5�  ����2�����  �6�����  (42
��
� ), �	�� : 
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×
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=
1 1

2

1

)(sinsinsin,,
k n p

pknpkn
kn

iknW
i t

m
yn

l
xkC

tyxK . 

��2���3�
 , 8
  �
4� ’ �4
�  �	����	  (5.12) �������
  �  �����
��  �
4���� , ���  

���
�  ��3����  �������	
  
�	�  ����  �
4������ , ����������  ��  �
������ . 

1�	����	�
 , 8
  �
�����
  �
2��	�	  �
�	�����  (�
  �
��	�
���  ���
��
  

4���5	�	  ��������	  �
�	����  ��
2	��  �����	�	 ) ��  �����	�	
  �  �
��������  4 

�
4�����	  �����	�	  ����
�����
  
������ . 

'
�� , 8
  ��	����3�  ����������  3 4���5����  ��������  ��
2	�� , �
���  

������	  ��������	�	�	  ��������  �	��4	 : 

( ) ,0,, =tyxw sjsj  (5.14) 

��  ),( sjsj yx  – �
�	�	  �
��	 , 8
  
�����6��  ����
�����  
������  2������ . 

#	�
�	��
��6�	  �	�  �
4� ’ �4����  ����
�  4�����  ���  ��
2	���  (5.13) � 

��	�����  ����������  (5.14), �
���  
������	  �	�����  �
�	��
�  ����2�����	�  

�������  #
�������  I �
�� , �
���  4 ��	�  ����  ���	  �������	
  �	2��� : 
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( ) ( ) ( ) ( )� �� �
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W
i

t
C

i dtyxKPdtyxKP
1 01 0

,,,, . (5.15) 

���  �
4� ’ �4����  �	����	  ����2�����	�  �������  #
�������  I �
��  ��
�����  

�	�
��3����  �� �	�����	4���� , �����  �
2
  
��	��3�
  ��
�
��  ����	���  &,(% . 

'
��
  �	�����  �
�	��
�  ����2�����	�  �������  �	��  (5.15) ���  �
42�����
2
  

�	�����  ����  ���	  �������	
  ����	��	
  �	2��� : 
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%
4�’ �4����  �
����	�  �	����  �������  8
�
  5����	�  "�����
  )(tPcj  


�	���
  ��  
��
��4
�
  � 4��
��63����  4� 4���
��������  �
�������  ���
��� , 8
  

��4�3����  ��  �	�
�	������  �(!  �	  �(  ���  ��
�
�
�  ����	��  A  � %( '	�
�
��  

��	  
��������  ����	�� . 

��  �������	�  �	������  ������������  ��4������	  �	��
�	�  �
4�������� . 

0	��
��  �
4������	  �	�
�����	��  ��	  �������	�  4��������  ���������� : 

r =7890 �2 /� 3; E=2.07×1011 1� ; n=0.3; h=0.04 � ; l=0.6 � , m=0.4 � . 

!

��	���	  �
�
�  ��	��������  4���6�����	�  ����������� : 1.001 =x  � , 

25.001 =y  � , 5.002 =x  � , 15.002 =y  � . 

!

��	���	  ��	��������  �	����	  ����6�	�  ����������� : 2.01 =cx  � , 

1.01 =cy  � , 2.02 =cx  � , 3.02 =cy  � , 4.03 =cx  � , 3.03 =cy  � , 4.04 =cx  � , 

1.04 =cy  � . 

!

��	���	  �
�
� , 8
  
�����6��  ����
�����  
������  ���������� : 

29.01 =sx  � , 19.01 =sy  � , 29.02 =sx  � , 21.02 =sy  � , 31.03 =sx  � , 21.03 =sy  � , 

31.04 =sx  � , 19.04 =sy  � . 

!

��	���	  ������  �����	�	 : 3.0=mx  � , 2.0=my  � . 

���  4����
���  ���	
�����  ���  ��  �
��	  �
��4���  ��  �	� . 5.23. 
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��	 , �  ��	�  ��	������
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I  – �
��	 , �  ��	�  ��	������
  ����6��  ���	�	  (4 5� .); 

·  – �
��	  ��  ���6  ���
�  
������  ����������  (4 5� .) 

%	���
�  5.23 – &����  �����	�	  �  �����  

 

'
��  8
  �	�����  (5.16) �
4� ’ �4�������  4 �	�
�	�������  �(!  � %( 

'	�
�
�� , �
  ���  �	4�������  �
��
2
  4 �
�	��
�  ����6�	�  ���	���  �
���  

��
�	����	��  
����
�	�  4��������  ���������  ��2����	4���� , �
��
  

a=a=a=a=a 4321 . .�  
���
����
  �	� , 8
  ���� , ���  ��
����  �  �	�����  

����2�����	�  ������� , 4���������  4� ���	�	�
6 , �  
���  � ����6��  ���	�	  

�
�	���  ���	  
��
2
  �
����� . 

��  �	� . 5.24 �
��4��
  "�����
���  «������
2
  ��
2	�� » ���  �
��	 , ���  

4���
�	����  �  ������  ���
�  ��
8���	 , ��  ���
  4��
��63����  ����������  (��  

�
��� , ��  �	��
  4 �	� . 5.23 4��2�3����  4 2�
����	��	�  �����
�  �����	�	 ): 

1
][

lmm wwM =a , (5.17) 

��  wm – ��
2	�  �  ������  ��
8���	  «2������ » �
�	���� . 

9�����
���  (5.17) �
��4��	
  ��	  4��������  ���������  ��2����	4����  a , 

�4��	�  �  ����
�����
��  ���  ���
�  4�����  �����4
��  8494 1010 -- <a< . (/�������  

���������  a  ��  �	� . 5.24 ����������  ��  �
2��	"�����
  5���� ). /  �	� . 5.24 �	��
 , 

8
  ���
  �	����6����  ���  4�������  ��������� : 8610-=a  � 8910-=a . ����  
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��	�
������  ��4������	  �
4��������  4 ����������  �
�	������	  ��	  �	�  

4��������  ���������  ��2����	4����  a . 
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%	���
�  5.24 – �
  �	�
��  ���������  ��2����	4����  

 

��  �	� . 5.25 �
��4��
  4����  �  ����  ��
2	���  �����	�	  �  �
����  ����������  

(�
���� , 8
  
�����6��  ����
�����  
������  ���������� ), �  ���
�  �  

2�
����	��
��  ������  
������  «2������ » �
�	���� . ��  �	�����  ��������  ���  

2���	  ��	�	� : 
���  ����
����3  �	����� , �
�	  ��������  ����6��  ���	�	 , �  ���2�  – 

�
�	  ��	�������  ���  �
�	�	  ����6�	�  ������������ , 4��
�  4���	  �  ����  ��	�  

4��
���	
  �  ��4�������  �
4� ’ �4����  4�����  ����������  ��	  4�������  8610-=a . 
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��  �	� . 5.26 �
��4��
  4���	  �  ����  ��
�  4
���5���  �	� , 8
  4���66��  

�
�	����� , ���  4���66���� , ��  «�����	��  �	���
��	 » � «����
����
2
  ��
��  

��������
�  ��	���
��� », �  ���
�  �
�	��
�  ����6�	�  ����������� , ���  �
����  

������	
  �
�	��	
  �������� . /���	  �  ����  ����6�	�  �����������  4��
����  ��  


��
��  �
4� ’ �4����  
������
�  4�����  (�	� . �	�����  �������  (5.16)). ��  ��
��  

�	�����  ��	��  
����
  ��  �
4������ . 
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%	���
�  5.26 – /���6������  ��  ����6��  ������������  

 

/  �	� . 5.25 �	��
 , 8
  ��	  4��
���	�  4��������  ����6�	�  �����������  

�
��  � ��  ���3����  �
�����6  �
2��	�	  �������
�����  �
�	����� , ��������	  

��
2	���  4�	��6����  ����5  ���  �  5 ��4�� , �
2
  �  ����	�  �	������  �
��  ���	  

�
������
 . *�
��  4�����  ��������	  �
�	����  �
����  ���	���	  ��  �
���  

�5�
�����  
� '3���� , �
� '�4��	�  �4 �����	�����	�	  ���������	  (����	���� , 

4�������� ). 

��	�  �	� . 5.27 � �	� . 5.28 �
�����6  ����
2���	
  
�	��  �	� . 5.25 � 

�	� . 5.26, 4� �	����
�  4�������  ���������  ��2����	4���� , ��	  ��
��  ���	  

�
4���
����  ������������  ��4������	  – ��  
��	������  4�������  8910-=a . 
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/  �	� . 5.28 �	��
 , 8
  4���	  ����6�	�  ���	���  �  ���� , 4��
����  ��	  


��	�����
��  4�������  8910-=a , �
����  ����5  ������
  �	�����	
  �
�	��	
  

�������� , �  ��  ��������	  4� ���	�	�
6  �������5�6��  4�������  4���6�����	�  

����������� . 
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%�4������	 , ��������  ��  �	� . 5.27 �
��4�6�� , 8
  ���3����  ��
��  �
�����6  

�
2��	�	  �������
�����  �
�	�����  ��  ����
  
������  �����	�	 , 4� �	����
�  

�����	�
2
  ��
�����  ���� , ����	�����  �
���������
2
  �	����
�
2
  �����4
�� . 

.�  �	��	���
 , ����
 , ��2�
���������  �
�	�
�  
��	�����  ��	  �	��
�
��  

�
4� ’ �4����  �	����	  �������  (5.16). 

����  �
42����3����  
����	
  �	���
�  �
  2�����6  �
�	����  ��  ����
  

��
8���� , �
�	  ����6��  ������������  ������  ��	�������  ����
  ��4�
�������
  

�  �����  ��3�  ��
8���	  (�	� . �	� . 5.22). ��  �	� . 5.29 �
��4��
  �����  ���������� , 

�������	
  
�	�  �	� . 5.29 ����
2���	
  �������
��  ���  �	� . 5.23. 
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1�������	  �����	�	  ��  �

��	���	  �
�
�  ��	��������  4���6�����	�  

�����������  ��	
����  ���	�	  �  ��  �  �
��������  �
4�������� : 1.001 =x  � , 

25.001 =y  � , 5.002 =x  � , 15.002 =y  � . 

!

��	���	  �
�
� , 8
  
�����6��  ����
�����  
������  ���������� , 

�
�����6  4��2�6����  4 �

��	�����	  ��	��������  ����6�	�  ����������� : 

29.01 =sx  � , 19.01 =sy  � , 29.02 =sx  � , 21.02 =sy  � , 31.03 =sx  � , 21.03 =sy  � , 

31.04 =sx  � , 19.04 =sy  � . 
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!

��	���	  ������  �����	�	 : 3.0=mx  � , 2.0=my  � . 

��  �	� . 5.30 �
��4��
  "�����
���	  «������
2
  ��
2	�� » – ��������  ��	��  

� «������
2
  ����6�
2
  ���	�� » – �
��4��	
  �
����	 . 

1�	  �
4� ’ �4����  4�����  ����������  �
��
  �
����
�
  ������4���	  ����2�6 , 

8
  ����  �	������	��  ��  2������  �
�	���� . #	�  "�����
����  «������
2
  

����6�
2
  ���	�� : 

�
=

a =
4

1

][2
i

CC i
PPM . (5.18) 
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/  �	� . 5.30 �	��
 , 8
  ���  �
4� ’ �4����  4�����  �
�	��  ����	  4�������  

���������  ��2����	4����  8810-£a , �
��  8
  ������  ��	  

2
  4���5����  

��4������	  �����	��
  ��  4���66���� . 

��  �	� . 5.31 �
��4��
  4���	  �  ����  ��
2	���  �����	�	  �  �
����  ���������� , 

�  ��  �	� . 5.32 – 4���	  �  ����  ��
�  4
���5���  4���6�����	�  �	�  � �
�	��
�  

����6�	�  ���	���  ��	  8810-=a . ��2���3�
 , 8
  �������	
  
�	�  �	������  

����
2���	
  �������	�  ����5� . 
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/  �	� . 5.31 � �	� . 5.32 �	��
 , 8
  �  �	����� , �
�	  �
��	  �  ��	�  

4��
��63����  ����������  4��2�6����  4 �
����	  ��	��������  ����6�	�  

����������� , �
4� ’ �4����  �	����	  �������  (5.16) �	�
�	��  4����
  ���
��5	�  � 

���3����  �����	��
  �
�����6  �
2��	�	  �
�	�����  ��  ����
  
������  ���������� . 

��  �������	�  �	� . 5.33, �	� . 5.34, �	� . 5.35 �
��4��
  �
4�
���  ��
2	��  �
  

�
������  �����	�	  (��
�	�����  ��6�	 ) �  ��4��  �
����	  ���� .  
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%	� . 5.33 ����
����3  �
�����  ����  0014.0=t  �  (�
��	4�  ���5
2
  

����	�����
2
  ��
2	��  �
�	����  �����	�	 ); 

�	� . 5.34 – 00252.0=t  � ; 

�	� . 5.35 – 0032.0=t  � . 

��  �	�  �	������  �
��4���  ��4������	  �
4��������  ���  ��
�  �	������ : 

� ) �
�	  ��	�������  �����	  4���6������  ������������ ; 

� ) �
�	  4��
��63����  ����������  ��  ����
  
������ , ��	�
��  �	�  ����6�	�  

���	���  �
��4��	
  ��  �	� . 5.32. 
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��  �	� . 5.34 ���
�����3����  �
����  ����  ���  ���������	 , 8
  4���66��  

�
�	����� , �
�	  ��6��  ��
2	��  �����	�	 , �  �	��  ��	��
�	�  ��
�����  ��3  

��
�	�����  4� 4���
�  4������� . '��	�  �	�
� , �
��4��
 , 8
  ����������  

�
�	������	  4��
��63����  ��	  ���� -��	�  ���������  �����������  � 3 

�
��	�����  ��������	  ��4�����
  ���  4����  ����	�����	�  ������8��� . 
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��  �	� . 5.35 �
��4��
  �
����  ���� , ��	
  ����
����3  ��
����5	�  

�
������	�  ������8�����  �����	�	 , �
�	  4��2�3����  ���  ����������� , 8
  

4���66��  �
�	����� , 4 �������
�  ��	��
�	�  ��
�����  ���  �
��������  ��������� . 
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��2���3�
 , 8
  ����  
������  �����	�	 , ��  ���
  4��
��63����  ����������  

(2������ ) �
�	������	  4���
�	����  �  ������  �����	�	  (��  ��	�	����	�  2��"����  

�
��  
����
  ��  �	������ ). (  �
�	�	  ����6��  ������������  ��	�������  ��  ���6  

��3�  
������ . 
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��  �	� . 5.33, �	� . 5.34, �	� . 5.35 �
���  ��
�����2��	 , 8
  ��4�����
  ���  

��������  ������8���  �
�
�  �����	�	 , �� �����	��  4��	5�3����  �����	��
  

�����
�� . #��  �	����	  ���  4����
���  ��4�����
2
  �
��������  �
��4���  �  


����
�
��  ���5����  ��  �
4�
��6��  
���	�	 : ��������	  4�����	  ����6�	�  

���	���  4�	4	�	��  ������8����  ��  �����	  �  ����
  
������  ���������� , ���  � �
  

���
  �����	�� . 

 

 

5.5. �������  �	
����  ��
�	
���	����  �����	��  �����������  ��	
����  

 

����  4 ��
����	��5	�  ��
����  �  ���������  – ��  ��
�����  ����
4��	��� . /  

��
��
��������  ������	�  �
��������
 , ����������  � �
�	�  ����
�
2�
  ���  

�����5�  �
�	��6��  4���
�
�����	��  ����	  ���	��
2
  ����
4��	��� . ��
��	�
  

��  ��
��3����  ���������  �
��������
 , ���  4���
������  ���  ��36  ��������	�  

����������� , �
��  8
  �  ��
��  �	�����  �������	  ���	��
2
  ����
4��	���  ��  

4����	  �
����  ����6���	  4��
�����
 , 
�
��	�
  ��  �
����
�	�  ������  

4���6����� . 

%
42�����
  ������  �4
��
���  ����
�����  �����	��  �������
�  �
�8	�	  

(��  � �  �
�������
��  ������ ).  ����	�	  �����	�	  – l×m, �  �
�8	��  h (�	� . 5.36). 

&����  4����������  �����	�	  ����
����3  5������
��  
��	����6 . 

#��4���	�
 , 8
  
����	
  ������  �
  �
4� ’ �4����  4�����  3 ����	���	� , 


����  ��4������	 , ���  
�������  3 "�4	��	�	  ��  �����	�	 . 

1�	����	�
 , 8
  ��  �����	��  ��3  �	�����  N ��4�����	�  �
������	�  

����������� , ��	������	�  �  �
���� ( )ii yx 00 , , 8
  �	��	��3  ��"
��������  

�����	�	 . 1
�����
  «�
2��	�	 » �
�	�����  (�
  �
��	�
���  4����
  4���5	�	  

��������	  �
�	����  ��
2	��  �  ���� ) ��  ���
  �����	�� . 1�	  ��
��  

���������3���� , 8
  ��  �����	��  ��3  �	����� , 8
  ������3����  4 Nc ��4�����	�  

���  �
�
6 , �
����
�	�  ����6�	�  ���	��� . )�  ��	����  �
42����3����  �	����� , 

8
  ������3����  4 �
�	��
�  4
��������	�  ����6�	�  �����������  (�	� ) ���  

�
���������  ���	��  ��  �����	��  ��
�  4���6�����	�  ����������� . �  �	����� , 
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��8
  4��
�  4���	  �  ����  ����������� , 8
  4���66��  �
�	����� , ���
�	
 , 

�
��������  4�����  4�
�	����  �
  ���5������  ����  �����
�	�  ����6�	�  ���	��� . 
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%	���
�  5.36 – &����  «2������ » �
�	����  

 

&	�����  �������  �������
����	�  �
�	����  ����
����
�  �����	�	  ���  ��36  

���
��  �
������	�  �����������  (4���6�����	�  � ����6�	� ) ����
2����  (5.12). 

#�����
 , 8
  �  (5.12) �
=

N

i
i tyxP

1

),,(  � �
=

Nc

i

c
i tyxP

1

),,(  – �	����	  

4���6�����	�  � ����6�	�  �����������  (���  ���	��
2
  «2������ »). 

'
��  8
  �
�����
  «2��	�	 » �
�	�����  �
  ���
  �����	���
  ��
8	��  

�����	�	 , �
  ��  ��	����
  ����������  �
���  �	����	 : 

( ) 0,, =tyxw  (5.19) 

(��������  ���6  4������  ��
2	��� ). #  ��	��	��  ���  �	�
�����  ��
�	  (5.19) 

��
�����
  ���	���	  ��  �����	��  ����������
6  �	����
6  ����6�	�  �	� , 

�
4��5
���	�  �
  ���
  �
������  �����	�	 . �����  �����	���  �����4����  ���
2
  

�	�����  ������������  ���
��	�� . /����	�
  ��
��  (5.19) ����5�  ������	� , �  
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���� , �����
  �
42�����	  �����	  �������  �	��
  ����6�	�  ���	���  Nc. )�  

��	����
  ����������  �
���  �	����	  ��������  �	��4	 : 

( ) ,0,, =tyxw cjcj  (5.20) 

��  ),( cjcj yx  – �
��	  ��	��������  Nc ����6�	�  ���	��� . 

#	�
�	��
��6�	  �
4� ’ �4����  ����
�  4�����  ���  ��
2	���  (5.13) � ��	�����  

����������  (5.20) ���  Nc ����6�	�  ���	��� , �
���  
������	  �	�����  4 Nc 

����2�����	�  �������  #
�������  I �
�� : 

( ) ( ) ( ) ( )� �� �
==

-=-
N

i
cjcj

W
i

t

i

Nc

i
cjcj

W
i

t
C

i dtyxKPdtyxKP
1 01 0

,,,, tttttt  (5.21) 

%
4�’ �4����  4�4�����
�  �	����	  �������  (5.21) ����
2���
  �	�����  (5.15). 

0	��
��  �
4������	  �	�
�����	��  ��	  �������	�  4��������  ���������� : 

r =7890 �2 /� 3; E=2.07×1011 1� ; n=0.3; h=0.04 � ; l=0.6 � , m=0.4 � . 

!

��	���	  �
�
�  ��	��������  ��
�  ��4�����	�  �
������	�  

4���6�����	�  ����������� , ��	������	�  �  �
����  ),( 0101 yx  � ),( 0202 yx : 

1.001 =x  � , 25.001 =y  � , 5.002 =x  � , 15.002 =y  � .. 

!

��	���	  ��	��������  �	����	  ����6�	�  ����������� : 29.01 =cx  � , 

19.01 =cy  � , 29.02 =cx  � , 21.02 =cy  � , 31.03 =cx  � , 21.03 =cy  � , 31.04 =cx  � , 

19.04 =cy  � . 

!

��	���	  ������  �����	�	 : 3.0=mx  � , 2.0=my  � . 

1��5	
  �
4������
�	
  �	���
�  ��
��  �
�����6  ����
2���	
  

�	������
��  �  �
�������
��  ������ , 4� �	����
�  ����	  �
4��5������  

����6�	�  ���	���  (�	� . �	� . 5.37). 

��  �	� . 5.38 � �	� . 5.39 �����������
  ��4������	  �	��
�	�  �
4��������  �
  

2�����6  �
�	����  ��  �����	�� . ��  �	� . 5.38 �
��4���  4���6������  ������������ , 

� ����6��  ���	�	 . ��  �	� . 5.39 – ��
2	�	  ��4  ����6�	�  ���	���  � �  �	�����  

���	��
2
  2������ . A	��
6  ��	�
6  ��  ��
��  2��"���  �
��4���  ��
2	�	  �  ������  

�����	�	 . 
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��  �������	�  �	������  (�	� . 5.40, �	� . 5.41, �	� . 5.42) �
��4��
  �
4�
���  

��
2	��  �
  �
������  �����	�	  �  ��  �  �
����	  ����  ( 0014.0=t  � ; 00252.0=t  � ; 

0032.0=t  � ) ��  � ���  �	�����  ����������  ��  ����
  
������ . ��	�  �	������  ���  

���
  ����
2���	
  �������	�  ����5� . ���  �
��	�
���  ��4�����
2
  �
��������  

��  �	������  �	� . 5.40, � , �	� . 5.41, � , �	� . 5.42, �  (������  4
��������� ) 

�
��4��	
  �	� . 5.33, � , �	� . 5.34, � , �	� . 5.35, �  (���2�  4
��������  4 

�
�������
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  �
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)�8
  4������	  ��  �	� . 5.40, �	� . 5.41, �	� . 5.42 �	���
�  2������  �
  ���
  

�����	��  – �  4 2�������  ��  ����
  
������  �  ������  �����	�	  – � , �
  �	��
 , 8
  

���3����  �
����
  4���5	�	  ��������	  ��
2	���  �����	��
  �
  ���
  �
������  

�����	�	 . #	��6������  3 
������  ����
�
  �
�
�  ��	��������  �	� , 8
  

4���66��  �
�	����� , – �  �	�  �
����  ��������	  4�	���� , ���  ����  �����������  

�
�	  4��	5�6����  �
����	�	  (�
��  ���5	�	 ). 

'��
�  �
�����������  ���	�  2�
����	��	�  �
4�����  �����	�	  ��  

�
��	�����  2������  �
�	����  �
  ���
  �
������  �����	�	 . 

���  �
4�������  ���	  ��	
����  ����  �  ��������	 , ��  �  ���5
��  ��	�����  

�
4������� , 4� �	����
�  �
��	�	  � 5	�	�	  �����	�	 : l=1.2 � , m=0.8 �  (�	� . 

�	� . 5.43), �  ���
�  �

��	���  �
�
� . 

!

��	���	  �
�
�  ��	��������  ��
�  ��4�����	�  �
������	�  

4���6�����	�  �����������  �  �
����  ),( 0101 yx  � ),( 0202 yx : 1.001 =x  � , 

25.001 =y  � , 102 =x  � , 5.002 =y  � . 

!

��	���	  ��	��������  �	����	  ����6�	�  ����������� : 4.01 =cx  � , 

2.01 =cy  � , 4.02 =cx  � , 6.02 =cy  � , 8.03 =cx  � , 6.03 =cy  � , 8.04 =cx  � , 

2.04 =cy  � . 

!

��	���	  ������  �����	�	 : 6.0=mx  � , 4.0=my  � . 

0.8

0

y 01

y 02

y c1

y c2

y c3

y c4

y s1

y s2

y s3

y s4

y m

1.20 x01 x02, xc1, xc2, xc3, xc4, xs1, xs2, xs3, xs4, xm,

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

 

%	���
�  5.43 – &����  �����	�	  �  �����  
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��  �	� . 5.44 � �	� . 5.45 �����������
  ��4������	  �	��
�	�  �
4��������  ���  

�	�����  4� 4����5��	�	  �
4�����	  �����	�	 . ��	�  �	������  ����
2���	
  

�������	�  ����5� . 
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5.00E+04
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�����  t , �

���
�

�

Pc1

P1 P2

Pc3 Pc4

Pc2

Pc2

Pc4 Pc1Pc3

 

%	���
�  5.44 – %�4������	  2������  �
�	����  �����	�	  (�	�	  �  ���� ) 

-8.00E-04

-6.00E-04

-4.00E-04

-2.00E-04

0.00E+00

2.00E-04

4.00E-04

6.00E-04

8.00E-04

1.00E-03

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008

�����  t , �

���
���

w
�

1

2

 

%	���
�  5.45 – %�4������	  2������  �
�	����  �����	�	  (��
2	�	  �  ���� ) 

 

��  �	� . 5.45 �
��4��
  4���	  �  ����  ��
2	���  �����	�	  �  �
����  

��	��������  ����6�	�  �����������  � �  ������  �����	�	 .  ����  ��	�	�  1 ��  

�	� . 5.45 
��	����  ��	  �������
���  ����6�	�  ���	��� , �  2����  ��	�	�  2 ��  
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��
��  �	�����  ����
����3  ��	�������6  �
�	��
�  ����6�	�  ���	��� , 4��
�  

4���	  �  ���� , ��	�  4��
���	
  �  ��4�������  �
4� ’ �4����  
������
�  4�����  

���������� . 

 

 

�  

 

�  

%	���
�  5.46 – %
4�
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2	��  �
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  ��
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��  �	� . 5.46 ��6����3����  �
4�
���  ��
2	���  �  �����	���
  ��
8	��  

�����	�	  �  �
����  ����  3
0 102.3 -×=t  � .  

%	� . 5.46, �  ����
����3  �	����� , �
�	  �������3  ���������� , �  ��  �����	��  

��6��  �����	  ���������  ������������ , 8
  4���66��  �
�	����� , �	� . 5.46, �  

����
����3  �	����� , �
�	  4��
��63����  ����������  – ��	�������  �	�����  �	�  ��  

4���6�����	�  ����������� , � �
�	��
�  ����6�	�  ����������� , ���  ��  2����� . 

#�����
 , 8
  ���  �������
2
  �
4�������  (�	� . �	� . 5.44 – �	� . 5.46) 

���	�	��  ����	�����
2
  ��
2	��  4���5�3����  ����5  ���  �  3 ��4	 , �  ���	�	��  

������
2
  ��
2	��  �����	�	  4���5�3����  ��
��  �  8 ��4�� : 756.7=
S

S

wc
w

, ��  

� �=S
x y

tyxww ),,( 0  – ������	
  ��
2	�  �����	�	 , �  �	����� , �
�	  ��	�������  

�����	  4���6������  �	�	 ; � �=S
x y

tyxwwc ),,( 0  – ������	
  ��
2	�  �����	�	  �  

�	����� , �
�	  4��
��63����  ���	���  «2������ ». 

�  �
42������
  4�����  �	��
  ����6�	�  �	�  (���  �
2
 , 8
�  4 �	�
�
6  

�
�����6  4���4���	�	  �	�
�����  ��	������  ���������� ) �
�	���  ���	  ���	�	� . 

'
��  �	�	��3  ��
�����  ��
  �	���  
��	�����	�  ����������  �  4�����  4 ���	�	�  

�	��
�  ��	������  (�  �
��  �	���  
  ��������	�	� ), � , 
��� , ���  ���
��
2
  

�
���5����  �	����	  ����������  ��
�����
  �	�
�	����	  ����������  �������	���  

����
�	 , 
�	�  �4 ��	�  
�	���	
  �  �
�
2��"��  [121]. 

 

 

5.6. ��������  ��  	�
��
�  

 

1
��4��
  �
��	�����  ����������  �������
����	�	  �
�	������	  

��������	�  �	����	 , ���  ������6����  4 ����
����	�  �����	�  ��  ��4�	�  

4
��������	�  
�
��	�
���
  4� �
�
�
2
6  �
����
�	�  (����6�	� ) 

������������ . 
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%
42�����
  4�����  ����������  �
�	������	  �  �
���  �����	�	  ���  

��������
�  �	����	  �����	�� –4
���������  ���� . /���
�
�
����  �����  

����������  ��  ��2
�	��  �	4�������  ����6�
2
  ���	��  ��	  �
4� ’ �4����  


������
�  4�����  ���  ��������
�  �	����	  3 �"���	��	�	  � �
�	��  ���
�	�	 . 

!���  �
2
 , �
42������  �
�����  4����� , ���  �	�����  2������  �
�	����  �  

������  ���	��
2
  ����
4��	��� . 

1�	�����
  �
4� ’ �4����  4�����  ����������  �
������	�	  �
�	������	  ��  

�����	��
  
������  �����	�	  4� �
�
�
2
6  �	����	  �
�	��
�  �
����
�	�  

����6�	�  ���	��� , 4��
�	  4���	  �  ����  ��	�  �	4����6���� . 

�
�������
  �
��	�����  2������  �
�	����  �
  ���
  �
������  �����	�	  

�������
6  �	����
6  ����6�	�  ����������� . 

�  4���6�����  ������
 , 8
  �  �	�����  ���
�����  �	����  2������  

�������
����	�  �
�	����  ���  ����
�������	�  �
��������
  � ��
���  ��
�����
  

��
�����	  ���	���  ��  ���	���  ����	  ����
4��	��� . '��	�  �	�
� , 4����
  

�
���8�����  ��4������	  2������  �
�	���� , �
��  8
  ���	���  �������	  ������  

�"���	��
  4�	�����	  ���5�  5�	���  ������	 , �  ���	��� , �
��  � ��6��  �����  

4���4�6����� , 4�����	  ���
�	�������
��  �"����  ������  �
���  42��������	  

�
�	�����  ��  4���6��	�  ������  ����������  �
�	�����	�  ��
���
� . 

���
���  ����
��  ��4������	 , ��������  �  �������
��  �
4���� ,
������
���
  �  

������  ���
��  [1, 2, 13, 16, 17, 20, 22, 31, 36 – 38, 40, 41, 47]. 
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������  6  

������������  �������������  ���!�������  

�"!�������  ���  ��� ������  ����"������  

����������!#  �!$��%����  !�!%!����  ��������&�#  

 

 

��  
��
��  
������
�
2
  �	������ , �	��� - ������
�����  9�� '3 � ��
���	  

+"�
��  4���
�
�
���
  �
�	
  ������  �
  �����4�  ��������	�  ��
�����  �  

� ’ �4�
�����
��  �
��	����� , �	��	���	�  �������
����	�	  �	�
�	�	  

4���6������	 . #��  �
4�
��3  ����
�����	  ������5�3  � '�4��  � 2������4	���  �����  

�  ���������� , ���  
�	��3����  �
�����	  !������� –9

���  ��  :
�� –;����� –

!
���� . /�4�����	
  ������  �	�
�	��
��3  42�����������  ����
��  ����2������  


�����
�	  � �
��  ���	  4���
�
���	
  ���  ���� -��	�  �
4� ’ �4��� , ���  �
����  ���	  


��	����  �  ������  ��
���  �����
���  ��  ������������  �  �	2����  ����2�����  

�6�����  �	��  42
���	  4 �����	  !
5� . /2�����������  ����2������  
�����
�	  

�
4�
��6��  �������
�����	  ��  ����  ���  4�����	�  �
�"���3����  ����� , �  ���
�  

����
��6���	  ������  �����
��  �
4� '�4���� , 4������  ������5���  ������ . 

�
�������
  ��2��������  �����	�
���  �	�  
�����
��� . �������
  ��	����	  

�
4��������  ���  �
������	�  �
�	����  �����	�	  �  � ’ �4�
������
  �
����
��� . 

 

 

6.1. ��'��  � ���'(����(  
(�()�  

 

��  ��
2
���  �  ��
���  �����
���  
��	���
  4�����  ���������  ������	��	�  

�
4� '�4���  ���  4����  �������
����
2
  ��"
��������  �����	�  ���������  

�
��������
  [65, 82, 83, 84, 96, 97, 105, 134, 135, 156, 220]. *���3  ������  

4�2����
��	
���	�  ������	��	�  ���
���  �
4� '�4����  4�4�����	�  4���� . ��	�  4 


��
��	�  ���
���  
��������  ������	��
2
  �
4� '�4��  �������
����	�  4����  – ��  

�	�
�	������  ����2�����
2
  ������
�����  ,������ . :�2��
  �
4� ’ �4���  �
����  
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���	  ������������  �  �	2����  ����2�����  42
���	  4 �����	  !
5� . ����	���� , �  

�
�
2��"���  [82, 83, 84, 105, 220] 
�	���
  ������  �
4� '�4���  ���  �����
2
  

��"
��������  ��4�	�  ���������  �
��������� . 

�
���������  �	�	���	��	�  �����	�
���
  � ’ �4�
�����	�  ���������� , ��  

����	�
 , 4��
��63����  4 �	�
�	�������  �	"����������	�  
�����
���  [8, 9, 111]. 

�  ������  [42] �
��4��
 , 8
  ���  
��	���	�  ������	��
  «�����	� » 

�
4� ’ �4���  (
������	�  �  ������  ��
���  �����
��� ) �  �	2����  ����2�����  42
���	  4 

�����	  !
5�  �
���  �
�	"�����36  ����  �
���6���	  ���������  ������5��
2
  

� ’ �4�
2
  �����  !�������  – 9

��� . 

(  ���� , ����
  �
4� ’ �4
�  ��������  �
�	����  �����
2
  �
��	�����  

[ ]2 2/ ( , )t P tr¶ ¶ = +xu u x
�

�  (6.1) 

�����������
  �  �	2���� : 

0 0
0

( ) ( ) ( )
t

u t K t P d= - t t t� , (6.2) 

��  r  – 2���	��  ��������� ; ( , ) , ,x y zt u u u� �= � �u x  – ����
�  ������8���  �  �����
  

�
���  ����  V  (���	��� , ����	 , �����	�	  ��
  
�
�
��	 ) 4 �

��	�����	  x  �  

�
����  ����  t ; [ ].x�  – �	"����������	
  
�����
� , �������	
  �4 �����
�	�  

�
����	�  4� �

��	�����	 , ��	
  
�	��3  ��6  �	�  �����
��� ; ( , )P tx
�

 – ����
���  

���	�	��  ������������  (4
���5��
�  �	�	 ), 8
  4���63  �
�	����� , 4
��������
�  

�  ���
��
  �
���  0x ,  

0 0( , ) ( ) ( )P t P t n= × ×d - 0x x x
� �

, (6.3) 

n
�

 – 
��  ��������  ���  �	�	 ; 0( )y = d x  – ������ -"������  ������ ; ( )u t  – 

������8����  
� '3���  �  �����
  �
���  Sx , 8
  �����	��  �
�����	�� ; "������  

0( )y P t=  – 4
���5�3  �������
�����  4���6������  ������������ , ��	�������  �  

�
���  0x ; "������  ( )y K t=  – ��������
 -��4�	����  ���
  !
5�  ����2����  

�6����� , ���  ����  ��"
�����6  ��
  ��"
�����	
  
� '3�� .  

#�����
 , 8
  ���  ������	�  ���������  �
��������
  �������3����  ��  

������ , �  � ’ �4�
������  ��"
�������� . !
�	  �	�	  � ’ �4�
2
  �����  ����  – �	�	 , 
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��	�
��
 , 4������6�� . ����� , �  ��2���
�  �	������ , �	�	����6  ����2��  ��	  

��������	�  �
�	������  ��
�����
  ����
�����	 . �  �
�
��  [70] �  4�2����
��  �	��  


�	����  4���
�������  
�����
��
2
  ���
��  �
4�������  �	��5��	�  �
�	����  

� ’ �4�
�����
�  ��������
�  �	����	 ; �	������
  ��
��� , ��	
  �	�
�	��
��3����  

��	  �
4�
���  ���
�	�	  �	������
2
  �
4�������  �	�����	��	�  ����	�  (���  

�
����  �
��
2
  2�	��
�
2
  ����� ). :���5  �
������  �
4� ’ �4����  4�����  ���  

2�	��
�
2
  �����  ��������  �  [68]. �  42����	�  �
�
���  �����4������  �	���
�  

�������	��
2
  �
��5����  �
�	����  �  
��
����
��  � ’ �4�
�����
��  

�
��	����� . 

#  ����
  �	�������
��
  �
�
��  �
42����3����  �	�
��  �
��5����  �
�	����  �  

� ’ �4�
�����
��  ����  4�2����
2
  �	�� . 

'
��  ����������  �	�	�����  4�
�	����  �
  �
����������  ��������
5����  

(6.2), �  ��
��  �	�
�	��
��3����  ��5�  ����2������  ���
  ( )y K th= , "
���  ��
2
  

42�������  ������ : 

0
0

( ) ( ) ( )
t

u t K t P dh= - t t t� . (6.4) 

#�����
 , 8
  ��8
  ������������  ��	�������  ��  �  
���
  �
��� , �  �  

�	������
��  ���
��  ��
  ��  �
��	�������
  ��
�	��  �
�
� , �
  �	�
�	��
��3����  

�������  ������	
  ���
��	����
 , � �  �����
  ����	��  ����
���
  (6.2) � (6.4) 

4'����3����  ����  ��
  8�  
�	�  (4
���5��
 ) ����2��� . 

%�4�	����  ���
  ( )y K th=  �
��  ���	  
��	���
  ���
��  
��
��	�	  

��
�
���	 : 

1) ��  �������  �	����	  ��  ���� , 4���3���
����  �  ��4�������  "�4	��
2
  

�
���6�����  �	�����	  
� '3���  (�
��
 , �  �
��  ���������
  �
�������
2
  ��  

��
�����
2
  ������	����� ); 

2) ��  �
4� ’ �4
�  ������� , 8
  
�	��6��  ����
2���	
  ��������	
  ��
���  ��	  

����������  ����� ; 
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3) 5���
�  ����
����
�  �
�	"������ , 8
  �	2�����3  ����  0( )y K t= , 


��	����  ��	  �������	��
��  �
���6�����  �����	�  ��"
�����
  ��4  

����������  ����� . 

#  ��
�
������  �
�
�	  [42] ���  �	���3����  �����
  5���  � �����4�6����  

�
��	�
���  4���
�������  ��
�����	  �
�	"������  ����  ��  �����	  �
  

��
��
���5
2
  �	��  ������5��
2
  �����  – � ’ �4�
2
 , ���  
�	��3����  �
����6  

!������� –9

��� , ���  
  �
  ��2���
 -2������4	��
2
  �����  (8
  �	�	��3  �  �����	�  

�
��	������  4� ����� , �����6  ��  ��5	�  "��
��2����	�  ���������� ), �  ���
�  �
  

�������
 -2������4	��
2
  ����� , 8
  �	�	��3  ��  �����  �����	�  4����  �  �
4������  

��  ��5	�  2����
2���	�  �����	�  �����
�	8�� . �	  ��  �����
  4�2�	��6���	��  �  

"�4	���  ������	  �
����
 , � , ���������� , �����
  �
42�����	  �
��	�����  

�
�	"������ , 8
  42�����3  ����  ����
����
  �
  2��
��4	  2������4	��
2
  �����  

:
�� –;����� –!
���� . 

 

 

6.2. �����  � ’ ���	
	  ��
��  ��  ����	��  ��  ���������  �	������  

 

)�8
  �  4�����  ��  ����
��3����  ����� , �
  ���
  ����2����  (6.2), ���  ���  � ����  

�
4�����
  )(0 tK , �
��  ���	  
��	�����  ��  ����  ����  [82] 

0 0,1,2,...( ) ( ) [sin( ) / ]j j jjK t f t== w × w w� , (6.5) 

��  , 0,1,2,...j jw =  – ���2
��  ����
�	  �����	�  �
�	����  �
��	����� , 

�������
����  �  �
�����  4�
������  ����
�  ���	�	�	 ; ( )y f= w  – ����������  

"������ , 8
  �	�	��6��  ��	  �
����4����  �����	�  "
��  �
�	����  4 ����
�
6  w �  

�
���  0x . 

)��� -
�	2�����  0( )y K t=  ����
����3  

2
  4
��������  �
  ,������  

2 2
0 0,1,2,...( ) ( ) /[ ]j jjK s f s== w + w� . (6.6) 

#��4���	�
 , 8
  ���  4�������  ����
�  jw  �  ��
  ����  3 �
����	�	  �	����	 , 

��	�
�� , ��8
  ���������
  ��  ����	���	  �
4���	 , �
  ���  ��
� - ��
  ��	�	����	�  
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�
��	������  �
�	  ��  3 �����	�	 . '
��  ���
  0( )y K t= , 8
  ����
����3  

����
�����
  �����	�� , ��  �	� . 6.1 ��  ��3  ����
��  �
��
����� , �  4�	�����  

�
����
�
�  ��������	  �
�	����  3 �������
�  ����������  2���
���  4 ��4�	�	  

"�4��	 . #�����
 , 8
  ��  �	� . 6.1 �
��4��
  ����  ���  �
4�������  �
������	�  

�
�	����  ����
����
�  �����	�	  4 �
4�����	  0.6 0.4 0.04´ ´  � ; ���������  

4�2������  0 0.07d = . 

 

 

%	���
�  6.1 – )���  ����2�����  0( )y K t=  � ���  ��36   

� ’ �4�
2
  ( )y K th=  � 2������4	��
2
  ( )y K tg=  �����  

 

1����  ����������  ������5��
2
  �����  !������� –9

��� , 8
  ��3  

�
�"���3��  �����  h , �  
�����
��  �	�  �����
���  4'����3����  �
����
�	
  ���� , 

��
�
���
�	
  5�	��
���  ������8���� , 

[ ]2 2/ / ( , )t t P tr¶ ¶ = + h×¶ ¶ +xu u u x
�

� , (6.7) 

�  ��������  (6.6) 4�
����3  �������	
  �	� : 

2 2 2
0,1,2,...( ) ( ) /[ ]j j jjK s f s sh == w + h×w × + w� , (6.8) 

4����	  
�����3�
  "
�����  ���  
�	2�����  

0,1,2,...( ) ( ) exp( ) [sin( ) / ]j j j jjK t f t th == w × -a × b b� , (6.9) 
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��  ��
���  �	���  jw  � "������  ( )f w  – ��  � , 8
  � �	8� , �  �
��������  ����
�	  

, 0, 0j j j j jil = a + ×b a < b > , 2 1i = -  (6.10) 

4���
������  4 ��������	��	��
2
  ��������  

2 2 2 0j j j jl + hw × l + w = . (6.11) 

/�  ��
�	  2 /jw < h ����
�	  jl  �
4��8�6����  �  �
��������
  ��
8	��  ��  

�
�� , �
��4��
��  ��  �	� . 6.2, � , �  ����
�����  2���
���	  
�	��6��  4�2���6��  

����
�	���  �
�	����� ; ��
��	� , 8
  ����"���3 , ���  j-� 2���
���	  ��3  �	2���  

2( ) exp( 0.5 )j jz t t= - hw . (6.12) 

1�	  4��������  2 /jw > h ����
�	  jl  4��8�6����  ��  ��� ’3���  ������� , �  

�
�	�����  ���6��  �����
�	��	�	 . 

��  �	� . 6.2, �  ���
���  5��	������	��
�  ����
�  � ’ �4��  ����"��������  

�	����3����  ��������	  �	���	� , 8
  ��  ��
�����  �	�����	4����  00.01t TD =  (���  

0T – ����
�  �
�	����  
��
��
�  2���
���	 ) ���������  �
�	����  4���5�3����  �  2 � 

����5�  ��4�� , � ����  �
�	�����  ����  �
���  ��  �
42�����	 . �  ��4�������  ���  

��	�����  �	������
2
  ��"
��������  �����	�	  ����  (6.9) 3 �������
6  � ����	��  

��	4��
  80 ������ . 

 ��"��  ����  ( )y K th=  ���
�  �
��4��	
  ��  �	� . 6.1; ��  � ����  ���
  

��
�����	�� , �����  ����������  �����  4�2������  (��
 , �	��
��66�	��  �
���5� , 

42����������  "
��	 ) ����  ����	�	�
�� . 

���  ��4�	�  �����	�  ����������  ���������  4�2������  0d  
��
��
�  

2���
���	  ��4�	
  [8, 111], ��� , ��  ����	�
 , ���  ��  �	�
�	��  4� ����  �����4
��   

0.001... …01; ��  �	� . 6.1 �	�
�	����
  ���������  4�2������  7%. ���� , 

[ ]005.0;00005.0/5.0/ 2
00 Îp=h dT . (6.13) 

#  [41, 42] �	�
�	��
�����
��  ��  ��������
5����  ��	  ���
��	������  

�
�	2������
2
  ���� . 
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lRe

lIm

lRe

lIm

1-- h1-- h

 

�                                              �         

lRe

lIm

lRe

lIm

V- 1-- h

0w

 

�                                                   2 

�  – !������� –9

��� ; �  – :
�� –;����� –!
���� ; 

�  – 4
���5��
2
  � ’ �4�
2
  ����� ; 2 – ���������
2
  ����
�
2
  ����  

 

%	���
�  6.2 – %
4��5������  �
�������	�  ����
�  �
�	����  ���  ��4�	�  �
����
  

 

 

6.3. �����  ���	
�
���
���  	
�	�  
�  ���	�	�  � �����	���  ������
�  

 

�  �
����  :
�� –;����� –!
����  [8] 
�����
�  2������4	��
2
  �����  4������  

�
����
�  4� ���
� , ��  �  ����
���  (6.7), �	�
�	��
��3  �
�����  4� "�4
�	�  ���
�  

���  �
��
�  "
��	  �����	�  �
�	����  ju , � ��������  ��������
2
  ��
����  

��	
��3  �	� : 
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2 2
01,2,... 1,2,.../ ( / ) / ( ),j j jj jt L t P t= =

� �r¶ ¶ = + g w w ¶ ¶ + =� �� �xu u u u u
�

, (6.14) 

��  g – �
�"���3��  �	�	�����  ��	  2������4	��
��  ����� . !
�"���3��  g, ��  � h , ��3  

"�4	���  �
4��������  ���� , � . 

#��4���	�
 , 8
  ����  �����  4����2�3  "
��	  �����	�  �
�	����  ju , 8
  

����
����6��  4�����  �����
�  ��"
������  (��4  �	�	����� ), �
��  �  ������  

���������
2
  ����
��  �����4  �
�	����  ��  ����	
  � 4�
�	����  �
  4�����  

������
�������  ����  ���  4
��������  ����  �  ��
��
��  ,������ : 

2 2
00,1,2,...( ) ( ) /( )j j jjK s f s s

g == w + g ×w w × + w� , (6.15) 

�  �
���  ���  
�	2����� , 

0,1,2,...( ) ( ) exp( ) [sin( ) / ]j j j jjK t f t tg == w × -a × b b� , (6.16) 

��	�
��  �
��������  ����
�	  j j jil = a + ×b  �	� . 6.2 �  4���
������  4 

��������	��	��
2
  ��������  

2 2
0 0j j j jl + gw w l + w = . (6.17) 

%�4������  �
4�������  ����  ( )y K tg=  ���  ����
����
�  �����	�	  ��	  

2������4	��
��  �����  4 ���������
�  4�2������  0.07d =  (���  ���  
����
�	
  ���  

����  2���
��� ) �
��4��	
  ��  �	� . 6.1; ���	  �  �
��8��	
  2��"��  ���� , 
��	���	
  

���  � ’ �4�
2
  �����  ��	  ����������  0.07d = . 

/����������  ��4��������  ��3  ��4�
�������
  "�4	��	
  4���� : �  ���5
��  

�	�����  �����	��  �	2
�
�����  4 ��2�����
�  (
��� , ��2����
� ) ����� , �  �  ���2
��  

– 4 �������6�
�  (��  ��2����
� ) ����� . 1�����  ��  ������
��  ��������	��	�	  �	�  

����������  
����
�� , �
4���	  ��  ���

��  ��
�	  ���  �����	�	  – ���  
����
�� , �  

��	�
��  �����  – ��4�� . 1�
  "���
�	  �	�	�����  � ��  4� '�4
�  4 �����	�
����	  

�����
2
  ���������  �
�	��  �
�����
  ���	���
  �  [111], � �
�����	  �
��  

���
�
���  ��  �����
 , 
����	�
��  �
�	������ . 

(����4�6�	  �	� . 6.1, ���	�
 , 8
  2��"��	  �
����
  �����4��6���� . 

 ������4	���  �����  �  �
��������  4 � ’ �4�	�  ������  4���5�3  42����������  ���� . 
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6.4. �����������
��  ��
��	��  �
����
� –����	�  � ����  ����	����	�  

 

���  �	�����  � ’ �4�
2
  ������5��
2
  �����  �  �������  [41, 42] 4 �����������  

���
�
�  ��
���	  +"�
��  ��
  
�	2����  ������
2
  4
��������  [86, 98] �
�����
 , 

8
  ����  0( )K t  � ( )K th 4� '�4���  ��������
5�����  

00
( ) ( , ) ( )K t t K d

¥
h h= Y t t t� , (6.18) 

��   

1
( , ) exp

1 1

s
s

s s
h

� �
Y t = × -t×� �� �+ h + h� �

, (6.19) 

���  ��� '3���  �	��
  t  ����2��3  �
��  ��������� . 

)�  ���	�
 , ����������  �����  4�
�	����  �
  �
����������  ��4�	���
2
  ����  

!
5�  �  ����2����  (6.2), �  

 

��
�����  ���
�	���

�  ����  ��
�����  ���  ����  ����
��  ���	
�  � ���  

����  	����  ���	
�� . 

 

9�����6  ( , )y t= Y t  �����
  ��4	���	  �
�	2������	�  ���
� . )�8
  

��	
���	  4�������  0h = , �
  
����	�
  

( )0( , ) exps sY t = -t , (6.20) 

8
  ����
����3  
�	2�����  

0( , ) ( )t tY t = d - t . (6.21) 

(��  ��8
  �
�"���3��  �����  0h > , �
  
�	2����  ���  4
��������  (6.5), ��  

���� , ��������
  �  �
����	���  �
  
������
�
��  �	�����6 , � ��  4�����  �
�����3  

�
4�
��	  ���������
2
  ���
��  4���
������  �
�	2������
2
  ���� . 

/�������  "������  ( , )thY t  �	��	�	��  �
����	�	 , �  ���������	
  �	2���  

2��"���� , 8
  ����
����6��  �����	���  ��3�  "������  ��	  �
���
�	�  4��������  ����  

t , �
��4��	
  ��  �	� . 6.3.  
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/ '���3�
 , �
��  �����6����  ��
8�  ( )w t  ���  2��"����	  �����	���   

�
�	2������
2
  ����  ( , )thY t : 

0
( ) ( , )w t t d

¥
h= Y t t� . (6.22) 

���  ��
2
  4���
��3�
  �
  
�
�  ����	�  "
����	  (6.22) ������
�����  

,������ : 

0
( ) ( , )w s s dh t t

¥
= Y�

0

1 1
exp

1 1 1

s
d

s s s s

¥ � �
= × -t× t =� �� �+ h + h + h� �

� . (6.23) 

#��  4
��������  (6.23) ��������
  ����
�	  �
  
�	2����� , �	�
�	��
��6�	  

����	�6  ������
�����  ,������ : 

( ) erf ( / )w t t= h , (6.24) 

��  erf ( )y x=  – ��  ����2���  
�
����
���
  [95]. 

#���
5����  /tV = h 3 ��4�
4����
6  ���	�	�
6  � �
4����3  4����  ����  ���  

5���	 , ��  �
�"���3��  � '�4�
���  h  3 
�	�	��6 .  ��"��  "������  ( )w V  �
��4��	
  ��  

�	� . 6.4; ��	  4��������  3V > , �
��
  4� ��
�	  3t > h , ��
8�  ���  2��"��
�  

�����4��3����  ���  1 ��  ����  ���	�	�� , ��
6  ��	����	�
  4�����	�	 . 

 

 
 

%	���
�  6.3 –  ��"��	  �
�	2������
2
  ����  

( , ) ( / , / )thYh V x = Y h t h  

%	���
�  6.4 – 1�
8�  

���  2��"��
�  

�
�	2������
2
  ����  
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(����4  �
4������
�	�  ��	�	�  ( ) ( , )z tht = Y t  �
��4�� , 8
  4� ��
�	  3t > h  

"
���  �����	��  ��	4���  �
  "
��	  2��"���  2���	�	  �
������
2
  �
4�
����  

(�
��
 , �
  ��	�
�   �����  0( , )y t t= r t - h ), ��	�
��  ����	���  ��	�
�  ��	4��	
  

�
  �
�����  t , ���  ��
�	  ����	��3����  �  ���5�  ��
�
��  (�	� . 6.3). 

1�	  �	�
�����  ��
�	  / 1t h >>  ��  "������  ��3  ��������  ���
��	����6 : 

21 ( )
( , ) exp

22

t
t

tt
h

� �t -
Y t » × -� �hph � �

, (6.25) 

���  4��2�3����  4 "�����36  0( , )y a= r t - s  2���	�	  �
������
2
  �
4�
���� , 8
  

��3  �������	���  ��
�������  a t=  ��  �	������6  2 ts = h , 8
  � ���
  �
�����
  

�
����	 . 

��  �����  
�	2������  ( )y K t= , 4����	�  ��	  4��������  0t ³ , ���
��
 -

���������	�  ��  ����2�������	�  ��  ���� -��
��  ��������
��  ��
�����  4���	  

��2������  t , �	4���	�
  ����
�	
  ����2�����	
  
�����
�  "
����
6  

0
0

[ ( )] ( , ) ( )K t t t K d
¥

h = r t - h × t t�� . (6.26) 

/  �
�������
2
  ���������  �	��	��3  8
  ����  ��
  
�����
�  4� ��
�	  

/ 1t h >>  4� "
����
6  

0( ) [ ( )]K t K th h= �  (6.27) 

�	�
��3  �
���������� , 8
  42�����3  ����  0( )y K t=  ��	  ����������  

������5��
2
  �����  !������� –9

��� , �
��  �	  ��4���	  

2
  42����������	�  


�����
�
�  !������� –9

���  (�!9 ). 

)�8
  ��������	  �����	�
���  ��	�
�   ����� , 4�����  ����2�������  t  �  (6.23) 

��  �	�
�	��  4� ����  ��
�����  

[ 3 ; 3 ]t t t t- h + h , (6.28) 

���  8
  2���	��  ����2�������  �
���  4����	�	  ��  ����5  ��4��� , � �	  
����	�
 : 

3

0
3

[ ( )] ( , ) ( )
t t

t t

K t t t K d
+ h

h
- h

= r t - h × t t�� . (6.29) 
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�!9  ��2��
  �  �
��  ��2���3  ���
�	
  ��2
�	��  42����������  "������  4 

���
�   �����  [288], �	�
�	��
�����	
  ��	  
��
���  ��4��������  ������	����� , 

���  3 ���
���  ����������� : ���  �	�������  – ��  4�����  ���	�	�� , 8
  4�
���3  

��
�
���
�
  �
���6  4 ����  t . #  ��4�������  �
2
  �
��
  �
�	2������
2
  ����  

4�
����3  ��	�
�
�����  "
��� , �	������  ��  �	� . 6.5 �����	�
� . 

)�  � ���� -��	
  ��5	
  
�����
� , �!9  �
���  4���
�
�����	  �
��
��
 ; 

����  �
2
 , �
���  ������
�����	  �!9 , 8
  ����
����6��  ��4�	�  �
�"���3����  

� '�4�
���  (�
��
  4���
�
�����	  �
����
��
 ). �  ������  [42] �
������   

'�
���� . ����
  ����  ���  �
�"���3��	  � ’ �4�
2
  �����  1 2,h h . '
��  4� ��
�	  

1 2/( ) 1t h + h >>  �	�
��3����  ��������  

2 1 1 2
[ [ ( )]] [ ( )]K t K th h h +h=� � � . (6.30) 

����� . 1
��
��
��  42���������6  ����
����3  �
�	2�������  ���
  

�������
2
  �	�� : 

2 2

0 2 12 1

1 ( ) 1 ( )
( , ) exp exp

2 22 2

t
t d

tt

¥

S

� � � �x - t - x
Y t = × - × × - x� � � �h h xph ph x� � � �

� . (6.31) 

/�  ��
�	  / 1t h >>  ��
  ����2���  �
���  4����	�	  ����5�  ��
��	� : 

2 2

0 2 12 1

1 1 ( ) ( )
( , ) exp

2 22 2

t
t d

t tt t

¥

S

� �x - t - x
Y t = × - - x� �h hph ph � �

� , (6.32) 

� �  ��2������  ����
����	  �	���	�	  �
��	
  �������  �
  4�����
  x : 

22 2 2
1 2 1 2

2 1 1 2 1 2 1 2

( ) ( ) 1 ( )
2 2 2 2 ( )

t t t
t t t t

� �x - t - x h + h h + h t t -
- - = - × × x - -� �h h h h h + h × h + h� �

. (6.33) 

����  

2

1 22 1

2

1 2 1 2

0 1 2 1 2

1 1 ( )
( , ) exp

2 ( )2 2

1
exp

2

t
t

tt t

t
d

t

S

¥

� �t -
Y t = × × - ´� �× h + hph ph � �

� �� �h + h h + h t� �´ - × × x - x	 
� �h h h + h� �� �
�

. (6.34) 

���  ����2����  ��
�	���3�
��  ����
����	  
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2

1 2 1 2

0 1 2 1 2

21 2
1 2 1 2

0 1 2

1
exp

2

1
exp 2 /( )

2

t
d

t

d t
t

¥

¥

� �� �h + h h + h t� �- × × x - x »� �� �h h h + h	 
� �

� �h + h
» - × ×x x = p ×h h h + h� �h h� �

�

�

 (6.35) 

�, �����  ��
�
�����  
����
�	�  �	��4�� , 
����	�
 : 

2

1 21 2

1 ( )
( , ) exp

2( )2 ( )

t
t

tt
S

� �t -
Y t = × -� �h + hp h + h � �

, (6.36) 

��  �  �	
�  ���
����  ������� . 

)�8
  �	�
�	����	  ���  �����4�  4�����6��  ����	 , ���  �
��4���  �	� . 6.6, �
  

�
�����	
  ��4������  4�������  ��	������	� . (��  ��  ����  4������	 , 8
  4� ��
�	  

0t ® +  ���  �
��5�3���� , � ��  4�
�	
  ��4  �����	��  ��
  ���
��
�������  

���
8��	�  ���� . 

 

t 

t  

0 t 

0 t 

0 

0 ºY
h 

0º  Y h 0 t  

���������		
  

0 K 

y 

 

m m

E E

1
h

2h
21 hh +

 

�                                         �  

 

��  ������  �
4�����
 : m – ���� ;  

E  – ��������� , 1,2h – � '�4����� . 

�  – �
����
���  42���������� ; 

�  – �������  42����������  

%	���
�  6.5 –  ��"����  

�������������  ��
�����	  

42����������  ����  

%	���
�  6.6 – /�����6��  ����	 , ���  

�	������
2
  �����4�  � ’ �4�
�����
�  

�
������	  ���������  
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1
���	�
 , 8
  ��	  4�������  0h =  
�����
�  0[.]�  4��
�
����3  ��	�������
  

����
���  0[ ( )] ( )K t K t=�  � 3 
�	�	��	�  (�
�
��	� ) 
�����
�
�  [.]� . )�8
  �  

��������  (6.7) � "
�����  (6.16) �	�
�	����	  ��� '3���  4�������  h , �
  �	  

��	
���
  �
  
������
2
  
�����
��  !������� –9

��� , �
��
  

1[.] [.]-
h -h=� � . (6.37) 

�������	
  
�����
�  ��  42�����3 , ������	 , �����  

2
  ���  �
4���  �
�	����  

4�
���3  ����
����
  �
  4�2����
�  ��
���  
�����
���  [14], ��	4��	�  �
  �
�
��
2
 . 

C
2
  4�������  �
���  5����	  ��  ����  �������
2
  ���� : 

1

2 3

[.] [ [.] ( [.] [.])]

[.] ( [.] [.]) ( [.] [.]) ( [.] [.]) ...

-
h h

h h h

= - - =

= + - + - + - +

��� � � �

� � � � � � �
 (6.38) 

)�8
  �
�"���3��  �����  h  ���	
 , �
  ��4�	��  ���  "�������	  ( )y K t=  � 

[ ( )]y K th= �  ���
�  ���� , �
��  �  ����  (6.38) �
���  4��	5	�	  �����	  ���  ��
  ��	  

���5	�  ����	 , � �	  
����	�
  ����	����  "
����	  ���  
������
2
  
�����
�� : 

[.] 2 [.] [.]h h» -��� � �  ��
  2[.] 3 [.] 3 [.] [.]h h h» - +��� � � � . (6.39) 

1
���	�
 , ����8
  �
�����	
  
������	
  
�����
� . 1�	����	�
 , 8
  ���
  

( )y K th= , �
��4���  ��  �	� . 6.1, 
��	���
  ��  5���
�  ������
�������  ����  (6.5), 

�  ��	  �	�
�����  ���
���
��	�  �
�������� , �
��
  "
��	  ��  ����
�	  �����	�  

�
�	����  �����
�� . #��
�
  [111], 8
  �
�"���3��	  ������5��
2
  �����  �	���
  

4�������  ���  ����������	  (4����
  �	����5� , ���  �
����  �����
���  ��  4���� ). 

1
�����
  
���	�	 , ��  4���	����  ���
  ( )y K th=  (� ���  ��5�  ��������	��	�	 , ���  

4�������  ���  ��
2
  ���� ), ��8
  �  ��4�������  4�	�����  ����������	  ���������  

4�2������  0d  4���5	����  �  2 ��4	  – �
  4�������  0 0.035d = . ���  �
4� ’ �4����  

��3�  4�����  �
�	��
  ���	  �	�
����  
�������  �
����������  ���� , �
��
 , 

4���
�
���	
  
������	
  �!9 . /���
�������  "
����  (6.39) ���  �
�������
�  

4�����  ��
��6���
����  ��  �	� . 6.7. )��
  ( )y Kg t=  
��	����  ��  ��4������  ���  

����
2
  �!9 , �  ����  2( )y K t= h  � 3( )y K t= h  – ��  ��4������  �
����
��
�  ���  

����
2
  (4 �
��
3�	�  ���������
� ) � 
������
2
  �!9 : 
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0( ) [ ( ) ]Kg t K th= � ;    2 0( ) [ [ ( ) ]]K t K th hh = ��� � . (6.40) 

��  �	� . 6.7 �
4�
������  ���  2��"����	  ���� , 8
  ����������3  

�"���	������  ���
��  �
���
�	  
������
2
  
�����
��  (6.38). 

 

 

( )Kg t  – �
���  ���
 , 2( )K th  – ���5�  ����	�����  (2 ����	  ���� ), 

3( )K th  – ���2�  ����	�����  (3 ����	 ) 

%	���
�  6.7 – 1�	����  4���
�������  
������
2
  �!9  4� "
����
6  (6.38) 

 

 

��������  ��	
�  ����
�����
�
�  ����  ���  ������  ���	  

 

(��
��	�����  (6.22) �
�	2������
�  "������  ���  ����  0t =  ��	
��3  

�
�����  4�������  

1
exp

22

� �t
× -� �hpht � �

, (6.41) 

���  ��	  ��
��  ����  �
�	2�������  "������  �����3����  0. 
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F
�  �
����	  ��  ���������� , �
42�����
  4
��������  (6.19) ��	  s® ¥  ��  

���
��	�
  

2
  �������	� , ��	����	�	�  ���  ��
2
  �	����� , �	�
� : 

1 1
exp exp

1 1

s s
s ss

� � � �
× -t× » × -t×� � � �� �+ h h h+ h � �� �

. (6.42) 

���	����  4
��������  ��3  
�	2����  

erfc( / ) /y t= t h h , (6.43) 

��	
  ��	  0t =  �
����63  0, 8
  � ���
  �
�����
  �������	�	 . 

1
���	�
 , 8
  ���
��	����36  

( , ) erfc( / ) /t thY t » t h h  (6.44) 

�
���  �
�	������	�� , ��8
  t < h, 8
 , ����	���� , ��������
  ��	  �
4� '�4����  

����	�  4����  ��
���  �
�4��
��� . F
  ��
��3����  �
���6�����  �
�	����  4 

�����������  � ’ �4�
2
  ����� , �
  ���  ��������	  ����  4�������  ���� , ��  ����	�
 , ��  

�	�
�	��
��6���� , �  �  ���
��  �
�
�
��  �����4
��  ���  42����������  ����  

�
���  4���
�
�����	  "�����6  (6.22). 

 

�����  ���
�

�  ����������	  ���  �������
��  ����
�����
�
�  ����  

 

�  �����	��
��  2���
��
�
��  �����4�  �
4�
����	
  � �	�
�	��
��3����  

���
�  !�	�
��  ���  �
���5����  4����
���  ��	2
�
����	��
2
  ����  9�� '3 [136]. 

(���
2���	
  ���
�  �
���  4���
�����	  ���  
��	������  �������
2
  ����2����  �  

"
�����  
�������� , 8
  ���  �
42�����
2
  �	�����  ��3  ���	
  �	2��� : 

0

1 1
( , ) Re exp

1 1

i
t t i d

i i

+¥

h

� �� �-t× w
Y t = × × + × w w� �� �� �p + h× w + h× w� �	 
� �

� . (6.45) 

/
��������  ( , )shY t  ��������	�
  �  �	2����  ���	  

�
�
�

�
�
�
�

�

h
t-

h+
+

�
�
�

	





�

�
�
�
�

�
�
�
�

�

h
t--��

�

�
��
�

�

h+

t-
h+

=tYh
s

s
s

ss
s exp

1
1

exp
1

exp
1

1
),(  (6.46) 
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� �
���	�
 , 8
  ���2	
  ����  3 �
����
�  ��
�  ���
�	�  4
������� , � �
��  ���	  


������	
  ��	  �	�
�	������  42
���	  ����
����	�  
�	2������ ; �  ��4�������  


�����3�
 : 

2

2 3

1
( , ) exp exp

42

t
t

tt

� �� �� �� � t t
� �Y t = × - * × -� �� �� � � �h h h� � p h� � � �� �

. (6.47) 

��  �����	��  �	�
�	��
��3����  5����  /tV = h ��4�
4����
2
  ���� , � 

����	����  "
�����  ���  �	4�������  4������  ��3�  "������  ��3  ���	
  �	2��� : 

( )
100 /

2 2 2
2

1/

( , ) exp 1/ ( / ) / 4t d
z

z

t � �Y z t = - - x + t h x x� �p � ; (6.48) 

���  
��	������  ��
2
  ����2����  �	�
�	��
��6����  ����������  ��
�����	  ������  

MathCAD.  

���  ���5
2
  �����  ��	�
�	���� , ��  � ����5� , 4���
�
�����	  "
�����  


��������  

( )1

1
0

exp1
( , ) Re exp exp

1 1

t i i i
t d

i i

W � �� �� � � �× w -t× w w
� �Y t = × × - -t× w� �� � � �� �� �p + h× w h+ h× w� �	 
	 
	 
� �

� , (6.49) 

���  
������	  �������2������  "������  4� 4�
�������  ����
�	  w �����3  4����
  

5�	�5� , ���  �  ����2����  (6.39), �
  ��	  �����	��
��  �	�
�	������  ��3�  "
����	  

������  2���	��  4���5�3����  ��  ���  �
����	 : 

2
1 10W ×h > . 

1����  ��
2
  �	�
�	��
��3����  ��������  

1 2( , ) ( , ) ( , )t t thY t = Y t + Y t , (6.50) 

��� , 3 ����
  � ����	���
6 , ���  �
�	���  �	4�������  ����  42���
  4�4�����
��  

���
��  ����
  ���� . %�4������  4���
�������  ���
��  ���  �
����
�
2
  ��
�����  

����  t < h �
��4��	
  ��  �	� . 6.8. 
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���	����  �
  "
�����  (6.50); ������	  �
�
�
��
2
  4�
������  

��	  4��������  0.01x <  ����
����6��  ���
��	�����  (6.44) 

%	���
�  6.8 –  ��"��	  �
�	2������
2
  ����  ( , ) ( / , / )thYh V x = Y h t h   

��	  ���
��  ��4�
4����
��  ����  

 

 

6.5. �
���������
��  ��������  ���� –��	��� –������  	 ��
�  

����������	  

 

1
�����
 , 8
  ����
2���	
  ������ , ���  4 ��5	�  �
�	2������	�  ���
� , 

�
���  4���
�����	  ���  2������4	��
2
  ����� . �  ��
��  �	�����  ��
���  � �����  

����	�	  �
�������
�  ����
�	  ��6��  �	2���  

2; 1j j j jh ha = - ×w b = w - , ��  00.5h = gw , (6.51) 


���  

2 2
0 00.5 1 0.25 exp( )j j j ji i il = - hw w ± w - × g w = w × × j� � , (6.52) 

�  4�������  ���
2
  ����  j  �
���  4��
�	  4 ��������   sin hj = . 

#	�
�	�� , 8
  
�
��	��  �
��	  "������  0( )w K s=  ���  ���	�
�  �����  

������8�6����  �
  �	����	��	�  ��2��  �
��  4 �����
�  �  ����  �4 ��	�
�  
��  �  ����  
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�
��������  �������
8	�� , �
�����6�	��  ��  �
���
�	
  ���  j  ��
  -j  

(�	� . 6.2, � ). �������	  ���  2������4	��
2
  �����  ���	�	��  ����������  4�2������  

2d h= p  4�	��
�
  ��  �������5�3  0.02 , �
  

0.02/(2 ) 0.003h £ p »  	  2cos 1 0.999995hj = - ³ , (6.53) 

�
��
  ����"��
����  ����
�	  �����	��
  ��  �����4��6����  ���  �	����	�  ����
�  

�
�	���� . 

'���� , ��	  �����4�  ��
2
  ����"���������  �����	�  ����
�  �
�	����  

��	����	�
  4�����	�	 , �����
  ��4	���	  ���������	
 . 

'��	�  �	�
� , 2������4	���  �����  3 �
2������	� . # ’ �4��  �����  ��  3 

�
2������	�  ���  �	�
�	�  ����
� , ���  ���  ���	�  � ��������  ����
� , 8
  ��  

�
������6��  �  4�5��	�
����  
������  ��  �	� . 6.2, � , ���
�  3 �
2������	� . 

*���6��  
  ��5�  �	����	  �
2������
2
  ����� ; ����  �����	����� , ����	���� , ��3  

4
���5�3  � ’ �4��  �����  ��  �������  �����  �  ����
�����
�  �������
�  ����  (�	� . 

�	� . 6.2, � –� ). 

9
�����  (6.16) ���  ����  �����	5��
  �  ��������
  ������������
  "
��� : 

0,1,2,...( ) ( ) exp( sin ) [sin( ) / ]j j j jjK t f t tg == w × - j×w × w w� , (6.54) 

� ���  ������
�����  �	������
�  ���	  �  ����2���  ��
�	���3�
��  ���������
6  

�������
����
6  "�����36  ( )ed w , 8
  4� ��
�	  0e ®  �����
�	��  �  �4�2�������  

"�����6  ������  0( )d w , �  ���  4����	�
  

2
  N -6  �����
�
6  ���
6 . �  

��4�������  
����	�
 : 

,
0

( , , ) [ ( ) / ] exp( sin ) sin( )NK t N f t t d
¥

g ee = w w × - j×w × w w� , (6.55) 

��  2��"��  "������  

, 0,1,...( ) ( ) ( )N jj Nf fe e=w = w × d w - w�  (6.56) 

�
��4��	
  ��  �	� . 6.9. 1�
8�  4�5��	�
���	�  ��	����	���  �
����66��  

�
�"���3����  ����  0 1( ), ( ),..., ( )Nf f fw w w , �  
��
��  �
��
2
  ��	����	��  ��3  

�
��	��  e. 
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/�  ��
�	  0,Ne ® ® ¥  "������  ( , , )K t Nh e  �����
�	��  �  5�����  ���
  

( )K th . 

�  �	��  (6.5) ����
2����  ��������  ��  ����
2���	
  ��4������  2���	��
2
  

�����
��  ��6��  �����  ���  ����  0( )y K t= , ��	�
��  4 ��36  ��  "�����36  , ( )Nfe w : 

0 ,
0

( , , ) [ ( ) / ] sin( )NK t N f t d
¥

ee = w w × w w� . (6.57) 

9������  , ( ) /Ny fe= w w, 4� �� �
���
�
6 , ��	  ���� -��	�  4��������  0e >  � 

N < ¥  ����������  � ���
�6��
  ����2��������  ��  ��
�����  (0, )+ ¥ . ���� , 

����2���  4 ����
�  ����	�	  (6.57) – ��  �	��� -������
�����  9�� '3, � ���  �
���  

4���
�����	  
�������  ������
����� : 

, 0
0

2
( ) / ( , , ) sin( )Nf K N d

¥

e w w = t e × wt t
p � . (6.58) 

1����  �������
��	  �  (6.54) 
�����3�
 : 

0
0 0

2
( , , ) [ ( , , ) sin( ) ] exp( sin ) sin( )K t N K N d t t d

¥ ¥

g e = t e × wt t × - j×w × w w
p � � . (6.59) 

�  �
���
�
��  ����2����  4���	�
  �
���
�  ����2������� : 

0
0 0

2
( , , ) ( , , ) [ exp( sin ) sin( )sin( ) ]K t N K N t t d d

¥ ¥

g e = t e × - j×w × w wt w t
p � � , (6.60) 

� �  
�
�  ����	���  ������3�
  e �
  ���� , �  N  – �
  ����������
��� . �  ��4�������  


����	�
 : 

0
0 0

2
( ) ( ) [ exp( sin ) sin( )sin( ) ]K t K t t d d

¥ ¥

g = t × - j×w × w wt w t
p � � . (6.61) 

����  "������ , 8
  �
�����3 , �	4����3����  �������6  

0

2
( , ) exp( sin ) sin( ) sin( )t t t d

¥

gY t = - j×w × w × wt w
p � . (6.62) 

*���2���  (6.62) ��������  4� ����	���	 , � �	  ��	�
�	�
  �
  "
����	 : 

1
( , )

t t
t arctg arctg

ht htg
� �¶ t - t +

Y t = × -� �p ¶t � �
, (6.63) 

��  ���  ���	�	�	  sinj  �	  �
������	��  �
  �
�"���3���  00.5h = gw . 
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#����3�
 , 8
  �
�"���3��  h  ����  ���	
 , �
��  [( ) /( )] / 2arctg t htt + » p , � 

�����  �	"������6�����  ���2	
  ����  ��
����3 . '��	�  �	�
� , ���  �����4�  

2������4	��
2
  �����  �
���  �	�
�	��
�����	  �
�	2�������  ���
  

2

1 1 1
( , )

[( ) / ] 1
t

t arctg
ht ht t htg

� �¶ t -
Y t = × = ×� �p ¶t p t - +� �

. (6.64) 

 ��"��  ��3�  "������  (

2
  ��4	��6��  ��	�
6  !
5� ) �������	
  ��  

�	� . 6.10, ���  �� , ���  �
�������� , �
��4���  ��	��   ����� , 8
  3 �
�	2������	�  

���
�  (6.25) ���  � ’ �4�
2
  ����� .  

1�	  ����5	�  4��������  ��2������  ������2���  �����3  �
������5� , ���  

2���	��  �
������
2
  �
4�
���� . '
�� , 8
�  ����
�	  ���  �������
2
  ����2����  �, 

��	  ��
�� , 4����2�	  ��
������  �
������  �
4�������  ��������  42����������  

[ , ]t t t t- D + D  �  ����2����  

0( ) ( , ) ( )
t t

t t

K t t K d
+D

g g
-D

= Y t × t t�  (6.65) 

�
45	�63����  �
  ��
�	�	  [0,2 ]t , �
��
  �	�
�	��
��3����  4�������  t tD = . 

����� , ��8
  0t TD > , ��  0T  – ��  
��
��	
  ����
�  �
�	���� , �
  �
�	���  �����
��  

�
  �����
2
  ����2����  �
����
�
  4���5�3����  �������
�  �
�	��	�  �����	�
���
  

����  ( )y K t= . '
��  �  ��
  �
�
��  �	���  ���������  42����������  ���  

����
����
���	
  ��
��  

0min( , )t t TD = . (6.66) 

%�������  (6.65) ��
 , �  �
�
��
��  4��	�� , 

[ ( )] ( )K t K tg g=�  (6.67) 

�	4����3  ��6  42����������
2
  
�����
��  :
�� –;����� –!
����  (�:;! ) [.]g� . 

#����	�
���  ��
2
  
�����
��  (� 
������
2
  �
  ��
2
  
�����
��  [.]g
��� ) �����	���  


�	���	�  ����5�  �����	�
����  42����������
2
  �!9  ���  � ’ �4�
2
  ����� . !���  

�
2
 , ����
  ���4��	  ��  8�  
���  �����	����� : 

/[.] [.] (1 ) [.]kk kg g= × + - ×� � � , (6.68) 
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���  �
4�
��3  �
����
�
  ��
�
�����	  ��������  42����������  �  (6.65). 1�	  

4�������  2k =  
�����3�
  

0.5[.] 2 [.] [.]g ×g= × -� � �     	     0min(0.5 , )t t TD = . (6.69) 

 

0w 1w 2w 3w 4w0 w

Nf ,e

 

 
 

%	���
�  6.9 – ����������  

���
��	�����  �
�"���3����  

�
4�	�����  �  �4�2������	
  

 ���  9�� '3 

%	���
�  6.10 –/2�����������  !�	��  !
5�  � 

 �����  ��	  
����
�
��  ����������  4�2������  

 

 

6.6. ��������	
��  
���  �	
  ����	
����  �������  ��  �	
  ���������  

����
  

 

��
��	����6  2������4	��
2
  �����  3 ��4��������  ����  j  ���  ����  �����	�  

����
�  jw . ���  ���� -��
2
  ��5
2
  �	�����  �
2������
2
  �����  ���  jj  

������8����  �������  �  �
��������  ��
8	��  4����	��  ���  ������8����
�  

����
�	 , � �6  4���������  ������3  �����  "������  ( )j w . 

1
��
�66�	  �
�������  �	�������� , ��	�
�	�
  �
  �4�2����66�
�  

����
��� : 

0

2
( , ) exp( sin ( ) ) sin( ) sin( )t t t d

¥

Y t = - j w ×w × w × wt w
p � . (6.70) 

/����	 , �
42����6�	  4�2����	
  �	���
� , ���3����  4�
�	�	  8�  
�	�  ��
� : 
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0

1
( , ) exp( sin ( ) ) cos( ( ))t t t d

¥

Y t = - j w ×w × w -t w
p � , (6.71) 

���  ����  �
�����
  �	�
�	����	  �
������	
  �	�  "������  ( )j w . 

����	���� , ���  �	�����  � ’ �4�
2
  �����  sin ( ) 0.5j w = hw  ��	�
�	�
  �
  

����
���  

2

0

1
( , ) exp( 0.5 ) cos( ( ))t t t d

¥

hY t = - ×h×w × w -t w
p � . (6.72) 

���	���	
  �������	
  ����2���  
��	��63����  ���
���	  ��
���  "�����
  

�
�������
2
  4����
2
  � ��	�
�	��  �
  ����
���  (6.25). '��	�  �	�
� , ���  

� ’ �4�
2
  �����  ��
��� , ���  �
4�	��3����  ��� , 
�������  ��4������  ���������  ��
��  


��
��	�  ��4��������  ��	  �	�
�	������  ��
�  ��4�	�  ���
��� . 

���  2������4	��
2
  �����  ���������  ��
���  �	�
��������  5���
�  

4����������  ����  1( )K tg 
  2( )K tg , 
��	���	�  4� "
������	  (6.54) � (6.64), (6.65) 

����
����
  (�	� . 6.11). )��� , 
��	����  ���  2������4	��
2
  �����  ��
��  ��4�	�	  

��
�
���	 , �����	��
  4��2�	�� . 

 

 

%	���
�  6.11 – )��� , 
��	����  ��
��  ��4�	�	  ��
�
���	 , �����	��
  4��2�	��  
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�  4����5����  ������  ��	�����
  "
�����  ���  �
�	2������
2
  ����  ��	  

���
2������
��  ����� : 

0

1
( , ) exp( sin ( ) ) sin(cos ( ) ) sin( )t t t d

¥

Y t = - j w ×w × j w ×w × wt w
p � , (6.73) 

��36  "
����
6  �
���  �
�	������	��  � �  �
��  �	����� , ��8
  ����"��������  

�	�
�	�  ����
�  ��	�
�	��  �
  �����
�	��	�  �
�	����  (�
��
  ��	2
�
����	��	
  

sin(cos ( ) )tj w ×w  ���3  2�����
����	� ). 

 

��������	
��  
���  �	
  ���������  ����
  

 

����
  �����	��  ��
  �����  �
������3  4 4
���5���  �����
�	8�� , 8
  ����3  

���
��	
  
���  ����  4
���5��
  �
������  (����	���� , �
��  ���	��  ��  
��
��  4 

����� , 2�	�	  ��
  ��5
2
  �	���
2
  ��
  �	�
�
� '�4�
2
  ��������� ). '
��  ��������  

�
�	����  4 �����������  4��5��
2
  ���������  �����  ����  ���	  ���	
  �	2��� : 

[ ]2 2/ / / ( , )t t t P tr¶ ¶ + V ×¶ ¶ = + h×¶ ¶ +xu u u u x
�

� , (6.74) 

4����	  
�����3�
  ��������  ���  ����"��
���	�  �����	�  ����
�  � �
�"���3����  

4�2������  �
�	����  – 

2 2 2( ) 0j j j jl + hw + V × l + w = , (6.75) 

��  ,V h – �
�"���3��	  4
���5��
2
  
  ������5��
2
  � ’ �4�
2
  ����� . 

(���
2����  ��������  �
���  �	�
�	����	  ��	  �
���6�����  �����	�  � 

�	�	���	��	�  �����	�
���
  ����	�  �
��
4	��	�  ����������  (�����	�� , ���
�� , 

��"����
���
�� , �������	�  �������  � ��2���
�  ��5	� ). '��  �
�
�	����  

����
����	��  ���  ��
��
 , 4���
���	�  ��  2��
��4�  
��
����
2
  �����
2
  

�����
�	8� , � ����
�����	  ���������  �  ��
��  ���������  ������5��
�  ������
�  

��������	 , ����	���� , �����	�  4���� , ��������	�  �  � ’ �4��  
��
�� . 1�	  

������5���  ��"
�������  �
���  "�4�  ����  ���	  ��
6  5�	������  ������8���� , 

��������  ���  �������
�  5�	��
���  / t¶ ¶u  ������8����  ��������� . �  ��4�������  

��  ����  4����  �	�	�����  ����������  4����  / tV ×¶ ¶u . (  �  ���
��  �  ���������  

������  
��
����
  ����	  ���  �	�	  �����  –  ������5�3  �����  � ’ �4�
�  
��
�	 , 8
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��3  �
�"���3��  �����  h , ���  
�	��3����  �
����6  !������� –9

��� , � � ’ �4��  

�����  ��  �����  4���� , ��
�
���
��  5�	��
���  �
�4����  4 �
�"���3��
�  �����  V. 

1
���	�
 , 8
  ���  �
��
4	��
2
  ��������� , 8
�  �
�����6  ����
�����	  

4��
��  4���������  �������� , ��������
5����  (6.74) ����
  ���
  �  �
�
��	�	  

���������  ����  4����  (��  �� , ����	���� , 4�
����
  �  ���
��
  �
����  !
�����  

[100, 101]), ���  �  ���
��  �
���������  ��  ����  4�
�
6  ������4���36 ; ��	  

�
���6�����  4
���5��
2
  �����  4���6�����  �����
�	8�  4� �
������6  ����  

���
�  ���
2
  ��  ��������� . �
�	��  ������	 , 8
  ������  4����  ����6����  ���
��
  

�
������5� , ���  ������  
��
�� . 

#��	�	��  

( ) ( / )d w = p h×w + V w (6.76) 

�	4����3  �
2��	"����	
  ���������  4�2������  ��  ������
  ����
��  w.  ��"��  ��3�  

���	�	�	  �
��4��	
  ��  �	� . 6.12; �  ��

��  ��������  ���  ��3  ��
�����  ����
 , ��  

��4������  �����	��
  ��  4���63���� . 

/�����3�
  ��
  ��4������  4 ��5	�	  �	���	  ����� . ����
  0d , ��  � ����5� , 

�
4����3  �
2��	"����	
  ���������  4�2������  ���  
��
��
�  "
��	  �
�	���� . 

'
��  ��  ����  �����	�  ����
���  w �
�	����  �
��	�����  ��	  ��4�	�  �
�����  

�����  �����
  ���	 :  

– ���  2������4	��
2
  �����   – 0( )d d constw = = ; 

– ���  � ’ �4�
2
  �����  – 0 0( ) ( / )d dw = × w w ; 

– ���  2���	��
2
  �����  – 0 0( ) ( / )d dw = × w w. 

1����	5��
  ��������  (6.76) �  �������
��  �	�� : 

( ) ( ) ( ),d d dh Vw = w + w  (6.77) 

��  

0. 0 0. 0( ) ( / ); ( ) / ( / )d d d dh h h Vw = p×h×w = × w w w = p×V w = × w w. (6.78) 

%	� . 6.12 ��6����3  �	���
� , �
�	  0. 0. 0. 0.4 , 0.02d d d dV h V h= × + = . 
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%	���
�  6.12 – /���������  ����������  4�2������  ���  ����
��
�  ����
�	  

0/dw = w w  

 

)�  ���	�
 , 4��5���  �����  ��  
��
��	�  ����
���  �
�	����  �
�
�	����  

�
����
  2������4	��
��  ����6 . 

�
��	�
 , �  ��
��  4��2�  
  �
��2�3  �
42����  �
�
������  �
����  �����  

:
�� –;����� –!
���� , 8
 , ��  4�4�����
  �  [8, 9, 111], ��3  �	������  

������	���������  �������������  � �
��  ���
�����3����  ���  �	�
�	������ , �  

�
��  �	��� , � ��	  �
4��������  ��  "��
��2����	�  ������� , ��	�
��  ��	  

��������	�  ��
�����  �
�	���� . 1
�����  "�4
�
�  �
����
� , ���  �	�
�	��
��3����  

�  ����
  �
���� , ���  ��
2
  �	�����  ��  ��3  "�4	��
2
  4����� . !
�	  ��������	
  

��
���  ��������3  ��  ���
��  �
�����  ��
2
  �
4�	��� , ��  ���5
��  ����
��  

�����	�  �
�	���� , �
  �	�
�	����	  �  ���������  ����  ���  4���	
  "�4
�	
  ���  – ��  


4����3  �������	  �  ��
�	�����  4 ����	��
6  ��6�
�
���
6  �������
6  � �� 

��	��	�
�  ��	�	��
��� . 

*�5�  ������  – �
���6�����  "��
��2����	�  ���������� , �  ��	�  ����3  

��� '��� , 8
  ����63  ��  ������2���������  �
����� , � 3 ����  ����2��������� . '��  

2������4	���  �����  :
�� –;����� –!
����  �
��  4��
�	  ��	�	�	  ��
2
  

�	�	������  �  
�
��	�	�  � ���  �
���  �	����	�  �����	�
����  ��������� . )�8
  �  

�����	
  ��������  ��  ��3  ��� '��� , �
  4��
�	  ��5� , �	�  ����  �	8� , �
�������  

"��
����  2������4	��
2
  �����  (��	  ��������	�  ��
����� ) ����
 . #��
��  

�
�������  ��	
5�
  �  ��������  4 �����
�
�  "�4	�	  ��  ������3  ���� -���  ������  

���
  ��  ����������  �����	�  "
��  

2
  �
�	���� , 4� '�4��	�  ���  �
�
6  ��
�
6  
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4���������  ����  ���� . '
��
 , ��  �
�����  ��������
2
  ��
����  ���	�  �
�	����  

8�  ����3 , �  ��
3�����  ����	  – ���3��
��� , 4� ��	�	  �
�	  �
�	���  �
4�	���	�� , 

���2
�
�����  4�4����2��� , � ��  �
��
��  �����  ��3  ��
3  ����� . )�  �����	  

4'����3����  4
���5��
  ���	� , �
�
  �	��3�
  �
48���63����  4� �����	�	  

"
����	 , � �
���  "
��� , ����6�	��  �
  ��
3��  ����� , 4�2���3  4 ���	��������
6  

5�	�����6 . #	2����3  ����  �
�������  ����  2���
  � ������
 , ���  �
�
  ���
  �
2
  

�����
��3 . !��	  ��
���5�  �
2
�	�	��  4 �	� , 8
  �
����  2������4	��
2
  �����  – 

��  ���
��	�����  �
����  4��5��
2
  ����� , ���  ���������  ���  �����4
��  
��
��	�  

����
�  �
�	���� .  

���
�  �
����������  ���� , �
4�
����	
  ���  �	�����  4��5��
2
  ����� , 

�
���  (�  ���5
��  ����	����� ) �	�
�	����	  ���  2������4	��
2
  ����� . ���  

�����4
��  
��
��	�  ����
�  �	�
��3����  ����	����  
�����
���  ��������  

0.2 0[.] [.] (exp( 0.4 ) 1) [.]tg ×g» + - pg ×w - ×� � � , (6.79) 

���  ��
�
��3  
� '3�  ��
�����	�  
��	�����  ����5  ���  �  10 ��4�� . 

)�����  ���
��	�����  ���  �
4�������  ����
����
�  �����	�	  �
��4���  ��  

�	� . 6.13. 

 

%	���
�  6.13 – )��
  ( )K th  ���  2������4	��
2
  �����  

 � 

2
  ���
��	�����  ( )K a th  4 �	�
�	�������  "
����	  (6.79) 
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6.7. ��	���
  �����������
  ������  ������  � �����������  �� ���������
  

 

��	���	
  ������ , �����  �
����
�
�  ��������4����  �
�	2������
2
  ���� , 

��	�
��
  �
5	�63����  ��  4�����  �
�4��
���  ��  �����
��� , �  ���
�  ��  4�2�����  

4�����  � ’ �4�
�����
2
  ��"
�������� , �  ���
  4������  �
����  !������� –9

���  

�	�
�	��
��3����  �
����  ���������
2
  ����
�
2
  ����  (&,' ). /
����� , ��
�
��
  

�
  &,'  ��������  (6.25) ��	
��3  �������	
  �	� : 

1 1
( , ) exp

1 (1 ) 1 (1 )
E E

E E

s s
s s

s sh

� �+ d h + d h
Y t = × -t ×� �

+ h + d + h + d� �
, (6.80) 

��  1 2/E E Ed = ;  1 2,E E  – ��  �
����  �����
���  4 �
����
  !������� –9

���  � 

��������� . 

/
��������  (6.80) � �
��������  ����
�	  �
�	����  (�	� . 6.2, � ), ��6��  ��5�  

��	���
�	�� , 8
  4���63  �
�
������  
�	2�����  ��	  ����  0t ® + . (��  �
����
��  

�����4�	  ��
����
���	�  ����
�  ��  �	� . 6.2, � , � �  ��	4��� , �
��  ��	  �����4�  

��������	�  �
�	����  ���  �
����  &,'  ��	  ����������  � '�4�
���  �
���  

��
�
������	  �	�
�	��
�����	  
�����
�  [.]Gh . 

1�	  �
4� ’ �4����  4�����  �
�4��
���  ��  ���5	
  ����  �	�
�	��  ��5�  

��
����� : �
�"���3��  �����  h  ���  ����  ���	�	
  (������
  ���  ����
�	��  �
���  

������ ), � ��	  4���
�������  
�����
��  !������� –9

���  ���  ���
2
  �
�����  

����  t  (8
  ������3  �
��  ������	 ) �
�
�	����  �	4�����	  �	�����  ���
  ���  

���	�
2
  ��
�����  ���� , �
�������
2
  �4 �������
�������	��	�  ����	������  

ts = h . #���
5����  

/ / 1t ts = h >> , (6.81) 

� �	�  ����5�  ��  ���	�	�� , �	�  �	���  �"���	������  ���
2
  ����
��  �
  

�
4� ’ �4����  4����� . 

�  4� '�4��  4 �	�  �	�	��3  2�
��
�
2���	
  ������ , ��	
  ��
�����
  

��
���	�	 . 1�	  �
����������  ����  0( )y K t= , �	�
���
2
  ���  ����
2
  �
�����  

����  0t , �!9  �	�
�	���3  (�	� . 6.5) 4�������  ��
2
  �  ����  �4 ��
�����  
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0 0 0 0[ 3 ; 3 ]t t t t tÎ - h + h , (6.82) 

�
��
 , �  �
��  �	��� , ���  �
������  ����  0t t> . )��
  0( )y K t=  – ��  �������  

�����
2
  �
��	�����  ��  �
��
����  4
���5�3  4���6����� , �, 4�����
��  � , 

�	�	��3  �
��5����  ���
�
2
  "�4	��
2
  ��	��	��  ��	�	��
��� . �  ��
��
���  

����
2
  �
��5����  ���  ����3  – �
��
����  4���6�����  �	�
��3����  �  

�
����
�	
  �
����  ����  0t = , �  ��4�	���	
  ��������  ����2�����
2
  ����  


4����3 , 8
  ������  ��������	��	�	  ��
����  (�
�"���3��	  ����
����	�  ������� ) 

��  4�������  ���  ���� . '
��  �������  0( )y K t=  ���  ����  �
������  ����  0t >  

�	4������  �������
  � ����	�	�	��  ���  4����
�  ���3��
���  �
��  ��  �
�� . 

 

 

6.8. ����	��  �����������
  ������	����  ������  �	
  ��
��������  

�	������  

 

#	��4	  ���  �	4�������  ��
2	��  5������
  
�����
�  �����	�	  (�	� . 6.14) � 

�� ��"
�����
  �  �	����� , �
�	  ��  ���  ��3  �������
�����  �
�������  ������������  

0( )P t  ��������
2
  �	��  (�	� . 6.15), ��
��
��4
�
  ��������  ����5�  � ��6��  ���	
  

�	2��� : 

0

( , , ) ( , , ) ( )
t

ww x y t K x y t P d= - t × t t� , (6.83) 

0

( , , ) ( , , ) ( )
t

ex y t K x y t P de = - t × t t� , (6.84) 

��  ( , , )w x y t  – 4����  ��
2	��  �����	�	  �  ���� ; ( , , )x y te  – 4����  ��"
������ ; 

( , , )iK x y t  – ������  ��4�	����  ����  ����2�����  �	��  42
���	  �  �
���  �����	�	  4 

�

��	�����	  ( , )x yx . 
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Sx
u

0x

0P

 
 

%	���
�  6.14 – &����  ������������  

�����	�	  

%	���
�  6.15 – &	�� , 8
  4�����3  

�
�	�����  �  �����	��  

 

)�8
  ������	 , 8
  �	�� , ���  4���63  �
�	����� , 3 4
��������	�  

������������� , �
  ����
�����  ����  !
5�  )(0 tK  ���  5������
 -
�����
�  �����	�	  

�������
�  �
�8	�	  4� �
����6  �	��  &. 1 . '	�
5����  ������  ���	  �	2��� : 

[ ]1 1 2 2
1 1

0 0

( , , ) sin( ) sin( )

sin sin sin sin ,

w S S kn kn kn kn
k n

S S

K x y t t t

k x n y k x n y
l m l m

¥ ¥

= =
= W × w - W × w ´

p p p p� � � � � � � �´ × × ×� � � � � � � �
� � � � � � � �

� �
 (6.85) 

1 2

1 1 1 2

0 0

sin( ) sin( )
( , , )

sin sin sin sin ,

kn kn
e S S kn

k n kn kn

S S

t t
K x y t

k x n y k x n y
l m l m

¥ ¥

= =

� �w w
= W × - ´� �w w� �

p p p p� � � � � � � �´ × × ×	 
 	 
 	 
 	 

� � � � � � � �

� �
 (6.86) 

��  1knw  � 2knw  – ������  ����
�	  �
�	����  �����	�	 ; l  � m – �
��	��  � 5	�	��  

�����	�	 ; ( )0 0,x y  – �

��	���	  �
��	  0x , �  ���
  ��	�����3����  ������������ , �  

( ),S Sx y  – ��  �

��	���	  �
��	  Sx , �  ���
  �	4����3����  4����  ��
2	��  �  ���� . 

1�	  �
4��������  �����	���  ��
8	��  �����	�	  ����  �
� '�4���  4 

��
8	�
6  xOy ������
�
�  �	����	  �

��	��� . %
4������	  �	�
�����	��  ��	  

�������	�  4��������  ���������� :  

– 2���	��  ���������  7890r =  �2 /� 3; �
�"���3��  1����
��  0.3n = ; �
����  

�����
���  207E =   1� ; 

– �
�8	��  �����	�	  0.04h =  � ; �
��	��  0.6l =  � , 5	�	��  0.4m=  � ; 
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– �

��	���	  �
��	  ��	��������  4���6�����
2
  ������������  ��6��  

4������� : x0 = 0.4 � , y0 = 0.3 � ; 

– �

��	���	  �
��	 , �  ���
  �
������6����  � ’ �4�
������  �
�	�����  

�����	�	 : xS = 0.25 � , yS = 0.1 � ; 

– ���������  4�2������  
��
��
�  "
��	  �
�	����  0 0.05d = . 

0	��
  ������  �  ����
����	�  �
���
�	�  �����  9�� '3, 8
  
�	��6��  

�
4�	�����  �
4� ’ �4��  4� �����	�	  "
����	  �
�	���� , �  ����  �	������  

����
�	�
  40́ 40; ��� , ��  ���4����
��  �	8� , �����  ����������  �����  �
�
  (��4  

4�	�����  �
��
���  �
4������� ) �
2�
  ���	  ��
�
����  �
  80...100 2���
��� . 

��  �	� . 6.16 �����������
  �	�  ����  ���  ����2�����  42
���	  (6.83): ��	��  1 

– ��  �	�����  ���
  (6.85), �  ��	��  2, 3 � 4 ����
����6��  �
�	"��
���	�  

(����
����
  �
  
�	���
�  �	8�  ��
�����	 ) �����  (6.18) 4 �����������	  

4�2������  
��
��
�  "
��	  �
�	����  0 0.01d = , 0 0.02d = , 0 0.1d = . 

 

-1.0E-05

-5.0E-06

0.0E+00

5.0E-06

1.0E-05

0.000 0.002 0.004 0.006 0.008

���  t , �

���
�

, �
/(

�
·�

)

K

KD1

KD2

KD3

1

3

2

4

 

0( ) ( )K t K tº ; 11( ) ( )KD t K thº ; 22( ) ( )KD t K thº ; 33( ) ( )KD t K thº  

 

%	���
�  6.16 – #	�  �	����	�  � �
�	"��
���	�  ����  !
5�  
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%�4������	  �
4��������  ��
2	���  ��4  ����������  �����  ��  ��	  4����	�  

�����������  4�2������  �
�	����  ��������  ��  �	� . 6.17. !�	��
  1 ����
����3  

«������ » 4����  ��
2	�� , �  ��	�	�  2, 3 � 4 – ��
2	�	  4 �����������  

������5��
2
  � ’ �4�
2
  �����  ��	  0 0.01d = , 0 0.02d =  � 0 0.1d = , ����
����
 . 

/���6������  �	�� , �	�  ��
�  ����
2���	
  4
������
��  ��  �	� . 6.15, ������  

�
�
6  ���5�  �����	�6  �	���
��	  4 ��������
6  10 ��  � ��	������6  2 �� ; 

�
�����  ��������  ����
����3  ���  0.8 �� . �
�������  ��������	  ��  ��	��
  1 

�
���63����  �����������  �������
�  �
�	����  �4 ��4�	�	  ����
���	  ��  "�4��	 . 

 

-5.0E-06

0.0E+00

5.0E-06

1.0E-05

0 0.002 0.004 0.006 0.008

���  t , �

���
���

 w
, �

 

w

w_d1

w_d2

w_d10

1 2 3

4

 

%	���
�  6.17 – /���	  ��
2	��  �����	�	  ��	  �
�	������  

(�
4�����
�  4 �����������  � ��4  ����������  � ’ �4�
2
  ����� ) 

 

��  �	� . 6.18 � �	� . 6.19 �����������
  �
�	"��
����  ����  ���  ����2�����  

42
���	  (6.85) � (6.86), ����
����
 : ��	��  1 – 4
���5�3  ����� ; ��	��  2 – ������5�3  

2������4	���  ����� ; ��	��  3 – ������5�3  � ’ �4��  ����� . 

%�4������	  �
4��������  ��
2	���  � ��"
�����
  �����	�	  4 �����������  

��4�	�  �
����
  �����  4� �
�
�
2
6  �
�	"��
���	�  ����  ��������  ��  �	� . 6.20 � 

�	� . 6.21: ��	��  1 – 4
���5�3  ����� ; ��	��  2 – 2������4	���  ����� ; ��	��  3 – � ’ �4��  

����� . 
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&	�� , 8
  4���63  �
�	����� , ������  �
�
6  ���5�  �����	�6  �	���
��	  

(�	� . 6.15) 4 ��������
6  10 ��  � ��	������6  340 ��� ; �
�����  ���  ��������  ��  

�	� . 6.20 � �	� . 6.21 ����
����3  ���  136 ��� . 

 

 

%	���
�  6.18 – �
�	"��
����  ����  ���  ��
2	���  

 

 

%	���
�  6.19 – �
�	"��
����  ����  ���  ��"
�����
  
�	8���  

���  �	�
�
����
��	�  �
��
������  
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%	���
�  6.20 – /���	  ��
2	��  �����	�	  ��	  �
�	������  4 �����������  �����  

 

 

%	���
�  6.21 – /���	  ��"
������  �����	�	  ��	  �
�	������  4 �����������  �����  

 

'��
�  4 ���
6  
�D����������  ��
���	��	�  ��4�������� , 
��	���	�  �  

�
4���� , ���
  ��
�����
  ��
���	�
 -������	���������  �
���������  4 �����
2
  

������������  ����
����	�  �����	�  �������
�  �
�8	�	 . 

+�����	���������  �
���������  �	�
�����	��  4 �	�
�	�������  

�	���6�����
2
  �
�������  (�	� . 6.22), �
  ������  ��
2
  ��
�	�	  ��2��
��������  

���4
����	���  �������  4 ����	�6����� , ��2��
�������	
  ����
2
 -�	"�
�	
  

������
�6���  � �
�� '6��� . 
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��������	
���
���� �
���
	� �	���
����
�����
	�

����������

���
����� -
���
����

��
����
����

��
����
����
���� ' ���


(�
� ���
� ��

����
��	�
�����
	� , �

���� 
����
�!��
��
���� )

"��
���� �	���
�����
�����
	� �� ���	
���
�����

����������
 

%	���
�  6.22 – &����  �	���6�����
2
  �
�������  

 

&����  �����
2
  ������������  ����
����
�  �����	�	 , ��"
��������  ��
�  

�
���������
�� , ��������  ��  �	� . 6.23. #�����
 , 8
  �� 
��	�����  ��
����5�  

��	4��
  ����
�����
  5������
�� .  

���  ��
�������  ������	�����  ����  �	�
�	�����  �������  ��2
����  

�����	��  (��
�������	�� ), �
4���	  ��
�  �����  ��������
�  
��
��	  ���	  

600� 400� 24.3 �� , ��  �	���
  �	��
��
  ��
8	��  ��
�  ���	  �����3��  ���4
����	�	  

(�	� . 6.24, � ). ���  �	����  ��"
������  �  �4�3��
  �������	������	�  ���������  �  

�
���
  4 �
���������	�  �
�
�  ���
  ��	���3�
  �
  ���  ���4
����	��  

(�	� . 6.24, � ). ����  �	�
�������  �
  ������
  �	��
��
  ��
8	��  �����	�	  �����
  

����6�	�  ���
�  (�	� . 6.24, � ). 

 

1 – �����	��  4 �����3�	�	  ���4
����	���	 ; 2 – 
��
�� ; 

3 – �������	  
��	�����  (���2��  �	�����	���  ���	��� ); 

4 – ���������  �
�����  
��	�����  �
  
��
�	 ; 5 – �����	�  

 

%	���
�  6.23 – &����  �����
2
  ������������  �����	�	  
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�  

      

�                                                     �  

%	���
�  6.24 – 9
�
2��"����  4
��������  

 

1�	  �
4��������  ��	
���	��  ��������  ��������	 : E=2.1·1011 1� ; n=0.3; 

7890r =  �2 /� 3; h=0.0243 � ; l=0.588 � ; m=0.388 � ; 

x0= 0.294 � , y0= 0.194 �  – �

��	���	  �
��	  ������������ ; x1= 0.294 � , 

y1=0.194 �  – �

��	���	  1-2
  ����	��  (���  ������������� ). 

*����	"������  �����
2
  ������������  ��  
��
��  ������	��������	�  

���	�  ����  �	�
����  ��  �  ������
  �
����
���  [84, 181, 182], ���  � 4 �����������  

�	�	�����  ����2�� . /�  ������	��������	�  ���	�	  – 4����  ��"
������  )(tye  
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(�	� . 6.25) – ��  ��4�  �
4� ’ �4��
�  
������
�  4�����  ����  �	�
����  ��
������  

�����	"������  4���	  �  ����  4
���5��
2
  ������������  ��	  ����� . ������
����
  

�
4�
�����	
  �	��  ���  �����	�
�  ��  �����	�
6  �  
������  �
������ , ��
8�  

��
2
  ���  4���63����  ���  ���  ������������ , �
���6�����  4
��������	�  �  �
���  

4��	���� , ���  �	���63����  �  ��6�
���  (�	� . 6.26). 

 

e yi'

t'i'
0 5 10 5 1 10 4 1.5 10 4 2 10 4 2.5 10 4 3 10 4 3.5 10 4 4 10 4 4.5 10 4

2 10 4

1 10 4

0

1 10 4

2 10 4

 

%	���
�  6.25 – #	�����  ����  – 4����  ��"
������  4� ���
�  �  �
���  �����	�	  

 

Pj

PGj

j Dt.
0 5 10 5 1 10 4 1.5 10 4 2 10 4 2.5 10 4 3 10 4 3.5 10 4 4 10 4 4.5 10 4

3 104

2 104

1 104

0

1 104

 

%	���
�  6.26 – *����	"��
����  �
�������  ������������  

4 �����������  ������5��
2
  �����  ��  ��4  ����������  
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#��4���	�
 , 8
  ��	  �
���6�����  ��"
��������  �����	�	  4 �����������  

������5��
2
  �����  �  ������  2��
��4  :
�� –;����� –!
����  (2������4	���  ����� ) 

– ��4������	  �����	��
  ��  �����4���	��  ���  
��	���	�  �  ������
  �
����
��� . 

F
  �	��	���
 , ������
  ��  ��2����
6  ��	�
�
6  �	�	����� . 

/
����  ��5	�  �	�
�  
���
��	  �����	  ��	  ����������  ������5��
2
  

� '�4�
2
  �����  ����
����
  �
  �
����  !������� –9

��� . ���  �
�"���3���  � '�4�
2
  

�����  61007.7 -×=h  � , 8
  ����
�����
  �
2��	"����
��  ����������  4�2������  

%4.00 =d  �����	"��
����  �
�������  ������������  ��	  4
���5��
  �
�
��  ����
  

����2��
  "	4	���5	� . 

/  
2����  �	� . 6.26 �
���  4�
�	�	  �	��
�
� , 8
  ����������  ������5��
2
  

� '�4�
2
  �����  (42���
  �
����  !������� –9

��� ) �
4�
��3  
��	�����	  ����5  

�������	���  ��4������	  �
4�������� . :�4  ����������  �����  �
���  �
���	�	 , 8
  

�����	"��
����  ��	��  �
������
2
  ������������  ��
��  4���63  4��� , 8
  

�
� '�4��
 , ����
 , ���
����	�	  �
�	����	  �
4�������� . 1�	  �	�
�	������  

����5  "�4	��
�  �
����  4 �����������  ������5��
2
  �����  ��  ������
��������  

4�	��3 . 

 

 

6.9. ��������  ��  	�
��
�  

 

���  � ’ �4�
�����
2
  �
��	����� , ��	
  �
���63����  4 �����������  

������5��
2
  � ’ �4�
2
  �����  42���
  �
����  !������� –9

��� , ��
  

2������4	��
2
  �����  (�
����  :
�� –;����� –!
���� ) �
4�
����	
  �
�	
  

�	�����
 -������	��	
  ���
�  �
4�������  ��������	�  ��
����� , 8
  �������6����  

���  ���	�
�  �������
����
2
  �	�
�
2
  ������������ . ���
�  �	�
�	��
��3  


������
��  �	������  ��  �	��� - ������
�����  9�� '3 � 4�
�	����  �
  4���
�������  

�
�	�  ����2�����	�  
�����
��� , 8
  42�����6�� . .�  
�����
�	  �	�
�	��
��6��  

��	��   �����  � !
5�  ��	  �
���6�����  � ’ �4�
2
  ������5��
2
  � 2������4	��
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