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АНОТАЦIЯ

Хома Мар’яна Володимирiвна. Задачi для нелiнiйних еволюцiйних систем
Стокса зi змiнними показниками нелiнiйностi. – Квалiфiкацiйна наукова пра-
ця на правах рукопису.
Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецiаль-

нiстю 111 – “Математика” (Галузь знань – 11 “Математика та статистика”). –
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв, 2026.
Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню нелiнiйних еволюцiйних си-

стем Стокса зi змiнними показниками нелiнiйностi. Розглядаються системи
рiвнянь, що описують динамiку векторних полiв у багатовимiрних просторах
за наявностi умов нестисливостi. У даних системах рiвнянь присутнiй нелi-
нiйний диференцiальний чи iнтегро-диференцiальний оператор Y . Зокрема,
цей оператор Y мiстить нелiнiйнi доданки степеневого характеру, якi мають
вигляд |u|q−2 , де величину q > 1 називають показником нелiнiйностi систем,
якi вивчаються. Дана величина може бути сталою, або залежною вiд просто-
рової x , чи вiд просторової i часової змiнної (x, t) функцiєю. В першому
випадку такi системи є системами зi сталим показником нелiнiйностi, а в
другому – зi змiнним показником нелiнiйностi.
Метою дисертацiйної роботи є дослiдження систем рiвнянь з частинними

похiдними, якi моделюють деякi процеси гiдродинамiки i у якi мiстять невi-
дому вектор-функцiю, що вiдповiдає за швидкiсть рiдини, а також невiдому
скалярну функцiю, яка вiдповiдає за тиск. Розглянутi системи також включа-
ють нелiнiйний диференцiальний та iнтегро-диференцiальний оператор, який
описує внутрiшнi властивостi середовища, математична модель якого розгля-
дається. Також окрiм детермiнованих моделей, дослiджуються стохастичнi
еволюцiйнi системи, тобто системи рiвнянь з частинними похiдними, невiдомi
функцiї у яких залежать вiд випадкового параметра, а самi системи мiстять
члени, якi враховують вплив на модель випадкового збурення. Такi узагаль-
нення дають змогу описати бiльш реалiстичнi процеси, що створюють основу
для подальшого аналiзу їх розв’язкiв.
Об’єктом дослiдження дисертацiйної роботи є класи нелiнiйних еволюцiй-

них систем рiвнянь з частинними похiдними типу систем Стокса зi змiнними
показниками нелiнiйностi.
Предметом дослiдження дисертацiї є питання однозначної розв’язностi i

дослiдження деяких властивостей розв’язкiв мiшаних задач для
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– iнтегро-диференцiальних параболiчних систем рiвнянь Стокса зi ста-
лими показниками нелiнiйностi;

– диференцiальних систем Стокса зi змiнними показниками нелiнiйностi,
якi залежать вiд часової та просторових змiнних та якi мiстять випад-
кове збурення типу бiлого шуму;

– iнтегро-диференцiальних систем рiвнянь Осколкова-Стокса зi змiнни-
ми показниками нелiнiйностi, якi залежать вiд часової та просторових
змiнних;

– iнтегро-диференцiальних детермiнованих систем Бусiнеска-Стокса зi
змiнними показниками нелiнiйностi, якi залежать вiд часової та про-
сторових змiнних;

– диференцiальних стохастичних систем Бусiнеска-Стокса зi змiнними
показниками нелiнiйностi та випадковими збуреннями.

У роботi доведено теореми iснування i єдиностi узагальнених розв’язкiв
мiшаних задач для розглянутих систем. При цьому використано методи тео-
рiї рiвнянь з частинними похiдними та функцiонального аналiзу. Зокрема, у
дисертацiї використано методи Фаедо-Гальоркiна, метод монотонностi, метод
компактностi.
Дисертацiя складається з анотацiй українською й англiйською мовами,

вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку лiтератури та додатку. У вступi
обґрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, сформульовано мету, завдан-
ня, предмет, об’єкт та методи дослiдження. Також наведено наукову новизну,
практичне значення отриманих результатiв, зв’язок роботи з науковими те-
мами та особистий внесок здобувача, а також вказано iнформацiю, де апро-
бовано та опублiковано основнi результати дисертацiї.
У роздiлi 1 наведено огляд лiтератури, що стосується теми дисертацiї. Пiд-

роздiл 1.1 мiстить допомiжнi позначення, якi використовуються при форму-
люваннi i доведеннi основних результатiв дисертацiйної роботи. У пiдроздiлi
1.2 розглянуто лiтературу про розв’язнiсть задач для рiвнянь з частинними
похiдними в звичайних та узагальнених просторах Лебега i Соболєва. У пiд-
роздiлi 1.3 мiстить опис фiзичних процесiв, при моделюваннi яких виникають
системи рiвнянь з частинними похiдними, якi дослiджено в дисертацiйнi ро-
ботi. Розглянуто загальнi рiвняння руху рiдин, а саме рiвняння нерозривностi
середовища, загальне рiвняння руху суцiльного середовища та рiвняння те-
плопереносу. У цьому пiдроздiлi також висвiтлено окремi випадки загальної
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системи рiвнянь гiдродинамiки, якi пiсля вiдповiдних перетворень приводять
до рiвнянь Нав’є–Стокса. У пiдроздiлi 1.4 наведено результати щодо розв’я-
зностi задач для параболiчних систем Стокса та Нав’є-Стокса.
Роздiл 2 присвячено задачам для нелiнiйних параболiчних систем Стокса.

Показники нелiнiйностi розглянутих у пiдроздiлах 2.1 рiвнянь є сталими, а у
пiдроздiлi 2.3 – змiнними.
У пiдроздiлi 2.1 доведено iснування та єдинiсть узагальнених розв’язкiв

мiшаної задачi для параболiчних систем рiвнянь Стокса зi сталим показни-
ком нелiнiйностi. Отримано оцiнку цих розв’язкiв. Ми збурюємо класичнi
системи Стокса монотонним нелiнiйним доданком та лiнiйним iнтегральним
доданком. Мiшану задачу для систем такого вигляду ранiше не вивчали.
У пiдроздiлi 2.2 розглянуто основи стохастичного iнтегрування та дифе-

ренцiювання, якi використано у наступних пiдроздiлах. Цей пiдроздiл має
допомiжний характер.
У пiдроздiлi 2.3 розглянуто системи Стокса зi змiнними показниками не-

лiнiйностi та випадковим збуренням типу бiлого шуму. Показано iснування
та єдинiсть узагальнених розв’язкiв мiшаних задач для розглянутих систем.
Стохастичнi диференцiальнi рiвняння з залежним вiд змiнних (x, t) показни-
ком нелiнiйностi та бiлим шумом розглянуто вперше.
У третьому роздiлi дисертацiйної роботи дослiджено системи Осколкова-

Стокса зi змiнними показниками нелiнiйностi, що залежать вiд всiх незале-
жних змiнних.
У пiдроздiлi 3.1 розглянуто мiшану задачу для системи рiвнянь зi змiн-

ним показником нелiнiйностi та малим параметром. Використавши метод
Фаедо-Гальоркiна доведено iснування узагальнених розв’язкiв цiєї задачi, а
для доведення єдиностi використано метод вiд супротивного. Також на пре-
дмет iснування розв’язку дослiджено задачу, яку отримуємо при прямуваннi
малого параметра до нуля. Мiшана задача для систем Стокса зi змiнними
показниками нелiнiйностi та малим параметром ранiше не розглядалась.
Четвертий роздiл дисертацiї присвячено задачам для еволюцiйних систем

типу Бусiнеска-Стокса.
У пiдроздiлi 4.1 розглянуто детермiновану систему Бусiнеска-Стокса зi

змiнними показниками нелiнiйностi, якi залежать вiд просторової i часової
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змiнної. Використавши метод Фаедо-Гальоркiна доведено iснування узагаль-
нених розв’язкiв мiшаних задач для цих систем. Показано також їхню єди-
нiсть. Задачi для iнтегро-диференцiальних систем Бусiнеска-Стокса зi змiн-
ними показниками нелiнiйностi, що залежать вiд (x, t) ранiше не вивчалися.
У пiдроздiлi 4.2 переносимо результати пiдроздiлу 4.1 на стохастичну си-

стему Бусiнеска-Стокса. Перше рiвняння системи збурюємо доданком типу
бiлого шуму. Також доведено iснування та єдинiсть узагальненого розв’яз-
ку для такої задачi. Задачi для таких систем Бусiнеска-Стокса зi змiнними
показниками нелiнiйностi, що залежать вiд (x, t) , випадковим параметром i
доданком типу бiлого шуму ранiше не вивчалися.
Робота завершується висновками, в яких пiдсумоються основнi результати

дослiдження та списком використаних джерел.
Практичне значення отриманих результатiв. Результати дисертацiї

мають теоретичне значення i можуть бути використанi для розвитку тео-
рiї рiвнянь з частинними похiдними. Їх можна застосувати при розв’язуваннi
задач фiнансової математики, теорiї бiологiчних популяцiй, оптимального ке-
рування тощо.
Ключовi слова: рiвняння з частинними похiдними, нелiнiйне параболiчне

рiвняння, еволюцiйне рiвняння, iнтегро-диференцiальне рiвняння, стохасти-
чне диференцiальне рiвняння, випадковий процес, вiнерiвський процес, бiлий
шум, змiннi показники нелiнiйностi, узагальненi простори Лебега i Соболєва.
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ABSTRACT

Khoma Mariana Volodymyrivna. Problems for nonlinear evolutionary Stokes
systems with variable nonlinearity exponents. - Qualifying scietific work on the
right of the manuscript.
The thesis presented for the degree of Doctor of Philosophy in the speciality 111

- “Mathematics” (field of studies - 11 “Mathematics and Statistic”) – Ivan Franko
National University of Lviv, 2025.
The dissertation is devoted to the study of nonlinear evolutionary Stokes-type

systems with variable nonlinearity exponents. The systems under consideration
describe the dynamics of vector fields in multidimensional domains under the
incompressibility condition. The dissertation is devoted to the study of nonli-
near evolutionary Stokes-type systems with variable nonlinearity exponents. The
systems of equations under consideration describe the dynamics of vector fields
in multidimensional domains under incompressibility conditions.
These systems involve a nonlinear differential or integro-differential operator
Y . In particular, the operator Y contains nonlinear power-type terms of the
form |u|q−2 , where the quantity q > 1 is called the nonlinearity exponent of the
systems under study.
This exponent may be either constant or depend on the spatial variable x , or

on both the spatial and temporal variables (x, t) . In the first case, such systems
are referred to as systems with a constant nonlinearity exponent, whereas in the
second case, they are systems with a variable nonlinearity exponent.
The purpose of the dissertation work is to investigate systems involving an

unknown vector-valued velocity function as well as an auxiliary scalar pressure
function. The considered systems also include nonlinear differential and integro-
differential operators describing the internal properties of the medium. In additi-
on to deterministic models, stochastic evolutionary systems incorporating random
perturbations are studied. Such generalizations make it possible to describe more
realistic processes and provide a basis for further analysis of solutions, in parti-
cular, their existence and uniqueness.
The object of the study is classes of nonlinear evolutionary Stokes systems with

variable nonlinearity exponents. Existence and uniqueness theorems for solutions
to these systems are established.
The subject of the study concerns solvability issues and qualitative properties

of of generalized solutions to problems for:
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– parabolic Stokes systems with constant nonlinearity exponent;
– Stokes systems with variable nonlinearity exponents and random perturba-
tions;

– Oskolkov–Stokes systems with a small parameter;
– deterministic Boussinesq–Stokes systems;
– stochastic Boussinesq–Stokes systems.

The methods of partial differential equations and functional analysis are em-
ployed in the dissertation. In particular, the Galerkin method, the contraction
mapping principle, and methods of monotonicity and compactness theory are
used.
The dissertation consists of abstracts in Ukrainian and English, an introduction,

four chapters, conclusions, a list of references, and an appendix. The introduction
substantiates the relevance of the research topic and formulates the aim, objecti-
ves, subject, object, and research methods. It also presents the scientific novelty,
practical significance of the obtained results, the relation of the work to scientific
research topics, the personal contribution of the author, and information on the
approbation and publication of the main results of the dissertation.
Chapter 1 contains a literature review related to the topic of the dissertation.

Section 1.1 presents auxiliary notation used in the formulation and proofs of the
main results. Section 1.2 discusses solvability results for partial differential equati-
ons in classical and generalized Lebesgue and Sobolev spaces. Section 1.3 describes
the physical background of the studied systems, including the continuity equation,
the general momentum equation for a continuum, and the heat transfer equation.
Particular cases of the general hydrodynamic system leading to the Navier–Stokes
equations are also considered. Section 1.4 presents known solvability results for
parabolic Stokes and Navier–Stokes systems.
Chapter 2 is devoted to nonlinear parabolic Stokes systems. The nonlinearity

exponents of the equations considered in Subsection 2.1 are constant, whereas in
Subsection 2.3 they are variable.
In Section 2.1, the existence and uniqueness of weak solutions to mixed boundary

value problems for parabolic Stokes systems with constant nonlinearity exponent
are proved. An a priori estimate for the corresponding weak solutions is establi-
shed. The classical Stokes system is perturbed by the addition of a monotone
nonlinear term and a linear integral term. Boundary–initial value problems for
systems of this type have not been previously investigated. Section 2.2 introduces
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the fundamentals of stochastic integration and differentiation required for further
analysis. Section 2.3 investigates Stokes systems with variable nonlinearity expo-
nents and random perturbations of white-noise type. The existence and uniqueness
of weak solutions to the corresponding mixed boundary–initial value problems
are established. Stochastic differential equations with a nonlinearity exponent
depending on the variables (x, t) and driven by white noise are considered for the
first time.
Chapter 3 investigates Oskolkov-Stokes systems with variable nonlinearity ex-

ponents depending on all independent variables.
In Section 3.1 a mixed boundary–initial value problem for a system with a vari-

able nonlinearity exponent and a small parameter is considered. The existence of
weak solutions to this problem is proved by means of the Faedo–Galerkin method,
while uniqueness is established by a contradiction argument. The limiting problem
arising as the small parameter tends to zero is also investigated with respect to the
existence of solutions. To the best of our knowledge, mixed problems for Stokes-
type systems with variable nonlinearity exponents and a small parameter have
not been previously studied. proves existence and uniqueness of weak solutions to
mixed boundary value problems with a small parameter and analyzes the limiting
problem as the parameter tends to zero.
Chapter 4 is devoted to problems for evolutionary systems of the Boussinesq-

Stokes type.
In Subsection 4.1, a deterministic Boussinesq–Stokes system with variable nonli-

nearity exponents depending on the spatial and temporal variables is studied. Usi-
ng the Faedo–Galerkin method, the existence of weak solutions to the correspondi-
ng mixed problems is proved, and uniqueness is established. Integro-differential
Boussinesq–Stokes-type systems with variable nonlinearity exponents depending
on (x, t) have not been previously investigated.
In Subsection 4.2, the results of section 4.1 are extended to a stochastic

Boussinesq–Stokes system. The first equation of the system is perturbed by a
white-noise-type term. The existence and uniqueness of weak solutions to the
corresponding problem are also proved. Problems for such Boussinesq–Stokes-
type systems with variable nonlinearity exponents depending on (x, t) , a random
parameter, and a white-noise-type perturbation have not been previously studied.
The dissertation concludes with a summary of the main results obtained.
Practical significance of the thesis results. The results of the dissertation

are of theoretical importance and may be used in the further development of
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the theory of partial differential equations. They can be applied to problems in
financial mathematics, population biology, optimal control theory, and related
fields.
Key words: partial differential equations, nonlinear parabolic equation, evoluti-

onary equation, integro-differential equation, stochastic differential equation, ran-
dom process, Wiener process, white noise, variable nonlinearity exponents, genera-
lized Lebesgue and Sobolev spaces.
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