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АНОТАЦIЯ

Хома Мар’яна Володимирiвна. Задачi для нелiнiйних еволюцiйних систем
Стокса зi змiнними показниками нелiнiйностi. – Квалiфiкацiйна наукова пра-
ця на правах рукопису.
Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецiаль-

нiстю 111 – “Математика” (Галузь знань – 11 “Математика та статистика”). –
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв, 2026.
Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню нелiнiйних еволюцiйних си-

стем Стокса зi змiнними показниками нелiнiйностi. Розглядаються системи
рiвнянь, що описують динамiку векторних полiв у багатовимiрних просторах
за наявностi умов нестисливостi. У даних системах рiвнянь присутнiй нелi-
нiйний диференцiальний чи iнтегро-диференцiальний оператор Y . Зокрема,
цей оператор Y мiстить нелiнiйнi доданки степеневого характеру, якi мають
вигляд |u|q−2 , де величину q > 1 називають показником нелiнiйностi систем,
якi вивчаються. Дана величина може бути сталою, або залежною вiд просто-
рової x , чи вiд просторової i часової змiнної (x, t) функцiєю. В першому
випадку такi системи є системами зi сталим показником нелiнiйностi, а в
другому – зi змiнним показником нелiнiйностi.
Метою дисертацiйної роботи є дослiдження систем рiвнянь з частинними

похiдними, якi моделюють деякi процеси гiдродинамiки i у якi мiстять невi-
дому вектор-функцiю, що вiдповiдає за швидкiсть рiдини, а також невiдому
скалярну функцiю, яка вiдповiдає за тиск. Розглянутi системи також включа-
ють нелiнiйний диференцiальний та iнтегро-диференцiальний оператор, який
описує внутрiшнi властивостi середовища, математична модель якого розгля-
дається. Також окрiм детермiнованих моделей, дослiджуються стохастичнi
еволюцiйнi системи, тобто системи рiвнянь з частинними похiдними, невiдомi
функцiї у яких залежать вiд випадкового параметра, а самi системи мiстять
члени, якi враховують вплив на модель випадкового збурення. Такi узагаль-
нення дають змогу описати бiльш реалiстичнi процеси, що створюють основу
для подальшого аналiзу їх розв’язкiв.
Об’єктом дослiдження дисертацiйної роботи є класи нелiнiйних еволюцiй-

них систем рiвнянь з частинними похiдними типу систем Стокса зi змiнними
показниками нелiнiйностi.
Предметом дослiдження дисертацiї є питання однозначної розв’язностi i

дослiдження деяких властивостей розв’язкiв мiшаних задач для
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– iнтегро-диференцiальних параболiчних систем рiвнянь Стокса зi ста-
лими показниками нелiнiйностi;

– диференцiальних систем Стокса зi змiнними показниками нелiнiйностi,
якi залежать вiд часової та просторових змiнних та якi мiстять випад-
кове збурення типу бiлого шуму;

– iнтегро-диференцiальних систем рiвнянь Осколкова-Стокса зi змiнни-
ми показниками нелiнiйностi, якi залежать вiд часової та просторових
змiнних;

– iнтегро-диференцiальних детермiнованих систем Бусiнеска-Стокса зi
змiнними показниками нелiнiйностi, якi залежать вiд часової та про-
сторових змiнних;

– диференцiальних стохастичних систем Бусiнеска-Стокса зi змiнними
показниками нелiнiйностi та випадковими збуреннями.

У роботi доведено теореми iснування i єдиностi узагальнених розв’язкiв
мiшаних задач для розглянутих систем. При цьому використано методи тео-
рiї рiвнянь з частинними похiдними та функцiонального аналiзу. Зокрема, у
дисертацiї використано методи Фаедо-Гальоркiна, метод монотонностi, метод
компактностi.
Дисертацiя складається з анотацiй українською й англiйською мовами,

вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку лiтератури та додатку. У вступi
обґрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, сформульовано мету, завдан-
ня, предмет, об’єкт та методи дослiдження. Також наведено наукову новизну,
практичне значення отриманих результатiв, зв’язок роботи з науковими те-
мами та особистий внесок здобувача, а також вказано iнформацiю, де апро-
бовано та опублiковано основнi результати дисертацiї.
У роздiлi 1 наведено огляд лiтератури, що стосується теми дисертацiї. Пiд-

роздiл 1.1 мiстить допомiжнi позначення, якi використовуються при форму-
люваннi i доведеннi основних результатiв дисертацiйної роботи. У пiдроздiлi
1.2 розглянуто лiтературу про розв’язнiсть задач для рiвнянь з частинними
похiдними в звичайних та узагальнених просторах Лебега i Соболєва. У пiд-
роздiлi 1.3 мiстить опис фiзичних процесiв, при моделюваннi яких виникають
системи рiвнянь з частинними похiдними, якi дослiджено в дисертацiйнi ро-
ботi. Розглянуто загальнi рiвняння руху рiдин, а саме рiвняння нерозривностi
середовища, загальне рiвняння руху суцiльного середовища та рiвняння те-
плопереносу. У цьому пiдроздiлi також висвiтлено окремi випадки загальної
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системи рiвнянь гiдродинамiки, якi пiсля вiдповiдних перетворень приводять
до рiвнянь Нав’є–Стокса. У пiдроздiлi 1.4 наведено результати щодо розв’я-
зностi задач для параболiчних систем Стокса та Нав’є-Стокса.
Роздiл 2 присвячено задачам для нелiнiйних параболiчних систем Стокса.

Показники нелiнiйностi розглянутих у пiдроздiлах 2.1 рiвнянь є сталими, а у
пiдроздiлi 2.3 – змiнними.
У пiдроздiлi 2.1 доведено iснування та єдинiсть узагальнених розв’язкiв

мiшаної задачi для параболiчних систем рiвнянь Стокса зi сталим показни-
ком нелiнiйностi. Отримано оцiнку цих розв’язкiв. Ми збурюємо класичнi
системи Стокса монотонним нелiнiйним доданком та лiнiйним iнтегральним
доданком. Мiшану задачу для систем такого вигляду ранiше не вивчали.
У пiдроздiлi 2.2 розглянуто основи стохастичного iнтегрування та дифе-

ренцiювання, якi використано у наступних пiдроздiлах. Цей пiдроздiл має
допомiжний характер.
У пiдроздiлi 2.3 розглянуто системи Стокса зi змiнними показниками не-

лiнiйностi та випадковим збуренням типу бiлого шуму. Показано iснування
та єдинiсть узагальнених розв’язкiв мiшаних задач для розглянутих систем.
Стохастичнi диференцiальнi рiвняння з залежним вiд змiнних (x, t) показни-
ком нелiнiйностi та бiлим шумом розглянуто вперше.
У третьому роздiлi дисертацiйної роботи дослiджено системи Осколкова-

Стокса зi змiнними показниками нелiнiйностi, що залежать вiд всiх незале-
жних змiнних.
У пiдроздiлi 3.1 розглянуто мiшану задачу для системи рiвнянь зi змiн-

ним показником нелiнiйностi та малим параметром. Використавши метод
Фаедо-Гальоркiна доведено iснування узагальнених розв’язкiв цiєї задачi, а
для доведення єдиностi використано метод вiд супротивного. Також на пре-
дмет iснування розв’язку дослiджено задачу, яку отримуємо при прямуваннi
малого параметра до нуля. Мiшана задача для систем Стокса зi змiнними
показниками нелiнiйностi та малим параметром ранiше не розглядалась.
Четвертий роздiл дисертацiї присвячено задачам для еволюцiйних систем

типу Бусiнеска-Стокса.
У пiдроздiлi 4.1 розглянуто детермiновану систему Бусiнеска-Стокса зi

змiнними показниками нелiнiйностi, якi залежать вiд просторової i часової
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змiнної. Використавши метод Фаедо-Гальоркiна доведено iснування узагаль-
нених розв’язкiв мiшаних задач для цих систем. Показано також їхню єди-
нiсть. Задачi для iнтегро-диференцiальних систем Бусiнеска-Стокса зi змiн-
ними показниками нелiнiйностi, що залежать вiд (x, t) ранiше не вивчалися.
У пiдроздiлi 4.2 переносимо результати пiдроздiлу 4.1 на стохастичну си-

стему Бусiнеска-Стокса. Перше рiвняння системи збурюємо доданком типу
бiлого шуму. Також доведено iснування та єдинiсть узагальненого розв’яз-
ку для такої задачi. Задачi для таких систем Бусiнеска-Стокса зi змiнними
показниками нелiнiйностi, що залежать вiд (x, t) , випадковим параметром i
доданком типу бiлого шуму ранiше не вивчалися.
Робота завершується висновками, в яких пiдсумоються основнi результати

дослiдження та списком використаних джерел.
Практичне значення отриманих результатiв. Результати дисертацiї

мають теоретичне значення i можуть бути використанi для розвитку тео-
рiї рiвнянь з частинними похiдними. Їх можна застосувати при розв’язуваннi
задач фiнансової математики, теорiї бiологiчних популяцiй, оптимального ке-
рування тощо.
Ключовi слова: рiвняння з частинними похiдними, нелiнiйне параболiчне

рiвняння, еволюцiйне рiвняння, iнтегро-диференцiальне рiвняння, стохасти-
чне диференцiальне рiвняння, випадковий процес, вiнерiвський процес, бiлий
шум, змiннi показники нелiнiйностi, узагальненi простори Лебега i Соболєва.



6

ABSTRACT

Khoma Mariana Volodymyrivna. Problems for nonlinear evolutionary Stokes
systems with variable nonlinearity exponents. - Qualifying scietific work on the
right of the manuscript.
The thesis presented for the degree of Doctor of Philosophy in the speciality 111

- “Mathematics” (field of studies - 11 “Mathematics and Statistic”) – Ivan Franko
National University of Lviv, 2025.
The dissertation is devoted to the study of nonlinear evolutionary Stokes-type

systems with variable nonlinearity exponents. The systems under consideration
describe the dynamics of vector fields in multidimensional domains under the
incompressibility condition. The dissertation is devoted to the study of nonli-
near evolutionary Stokes-type systems with variable nonlinearity exponents. The
systems of equations under consideration describe the dynamics of vector fields
in multidimensional domains under incompressibility conditions.
These systems involve a nonlinear differential or integro-differential operator
Y . In particular, the operator Y contains nonlinear power-type terms of the
form |u|q−2 , where the quantity q > 1 is called the nonlinearity exponent of the
systems under study.
This exponent may be either constant or depend on the spatial variable x , or

on both the spatial and temporal variables (x, t) . In the first case, such systems
are referred to as systems with a constant nonlinearity exponent, whereas in the
second case, they are systems with a variable nonlinearity exponent.
The purpose of the dissertation work is to investigate systems involving an

unknown vector-valued velocity function as well as an auxiliary scalar pressure
function. The considered systems also include nonlinear differential and integro-
differential operators describing the internal properties of the medium. In additi-
on to deterministic models, stochastic evolutionary systems incorporating random
perturbations are studied. Such generalizations make it possible to describe more
realistic processes and provide a basis for further analysis of solutions, in parti-
cular, their existence and uniqueness.
The object of the study is classes of nonlinear evolutionary Stokes systems with

variable nonlinearity exponents. Existence and uniqueness theorems for solutions
to these systems are established.
The subject of the study concerns solvability issues and qualitative properties

of of generalized solutions to problems for:
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– parabolic Stokes systems with constant nonlinearity exponent;
– Stokes systems with variable nonlinearity exponents and random perturba-
tions;

– Oskolkov–Stokes systems with a small parameter;
– deterministic Boussinesq–Stokes systems;
– stochastic Boussinesq–Stokes systems.

The methods of partial differential equations and functional analysis are em-
ployed in the dissertation. In particular, the Galerkin method, the contraction
mapping principle, and methods of monotonicity and compactness theory are
used.
The dissertation consists of abstracts in Ukrainian and English, an introduction,

four chapters, conclusions, a list of references, and an appendix. The introduction
substantiates the relevance of the research topic and formulates the aim, objecti-
ves, subject, object, and research methods. It also presents the scientific novelty,
practical significance of the obtained results, the relation of the work to scientific
research topics, the personal contribution of the author, and information on the
approbation and publication of the main results of the dissertation.
Chapter 1 contains a literature review related to the topic of the dissertation.

Section 1.1 presents auxiliary notation used in the formulation and proofs of the
main results. Section 1.2 discusses solvability results for partial differential equati-
ons in classical and generalized Lebesgue and Sobolev spaces. Section 1.3 describes
the physical background of the studied systems, including the continuity equation,
the general momentum equation for a continuum, and the heat transfer equation.
Particular cases of the general hydrodynamic system leading to the Navier–Stokes
equations are also considered. Section 1.4 presents known solvability results for
parabolic Stokes and Navier–Stokes systems.
Chapter 2 is devoted to nonlinear parabolic Stokes systems. The nonlinearity

exponents of the equations considered in Subsection 2.1 are constant, whereas in
Subsection 2.3 they are variable.
In Section 2.1, the existence and uniqueness of weak solutions to mixed boundary

value problems for parabolic Stokes systems with constant nonlinearity exponent
are proved. An a priori estimate for the corresponding weak solutions is establi-
shed. The classical Stokes system is perturbed by the addition of a monotone
nonlinear term and a linear integral term. Boundary–initial value problems for
systems of this type have not been previously investigated. Section 2.2 introduces
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the fundamentals of stochastic integration and differentiation required for further
analysis. Section 2.3 investigates Stokes systems with variable nonlinearity expo-
nents and random perturbations of white-noise type. The existence and uniqueness
of weak solutions to the corresponding mixed boundary–initial value problems
are established. Stochastic differential equations with a nonlinearity exponent
depending on the variables (x, t) and driven by white noise are considered for the
first time.
Chapter 3 investigates Oskolkov-Stokes systems with variable nonlinearity ex-

ponents depending on all independent variables.
In Section 3.1 a mixed boundary–initial value problem for a system with a vari-

able nonlinearity exponent and a small parameter is considered. The existence of
weak solutions to this problem is proved by means of the Faedo–Galerkin method,
while uniqueness is established by a contradiction argument. The limiting problem
arising as the small parameter tends to zero is also investigated with respect to the
existence of solutions. To the best of our knowledge, mixed problems for Stokes-
type systems with variable nonlinearity exponents and a small parameter have
not been previously studied. proves existence and uniqueness of weak solutions to
mixed boundary value problems with a small parameter and analyzes the limiting
problem as the parameter tends to zero.
Chapter 4 is devoted to problems for evolutionary systems of the Boussinesq-

Stokes type.
In Subsection 4.1, a deterministic Boussinesq–Stokes system with variable nonli-

nearity exponents depending on the spatial and temporal variables is studied. Usi-
ng the Faedo–Galerkin method, the existence of weak solutions to the correspondi-
ng mixed problems is proved, and uniqueness is established. Integro-differential
Boussinesq–Stokes-type systems with variable nonlinearity exponents depending
on (x, t) have not been previously investigated.
In Subsection 4.2, the results of section 4.1 are extended to a stochastic

Boussinesq–Stokes system. The first equation of the system is perturbed by a
white-noise-type term. The existence and uniqueness of weak solutions to the
corresponding problem are also proved. Problems for such Boussinesq–Stokes-
type systems with variable nonlinearity exponents depending on (x, t) , a random
parameter, and a white-noise-type perturbation have not been previously studied.
The dissertation concludes with a summary of the main results obtained.
Practical significance of the thesis results. The results of the dissertation

are of theoretical importance and may be used in the further development of
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the theory of partial differential equations. They can be applied to problems in
financial mathematics, population biology, optimal control theory, and related
fields.
Key words: partial differential equations, nonlinear parabolic equation, evoluti-

onary equation, integro-differential equation, stochastic differential equation, ran-
dom process, Wiener process, white noise, variable nonlinearity exponents, genera-
lized Lebesgue and Sobolev spaces.



10

СПИСОК ПУБЛIКАЦIЙ ЗДОБУВАЧА
ЗА ТЕМОЮ ДИСЕРТАЦIЇ

Науковi працi, в яких опублiкованi основнi науковi результати
дисертацiї

1) Buhrii O., Khoma M. On initial-boundary value problem for nonlinear
integro-differential Stokes system. Вiсник Львiв. ун-ту. Сер. мех-мат.
2018; 85: 107-119. http://dx.doi.org/10.30970/vmm.2018.85.107-119

2) Khoma M.V., Buhrii O.M. Stokes system with variable exponents of nonli-
nearity. Буковинський математичний журнал. 2022; 10 (2): 28-42.
https://doi.org/https:/doi.org/10.31861/bmj2022.02.03

3) Khoma M. On nonlinear integro-differential Oskolkov-Stokes system with
variable exponent of nonlinearity and small parameter. Вiсник Львiв. ун-
ту. Серiя мех.-мат. 2024; 96: 37-60.
http://dx.doi.org/10.30970/vmm.2024.96.037-060

Публiкацiї, що засвiдчують апробацiю матерiалiв дисертацiї

1) Buhrii O., Khoma M. On initial-boundary value problem for nonlinear
integro-differential Stokes system. III Мiжнародна науково-практична
iнтернет-конференцiя “Математика та iнформатика у вищiй школi: ви-
клики сучасностi” (присвячена пам’ятi професорiв Панкова О.А. i Тро-
хименка В.С.) (Вiнниця, 20-21 травня, 2021): Тези доповiдей. – Вiнниця,
2021. – С. 42-44.

2) Buhrii O., Khoma M. On nonlinear integro-differential Oskolkov-Stokes
system with variable exponent of nonlinearity. International Conference
“Mathematics and IT: Research and Education (MITRE-2021)”, dedicated
to the 75th anniversary of Moldova State University (Chisinau, Republic
of Moldova, July 01-03, 2021): Book of Abstracts. – Chisinau, 2021. – P.
46-47.

3) Хома М.В., Бугрiй О.М. Мiшана задача для параболiчних систем Бусi-
неска-Стокса зi змiнним показником нелiнiйностi. Мiжнародна науко-
ва конф. (присвячена 75-рiччю кафедри диференцiальних рiвнянь та
85-рiччю вiд дня народження М.П. Ленюка) (Чернiвцi, 28-30 жовтня,
2021): Матерiали конф. – Чернiвцi, 2021. – С. 55.

4) Хома М.В., Бугрiй О.М. Формули iнтегрування частинами для фун-
кцiй з узагальнених просторiв Соболєва. Мiжнародна наукова конф.



11

“Прикладна математика та iнформацiйнi технологiї” (присвячена 60-
рiччю кафедри прикладної математики та iнформацiйних технологiй)
(Чернiвцi, 22-24 вересня, 2022): Матерiали конф. – Чернiвцi, 2022. – С.
107-110.

5) Buhrii O., Khoma M. Stokes system with depending of time variable
exponents of nonlinearity. IV International Scientific and Practical Internet
Conf. “Mathematics and Informatics in Science and Education: Challenges
of Modernity” (dedicated to the 90th anniversary of the Department of
Mathematics and Informatics) (Vinnytsia, May 25-26, 2023): Book of Abst-
racts. – Vinnytsia, 2023. – P. 78-81.

6) Хома М., Бугрiй О., Вовк I.-М. Стохастичне диференцiювання в рiвня-
ннях зi змiнними показниками нелiнiйностi. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя
мех.-мат. 2024; 96: 83-104. http://dx.doi.org/10.30970/vmm.2024.96.071-
092

7) Бугрiй О. М., Хома М. В. Системи Бусiнеска-Стокса з випадковим
збуренням. Всеукраїнська наукова конф. “Диференцiальнi рiвняння i
аналiз даних, DEDAL-2025” (Львiв, 8-9 травня, 2025): Тези доповiдей.
– Львiв, 2025. – С. 63.



ЗМIСТ

ВСТУП 13
1. РОЗДIЛ

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ТА РЕЗУЛЬТАТIВ ДИСЕРТАЦIЇ 18
1.1. Допомiжнi позначення 18
1.2. Розв’язнiсть задач для рiвнянь з частинними похiдними

в звичайних та узагальнених просторах Лебега i Соболєва 21
1.3. Класичнi та узагальненi моделi гiдродинамiки 27
1.4. Розв’язнiсть задач для рiвнянь з частинними похiдними в

просторах соленоїдальних функцiй 35
Висновки до роздiлу 1 36
2. РОЗДIЛ

ПАРАБОЛIЧНI СИСТЕМИ СТОКСА 37
2.1. Параболiчнi системи рiвнянь Стокса зi сталим показником

нелiнiйностi 37
2.2. Основи стохастичного iнтегрування та диференцiювання 53
2.3. Системи Стокса зi змiнними показниками нелiнiйностi та

випадковим збуренням 65
Висновки до роздiлу 2 84
3. РОЗДIЛ

СИСТЕМИ ОСКОЛКОВА-СТОКСА 85
3.1. Системи рiвнянь з малим параметром 85
Висновки до роздiлу 3 108
4. РОЗДIЛ

СИСТЕМИ БУСIНЕСКА-СТОКСА 109
4.1. Детермiнована система Бусiнеска-Стокса 109
4.2. Випадкова система Бусiнеска-Стокса 121
Висновки до роздiлу 4 144
ВИСНОВКИ 145
СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ 146
ДОДАТОК А 155



13

ВСТУП

Актуальнiсть теми. Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню
розв’язностi i властивостей розв’язкiв задач для нелiнiйних еволюцiйних си-
стем Стокса зi змiнними показниками нелiнiйностi. Основну увагу зосереджу-
ємо на системах, у яких показник нелiнiйностi може залежати вiд просторо-
вих i часової змiнних. Прикладом такої системи є:{

ut + Yu+∇π = F,

div u = 0,
(0.1)

де u = (u1, . . . , un) : Q0,T → Rn – невiдома вектор-функцiя, π : Q0,T → R
– невiдома скалярна функцiя, div u = ∂u1

∂x1
+ . . . + ∂un

∂xn
– дивергенцiя фун-

кцiї u , ∇π = ( ∂π∂x1
, . . . , ∂π∂xn ) – градiєнт π , F – деяка вектор-функцiя, Y

– нелiнiйний диференцiальний чи iнтегро-диференцiальний оператор. Тут
Q0,T = Ω × (0, T ) , де Ω ⊂ Rn – деяка обмежена область з досить гладкою
межею ∂Ω , n ∈ N та T > 0 .
Оператор Y , зокрема, мiстить нелiнiйнi доданки степеневого характеру, якi

мають вигляд |u|q−2u , де величину q > 1 називають показником нелiнiйностi
системи (0.1). Вона може бути або сталою, або залежною вiд x чи вiд (x, t)

фунцiєю. В першому випадку матимемо на увазi, що система (0.1) є системою
зi сталим показником нелiнiйностi, а в другому – зi змiнним показником
нелiнiйностi.
Систему (0.1) стандартно доповнюють крайовою умовою Дiрiхле та поча-

тковою умовою на першу невiдому функцiю u :

u|Σ0,T
= 0, u|t=0 = u0(x), x ∈ Ω, (0.2)

де Σ0,T := ∂Ω× (0, T ) , u0 : Ω→ R – деяка задана функцiя. Щоб однозначно
iдентифiкувати другу невiдому функцiю π , систему доповнюють iнтеграль-
ною умовою ∫

Ω

π(x, t) dx = 0, t ∈ (0, T ). (0.3)

Отриману задачу дослiджують в узагальненому формулюваннi, зокрема,
шукають розв’язок у вiдповiдних узагальнених просторах Лебега i Соболєва,
якi складаються з функцiй, iнтегровних зi степенем q , що також може бути
функцiєю незалежних змiнних.
Систему (0.1) та вiдповiдну їй мiшану задачу (0.1)-(0.3) для зручностi нази-

ватимемо детермiнованою системою чи, вiдповiдно, детермiнованою мiшаною
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задачею. Це зумовлено тим, що поряд з ними у дисертацiйнiй роботi дослi-
джуються мiшанi задачi для систем вигляду{

ut + Yu+∇π = F + bt,

div u = 0,
(0.4)

де bt = bt(x, t, ω) – доданок типу бiлого шуму, ω – випадковий параметр.
Системи типу (0.4) та вiдповiдну їм мiшану задачу (0.2)-(0.4) для зручностi
називатимемо стохастичною (випадковою) системою чи, вiдповiдно, стоха-
стичною (випадковою) мiшаною задачею.
Отож, у дисертацiйнiй роботi дослiджено питання однозначної розв’язностi

мiшаних задач для диференцiальних та iнтегро-диференцiальних детермiно-
ваних та стохастичних систем Стокса i деяких їх узагальнень, а саме, систем
Осколкова-Стокса та Бусiнеска-Стокса.
Лiнiйнi рiвняння з частинними похiдними i нелiнiйнi рiвняння з частинни-

ми похiдними зi сталими показниками нелiнiйностi є досить добре вивчени-
ми. Ними, зокрема, займалися В.В. Городецький, В.С. Iлькiв, Ж.-Л. Лiонс
(J.-L. Lions), О.В. Мартинюк, М.I. Матiйчук, В.А. Михайлець, О.О. Му-
рач, I.Д. Пукальський, А.М. Самойленко, В.Г. Самойленко, Ю.I. Самойленко,
Дж. Сiмон (J. Simon), М.М. Симотюк, I.B. Скрипник, I.I. Скрипник, А.Ф. Те-
деєв та iн.
Еволюцiйнi рiвняння зi змiнними показниками нелiнiйностi почали до-

слiджувати з 90-х рокiв XX ст. Їм присвячено працi таких математикiв
як М.М. Бокало, Т.М. Бокало, О.М. Бугрiй, Н.В. Бугрiй, Г.П. Доманська,
А. Кальтенбах (A. Kaltenbach) О. Ковачек (O. Kováčik), С.П. Лавренюк,
Р.А. Машиєв, Н.П. Процах, П.Я. Пукач, М. Ружiчка (М. Ru̇žička) О.Т. Хо-
лявка, та iн.
Стохастичному численню та стохастичним диференцiальним рiвнянням

присвячено працi таких вчених як А. Бенсусан (A. Bensoussan), О.М. Бугрiй,
Н.В. Бугрiй, В.А. Власов, О.В. Доманська, Р. Темам (R. Temam) та iн.
Актуальнiсть дисертацiйної роботи зумовлена необхiднiстю розвитку ана-

лiтичних методiв дослiджень систем Стокса та їх узагальнень, а саме до-
слiджень питань про iснування i єдинiсть узагальнених розв’язкiв задач для
цих систем, дослiдження властивостей цих розв’язкiв. Вирiшенню цих питань
i присвячена дисертацiя.
Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-

сертацiя виконана на кафедрi математичної статистики i диференцiальних
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рiвнянь Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка в рам-
ках держбюджетної теми “Аналiз моделей детермiнованої та стохастичної
природи” (номер державної реєстрацiї: 0125U001357). Напрямок дослiджен-
ня, обраний у дисертацiї, передбачений планами наукової роботи Львiвського
нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка.
Мета i завдання дослiдження.Метою роботи є дослiдження умов iсну-

вання та єдиностi узагальнених розв’язкiв задач для нелiнiйних еволюцiйних
систем Стокса зi змiнними показниками нелiнiйностi.
Завдання дослiдження полягають у:
1) встановити умови iснування та єдиностi розв’язкiв детермiнованих мi-

шаних задач для параболiчних систем Стокса та їх узагальнень зi змiнними
показниками нелiнiйностi;
2) встановити поведiнку розв’язкiв вiдповiдних задач з малим параметром

при прямуваннi цього параметра до нуля;
3) поширити отриманi результати на випадок вiдповiдних стохастичних си-

стем Стокса та їх узагальнень, збурених доданками типу бiлого шуму.
Об’єктом дисертацiйного дослiдження є класи нелiнiйних еволюцiйних си-

стем Стокса зi змiнними показниками нелiнiйностi. Доведено теореми iснува-
ння i єдиностi розв’язкiв цих систем.
Предметом дослiдження є умови iснування та єдиностi узагальнених ро-

зв’язкiв нелiнiйних систем Стокса зi змiнними показниками нелiнiйностi.
Методи дослiдження. У дисертацiйнiй роботi використано методи теорiї

рiвнянь з частинними похiдними та методи функцiонального аналiзу. Зокре-
ма, у дисертацiї використано методи Фаедо-Гальоркiна, метод монотонностi,
метод компактностi.
Наукова новизна одержаних результатiв. Усi одержанi науковi ре-

зультати є новими та оригiнальними дослiдженнями. У дисертацiйнiй роботi
вперше:

• встановлено умови iснування та єдинiсть узагальнених розв’язкiв де-
термiнованих мiшаних задач для нелiнiйних iнтегро-диференцiальних
параболiчних систем Стокса зi сталими показниками нелiнiйностi;
• доведено iснування та єдинiсть узагальнених розв’язкiв з узагальнених
просторiв Лебега i Соболєва стохастичних мiшаних задач для нелiнiй-
них диференцiальних параболiчних систем Стокса зi змiнними пока-
зниками нелiнiйностi;
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• доведено iснування єдиного узагальненого розв’язку детермiнованих
мiшаних задач для нелiнiйних iнтегро-диференцiальних параболiчних
систем Осколкова-Стокса зi змiнними показниками нелiнiйностi та ма-
лим параметром, дослiджено поведiнку цього розв’язку при прямуваннi
параметра до нуля;
• встановлено умови iснування та єдинiсть узагальнених розв’язкiв де-
термiнованих мiшаних задач для нелiнiйних iнтегро-диференцiальних
параболiчних систем Бусiнеска-Стокса зi змiнними показниками нелi-
нiйностi,
• доведено теорему про однозначну розв’язнiсть стохастичних мiшаних
задач для нелiнiйних диференцiальних параболiчних систем Бусiнеска-
Стокса зi змiнними показниками нелiнiйностi.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисертацiй-
ної роботи мають теоретичний характер i можуть бути застосованi в теорiї
диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними, фiнансовiй математицi,
математичнiй фiзицi та гiдродинамiцi, зокрема, для моделювання неньюто-
нiвських та стохастичних рiдин.
Особистий внесок здобувача. Основнi результати, що виносяться на

захист дисертацiйної роботи, отримано автором самостiйно. З праць, опублi-
кованих у спiвавторствi, до дисертацiйної роботи включенi лише тi результа-
ти, що належать автору. Спiвавтору професору Бугрiю Олегу Миколайовичу
належить постановка задач, обговорення отриманих результатiв та загальне
керiвництво роботою.
Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дослiджень, що включе-

но до дисертацiї, доповiдалися та обговорювались на:

– Львiвському мiському семiнарi iз диференцiальних рiвнянь (керiвники:
проф. Бокало М. М., проф. Каленюк П. I.),
а також на таких наукових конференцiях:

– III Мiжнароднiй науково-практичнiй iнтернет-конференцiї “Математи-
ка та iнформатика у вищiй школi”, присвяченiй пам’ятi проф. Панкова
О. А. i Трохименка В. С.(Вiнниця, 2021);

– Mathematics and IT: Research and Education (MITRE-2021). Conference
dedicated to the 75th anniversary of Moldova State University (Chisinau,
2021);
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– Мiжнародна наукова конференцiя присвячена 75-рiччю кафедри ди-
ференцiальних рiвнянь та 85-рiччю вiд дня народження М. П. Ленюка
(Чернiвцi, 2021);

– Мiжнародна наукова конфренцiя «Прикладна математика та iнформа-
цiйнi технологiї», присвяченої 60-рiччю кафедри прикладної математи-
ки та iнформацiйних технологiй (Чернiвцi, 2022);

– IV International Scientific and Practical Internet Conference «Mathematics
and Informatics in Science and Education: Challenges of Modernity» dedi-
cated to the 90th anniversary of the Department of 173 Mathematics and
Informatics (Vinnytsia, 2023);

– Всеукраїнська наукова конференцiя “Диференцiальнi рiвняння i аналiз
даних, DEDAL-2025” (Львiв, 2025).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 3-х наукових
працях у фахових наукових виданнях, причому 3 з них у журналах, якi вхо-
дять до перелiку наукових фахових видань України, а також додатково висвi-
тлено у: 1-х тезах мiжнародної конференцiї; 5-х тезах вiтчизняних наукових
конференцiй.
Структура i обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, чо-

тирьох роздiлiв, висновкiв, списку викориcтаних джерел i додатку. Список
використаних джерел налiчує 114 найменувань i викладений на 9 сторiнках.
Загальний обсяг роботи 154 сторiнки.
Подяка. Автор висловлює щиру подяку науковому керiвнику доктору

фiзико-математичних наук, професору кафедри математичної статистики i
диференцiальних рiвнянь Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iва-
на Франка Бугрiю Олегу Миколайовичу за керiвництво роботою.
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1. РОЗДIЛ
ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ТА РЕЗУЛЬТАТIВ ДИСЕРТАЦIЇ

У цьому роздiлi зроблено огляд праць, що стосуються параболiчних рiв-
нянь в узагальнених просторах Лебега i Соболєва. Спершу введемо необхiднi
позначення.

1.1. Допомiжнi позначення.
Через N позначимо множину всiх натуральних чисел, Z – цiлих, а через R

– дiйсних чисел. Присутнi далi банаховi простори розглядаються над полем
дiйсних чисел. Норму банахового простору X позначатимемо ||·||X ≡ ||·;X|| .
Для простору X , через X∗ позначимо його спряжений простiр з нормою

||x∗||X∗ := sup
||x||X≤1

〈x∗, x〉X , x∗ ∈ X∗, (1.1)

де 〈·, ·〉X – скалярний добуток мiж просторами X∗ та X .
Для банахових просторiв X та Y позначимо їх декартовий добуток через

X × Y . Це буде банахiв простiр, якщо в ньому ввести норму

||(x, y)>||X×Y := ||x||X + ||y||Y для (x, y)> :=

(
x

y

)
∈ X × Y. (1.2)

Нехай n ∈ N , Xn := X × . . . × X – n -й декартiв степiнь простору X з
вiдповiдною нормою. Через Rn := R×. . .×R позначимо n -вимiрний евклiдiв
векторний простiр, а через Rm×n – векторний простiр (m× n) -тензорiв, або
(m× n) -матриць, де m,n ∈ N .
Перетин X ∩ Y простору X та простору Y розглядатимемо з нормою

||v;X ∩ Y || := ||v||X + ||v||Y для v ∈ X ∩ Y. (1.3)

Нагадаємо, що (X ∩ Y )∗ = X∗ + Y ∗ .
Нехай H – деякий гiльбертiв простiр зi скалярним добутком (·, ·)H . Тодi

норму в H стандартно визначимо за формулою | · |H ≡ ||·;H|| :=
√

(·, ·)H .
Для множини M ⊂ Rn через int(M) позначимо її внутрiшнiсть, через M

– замикання, через ∂M – її межу, а через M { = Rn\M – доповнення до M .
Користуватимемося такими позначеннями:

T > 0 та n ∈ N – числа, T := (0, T ) – скiнченний iнтервал, (1.4)

Ω ⊂ Rn – область, ∂Ω – межа Ω, (1.5)

Qt1,t2 := Ω× (t1, t2), Σt1,t2 := ∂Ω× [t1, t2], 0 ≤ t1 < t2 ≤ T. (1.6)
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Коли спецiально не зазначено iнше, вважатимемо Ω обмеженою областю
з лiпшицевою межею. При потребi розглядатимемо функцiю u = u(x, t) ,
(x, t) ∈ Q0,T , як функцiю, котра моменту часу t ∈ T ставить у вiдповiднiсть
функцiю змiнної x ∈ Ω , i писатимемо u(t) замiсть u(·, t) :

u(t) := u(·, t), t ∈ T . (1.7)

Аналогiчнi позначення вживатимемо для функцiй трьох змiнних тощо. Нехай

(S,F ,P ) – повний iмовiрнiсний простiр, (1.8)

зокрема, S – непорожня множина, яка трактується як простiр станiв чи еле-
ментарних подiй, сiм’я F – σ -алгебра пiдмножин множини S , вiдображення
P : F → R – iмовiрнiсна мiра. Нехай також

Π0,T := Ω× (0, T )× S, Θ0,T := (0, T )× S. (1.9)

Припустимо що m,N ∈ N , p ∈ [1,∞] , B – банахiв простiр, O ⊂ RN –
область, тобто вiдкрита зв’язна множина. Користуватимемося такими стан-
дартними позначеннями функцiйних просторiв: C(O) , Cm(O) та C∞0 (O) –
простори гладких функцiй з [75, с. 17, 21], D(O) – простiр основних функцiй
з [102, с. 10], Lp(O) – стандартний простiр Лебега з [102, с. 11] (зi сталим
показником iнтегровностi функцiй), Wm,p(O) та Wm,p

0 (O) – стандартнi про-
стори Соболєва з [102, с. 15, 17] (зi сталим показником iнтегровностi функцiй
та їх узагальнених похiдних), Hm(O) := Wm,2(O) , Hm

0 (O) := Wm,2
0 (O) ,

C(O;B) та Cm(O;B) – простори B -значних гладких функцiй, визначених
на O (див. [102, с. 9]), Lp(O;B) – простори Лебега-Бохнера B -значних iнте-
гровних функцiй, визначених на O (див. [58, с. 11]), Wm,p(O;B) – вiдповiднi
простори Соболєва-Бохнера (див. [58, с. 43]).
Стрiлки → , ⇀ та ∗

⇁ позначають сильну, слабку та ∗ -слабку збiжнiсть у
банаховому просторi X та у його спряженому просторi X∗ вiдповiдно.
У цьому роздiлi вектори i вектор-функцiї будемо позначати жирними мали-

ми лiтерами, тобто a ∈ Rn , n ∈ N , та f : Ω ⊂ Rn → Rm , m ∈ N , вiдповiдно.
Виняток становлять точки x ∈ Ω ⊂ Rn , n ∈ N , якщо Ω є областю визначен-
ня функцiї. Для двох векторiв a :=(a1, ..., an)

>,b :=(b1, ..., bn)
>∈Rn, n ∈ N ,

стандартним евклiдовим скалярним добутком буде

a · b ≡ (a,b) :=
n∑
i=1

aibi, (1.10)

а |a| :=
√
a · a – вiдповiдна евклiдова норма.
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Тензори i тензор-функцiї будемо позначати жирними великими лiтерами,
тобто A ∈ Rm×n , m,n ∈ N , та F : Ω ⊂ Rl → Rm×n , l ∈ N . Для тензора
A := (Aij)i=1,...,m; j=1,...,n ∈ Rm×n , m,n ∈ N , через

A> := (Aji)i=1,...,n; j=1,...,m ∈ Rn×m (1.11)

позначимо транспонований до A тензор. Якщо m = n ∈ N , то для двох
тензорiв A := (Aij)i,j=1,...,n , B := (Bij)i,j=1,...,n ∈ Rn×n визначимо скалярний
добуток Фробенiуса так:

A : B := tr(A>B) = tr(B>A) =
n∑

i,j=1

AijBij, (1.12)

де tr(C) :=
n∑
i=1

Cii – слiд тензора C := (Cij)i,j=1,...,n ∈ Rn×n . Нормою Фробе-

нiуса назвемо вираз |A| :=
√
A : A . Крiм того, через

M n×n
sym := {A ∈ Rn×n | A> = A} (1.13)

позначимо простiр симетричних тензорiв.
Для скалярної функцiї f : Ω ⊂ Rn → R позначимо її i -ту частинну похiдну

так:

∂if := ∂xif := fxi : Ω ⊂ Rn → R, i ∈ {1, . . . , n}. (1.14)

Для вектор-функцiї f := (f1, . . . , fm)> : Ω ⊂ Rn → Rm, m, n ∈ N , через

∇f := (∂ifj)i=1,...,n; j=1,...,m : Ω ⊂ Rn → Rn×m (1.15)

будемо позначати її градiєнт. У випадку, коли m = 1 , для f : Ω ⊂ Rn → R ,
∇f := (fx1

, . . . , fxn)
> . У випадку m = n ∈ N , позначимо

ε(f) :=
1

2
(∇f +∇f>) : Ω ⊂ Rn →M n×n

sym (1.16)

симетричний градiєнт i через

div(f) := tr(∇f) :=
n∑
i=1

∂ifi : Ω ⊂ Rn → R (1.17)

позначимо дивергенцiю. Для тензор-функцiї F : Ω ⊂ Rn → Rn×n визначимо
її рядкову дивергенцiю div(F) : Ω ⊂ Rn → Rn за формулою

div(F)i := div(Fi) : Ω ⊂ Rn → R, (1.18)

де Fi = (Fi1, . . . ,Fin)
> : Ω ⊂ Rn → Rn – i -й рядок F .
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1.2. Розв’язнiсть задач для рiвнянь з частинними похiдними
в звичайних та узагальнених просторах Лебега i Соболєва.
Вiдомо, що при дослiдженнi узагальнених розв’язкiв u задач для нелiнiй-

них рiвнянь з частинними похiдними, якi мiстять нелiнiйнi доданки, напри-
клад, вигляду |u|q−2u , використовуються простори функцiй, iнтегровних з
показником степеня q , який називають показником нелiнiйностi вiдповiдно-
го рiвняння. Показник q може бути числом, або функцiєю деяких змiнних.
Розглянемо спершу такi простори iнтегровних функцiй.

1.2.1. Узагальненi простори Лебега i Соболєва. Нехай N ∈ N – деяке число,
O ⊂ RN – обмежена область, L0(O) – множина всiх вимiрних за Лебегом
функцiй v : O → R (див. [75, с. 17]),

B+(O) := {q ∈ L∞(O) | ess inf
y∈O

q(y) > 0}. (1.19)

Для будь-якої функцiї q ∈ B+(O) позначимо

q0 := ess inf
y∈O

q(y), q0 := ess sup
y∈O

q(y), (1.20)

Sq(s) := max{sq0, sq
0}, s ≥ 0, (1.21)

q′(y) :=
q(y)

q(y)− 1
майже для всiх (м.д.в.) y ∈ O (1.22)

(тут 1
q(y) + 1

q′(y) = 1 м.д.в. y ∈ O та q′ ∈ B+(O) з q0 > 1 ),

ρq(v;O) :=

∫
O

|v(y)|q(y) dy, v ∈ L0(O). (1.23)

Припустимо, що q ∈ B+(O) та q0 > 1 . Множина

Lq(y)(O) := {v ∈ L0(O) | ρq(v;O) < +∞} (1.24)

з нормою Люксембурга

||v;Lq(y)(O)|| := inf{λ > 0 | ρq(v/λ;O) ≤ 1} (1.25)

називається узагальненим простором Лебега. Цi простори в 1931 р. вперше
ввiв В. Орлiч у працi [97]. Функцiю q = q(y) назвемо (змiнним) показником
iнтегровностi елементiв простору Lq(y)(O) .
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Узагальненим простором Соболєва W 1,q(y)(O) називають множину функ-
цiй v ∈ Lq(y)(O) , узагальненi похiднi яких належать до Lq(y)(O) , з нормою

||v;W 1,q(y)(O)|| = ||v;Lq(y)(O)||+
N∑
i=1

||vyi;Lq(y)(O)||. (1.26)

Узагальненим простором Соболєва W
1,q(y)
0 (O) називають замикання мно-

жини C∞0 (O) за нормою (1.26).
Нехай G ⊂ Rn – обмежена область, p ∈ B+(G) та p0 ≥ 1 ,

[Lp(y)(G)]n := {f = (f1, . . . , fn)
> : G→ Rn | fi ∈ Lp(y)(G), i = 1, n}, (1.27)

[Lp(y)(G)]n×n :=

:= {F = (Fij)i,j=1,n : G→ Rn×n | Fij ∈ Lp(y)(G), i, j = 1, n}, (1.28)

– простори функцiй, вiдповiдно, з нормами

||f ||[Lp(y)(G)]n :=
n∑
i=1

||fi||Lp(y)(G), f ∈ [Lp(y)(G)]n, (1.29)

||F||[Lp(y)(G)]n×n :=
n∑

i,j=1

||Fij||Lp(y)(G), F ∈ [Lp(y)(G)]n×n. (1.30)

Крiм того, визначимо простiр

Lp(y)(G;M n×n
sym ) := {F : G→M n×n

sym | F ∈ [Lp(y)(G)]n×n}, (1.31)

який є замкненим пiдпростором простору [Lp(y)(G)]n×n .
Нехай також

Lp(y)(G;R≥0) := {f ∈ Lp(y)(G) | f ≥ 0 майже скрiзь в G}. (1.32)

Властивостi узагальнених просторiв Лебега i Соболєва вивчено, зокрема, в
працях [23], [56], [75], [101], [104] та iн.
Однiєю зi складностей, якi виникають при роботi з узагальненими про-

сторами Лебега i Соболєва є неможливiсть отримання деяких “стандартних”
оцiнок через вигляд норми в цих просторах. Проте одна оцiнка просто пе-
реноситься на випадок змiнних показникiв нелiнiйностi. Мова йде про уза-
гальнену нерiвнiсть Юнга з ε ∈ (0, 1] (див. твердження 2.8 [75, с. 21]): Якщо
p ∈ B+(G) , p0 > 1 та виконується позначення типу (1.22), то

ab ≤ εp0

p0
ap(y) +

ε−(p0)′

(p0)′
bp
′(y), a, b ≥ 0, y ∈ G. (1.33)
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Значний внесок в теорiю просторiв зi змiнним показником сумовностi бу-
ло зроблено Фаном Х.-Л. та Жао Д. в [61]. Вони узагальнили теореми про
компактнi вкладення для просторiв W 1,q(x)(Ω) . Їх результати, зокрема, за-
безпечують коректнiсть збiжностi у методi Фаедо-Гальоркiна.
Наступний етап розвитку операторних методiв у даних просторах був за-

пропонований у працi [56], де, зокрема, дослiджено властивостi операторiв
Немицького та нелокальних iнтегральних операторiв, що дозволяє аналiзу-
вати нелокальнi моделi зi змiнним показником нелiнiйностi.
Виявляється, що не всi факти з теорiї звичайних просторiв Лебега i Со-

болєва виконуються для їх узагальнених аналогiв. Прикладом є властивостi
оператора зсуву. Для їх виконання слiд вимагати вiд функцiйних показникiв
iнтегровностi певної гладкостi. Дамо кiлька означень.
Кажемо, що функцiя p ∈ B+(G) (p0 ≥ 1 ) є в G локально log-неперевною

за Гельдером (див. [75, с. 24]), якщо iснує така стала c1 > 0 , що

|p(x)− p(y)| ≤ c1

log(e+ 1
|x−y|)

для всiх x, y ∈ G. (1.34)

Вважатимемо, що p має в G log-поведiнку за Гельдером (поведiнку на без-
межностi), якщо iснують такi сталi p∞ ∈ R та c2 > 0 що,

|p(x)− p∞| ≤
c2

log(e+ |x|)
для всiх x ∈ G. (1.35)

Казатимемо, що p є в G глобально log-неперервною за Гельдером, якщо во-
на в G локально log-неперервна i має log -поведiнку за Гельдером. Сталi c1

та c2 називаються локальною log-сталою та глобальною log-сталою вiдпо-
вiдно. Тодi, максимум clog(p) := max{c1, c2} називається просто log-сталою
Гельдера для p .
Нехай

P log(G) := {p ∈ B+(G) | p – глобально log-неперервна

за Гельдером, p0 ≥ 1}. (1.36)

Якщо показники iнтегровностi функцiй з узагальнених просторiв Лебега i
Соболєва належать до P log(G) , то багато класичних властивостей функцiй з
таких просторiв зберiгається. Нас, зокрема, цiкавитимуть формули iнтегру-
вання частинами для таких функцiй.
Властивостi узагальнених просторiв Лебега та Соболєва дослiджували та-

кож у працях [16], [22], [43], [46], [79], [101], [105].
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1.2.2. Формули iнтегрування частинами. Нехай показники нелiнiйностi є
такими: p, q ∈ P log(Q0,T ) . Для подальших потреб визначимо узагальненi
(змiннi) простори Бохнера-Лебега (див. означення 3.2 [75, с. 47] для уточне-
ння деталей) таким чином: нехай X q,p

ε (Q0,T ) – простiр таких вектор-функцiй
u ∈ [Lq(x,t)(Q0,T )]n , для яких ε(u) ∈ Lp(x,t)(Q0,T ;M n×n

sym ) , з вiдповiдною нор-
мою. Нехай також (див. означення 3.5 [75, с. 83-84])

◦
X q,p

ε (Q0,T ) := [C∞0 (Q0,T )]n
||·||Xq,pε (Q0,T ). (1.37)

За допомогою (1.37) визначимо узагальнений простiр Бохнера-Соболєва (див.
означення 3.7 [75, с. 86] для уточнення деталей) так:

Wq,p
ε (Q0,T ) :=

{
u ∈

◦
X q,p

ε (Q0,T )
∣∣∣ ∃ ut ∈ [

◦
X q,p

ε (Q0,T )]∗
}
. (1.38)

При виконаннi додаткових умов, з твердження 3.26 [75, с. 95], зокрема, ви-
пливає така формула iнтегрування частинами: для 0 ≤ t1 < t2 ≤ T та для
всiх функцiй u ∈ Wq,p

ε (Q0,T ) виконується рiвнiсть

〈ut, χt1,t2u〉Wq,p
ε (Q0,T ) =

1

2

∫
Ω

|u(x, t2)|2 dx−
1

2

∫
Ω

|u(x, t1)|2 dx, (1.39)

де

χt1,t2(t) =

{
1, t ∈ [t1, t2];

0, t /∈ [t1, t2].
(1.40)

Формулу (1.39) у часткових випадках доведено в [16], [19], [13], [22], [57].
Оскiльки тематика дисертацiйної роботи передбачає вивчення задач в про-

сторах соленоїдальних функцiй (функцiй, для яких виконується умова нести-
скуваностi divu = 0 ), то до введення таких просторiв i перейдемо. Почнемо
з множини функцiй (див. зауваження 4.12 [75, с. 145])

Ddiv := [C∞0,div(Q0,T )]n := {φ ∈ [C∞0 (Q0,T )]n | div(φ) = 0 в Q0,T}. (1.41)

Нехай знову p, q ∈ P log(Q0,T ) . Визначимо узагальненi (змiннi) соленої-
дальнi простори Бохнера-Лебега Vq,pε (Q0,T ) , як множину всiх вектор-функцiй
u ∈ [Lq(x,t)(Q0,T )]n для яких, зокрема, крiм умови divu = 0 виконується умо-
ва ε(u) ∈ Lp(x,t)(Q0,T ;M n×n

sym ) , з вiдповiдною нормою (див. означення 4.2 [75,
с. 115] для уточнення деталей). Також нехай

◦
V q,p
ε (Q0,T ) := Ddiv

||·||Vq,pε (Q0,T ) (1.42)
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(див. означення 4.5 [75, с. 152-153]). За допомогою (1.42) визначимо солено-
їдальний узагальнений (змiнний) простiр Бохнера-Соболєва (див. означен-
ня 4.7 [75, с. 158] для уточнення деталей) так:

Wq,p
ε,σ(Q0,T ) :=

{
u ∈

◦
V q,p
ε (Q0,T )

∣∣∣ ∃ ut ∈ [
◦
V q,p
ε (Q0,T )]∗

}
. (1.43)

При виконаннi додаткових умов, з твердження 4.23 [75, с. 172], зокрема, ви-
пливає така формула iнтегрування частинами для соленоїдальних функцiй:
для 0 ≤ t1 < t2 ≤ T та для всiх u ∈ Wq,p

ε,σ(Q0,T ) виконується рiвнiсть

〈ut, χt1,t2u〉Wq,p
ε,σ(Q0,T ) =

1

2

∫
Ω

|u(x, t2)|2 dx−
1

2

∫
Ω

|u(x, t1)|2 dx, (1.44)

де χt1,t2 взято з (1.40).
Формулу (1.44) у частковому випадку доведено в [104].

1.2.3. Розв’язнiсть задач для звичайних та стохастичних рiвнянь з ча-
стинними похiдними. Нелiнiйнi параболiчнi рiвняння зi змiнними показни-
ками нелiнiйностi спершу активно дослiджували у випадку, коли цей пока-
зник нелiнiйностi не залежить вiд часової змiнної t .
Ковачек О. у працi [78] за 1995 р. довiв iснування узагальненого розв’язку

мiшаної задачi для параболiчного рiвняння вищого порядку, яке у модельно-
му випадку має вигляд

ut −
n∑
i=1

(ai|uxi|p(x)−2uxi)xi = f(x, t), (x, t) ∈ Q0,T , (1.45)

з функцiями a1, . . . , an , якi не залежать вiд t .
Бокало М.М. та Сiкорський В.М. у працi [10] за 1998 р. довели iснування

розв’язку задачi без початкових умов для рiвняння (1.45) з a1 ≡ 1 , . . . ,
an ≡ 1 , p0 > 2 , та вiдповiдного рiвняння вищого порядку.
Бугрiй О.М. та Лавренюк С.П. у працi [17] за 2000 р. довели iснування

та єдинiсть узагальненого розв’язку мiшаної задачi для системи параболi-
чних рiвнянь, яка у модельному випадку має вигляд (1.45), де p0 < 2 ,
a1, . . . , an ∈ C([0, T ];L∞(Ω)) . Аналогiчний результат для рiзних параболi-
чних варiацiйних нерiвностей без початкових умов, що узагальнюють рiвня-
ння (1.45), отримали Бугрiй О.М. та Лавренюк С.П. в [45].
У львiвськiй математичнiй школi з нелiнiйних диференцiальних рiвнянь до-

слiджено рiзноманiтнi задачi для стацiонарних i еволюцiйних рiвнянь зi змiн-
ними показниками нелiнiйностi. Цим дослiдженням присвячено працi Бокала
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М.М., Бокала Т.М., Бугрiй Н.В., Бургiя О.М., Доманської Г.П., Доманської
О.В., Лавренюка С.П., Процах Н.П., Пукача П.Я., Сiкорського В.М., Холяв-
ки (Панат) О.Т. та iн.
У працi Антонцева С. та Шмарьова С. [22] дослiджено нелiнiйнi параболiчнi

рiвняння виду
ut −∇ · (|∇u|q(x,t)−2∇u) = f(x, t),

за умови log-Гельдерової неперервностi функцiї q(x, t) . Автори довели iсну-
вання, єдинiсть i регулярнiсть слабких розв’язкiв задач для таких рiвнянь,
акцентуючи увагу на важливостi методiв монотонностi для аналiзу просторiв
зi змiнним показником. Отриманi ними детермiнованi результати становлять
аналiтичний фундамент для подальших стохастичних узагальнень, зокрема
таких, як представлено в цiй нашiй працi.
Лiу В. та Рокнер М. у працi [88] сформували теоретичну основу для аналiзу

стохастичних еволюцiйних рiвнянь в гiльбертових просторах з локально мо-
нотонними операторами. Вони довели iснування та єдинiсть розв’язкiв задач
для рiвнянь типу

du+ A(u) dt = B(u) dWt

за доволi слабких умовах монотонностi присутнiх там операторiв. Це уза-
гальнення дало змогу дослiджувати SPDE, у яких нелiнiйнiсть має просто-
рово змiнну швидкiсть зростання, зокрема системи, що мiстять доданки типу
|u|q(x)−2u .
Подальший розвиток цiєї теорiї вони здiйснили у своїй працi [89]. Вони

розширили пiдхiд локальної монотонностi на клас нелiнiйних стохастичних
еволюцiйних рiвнянь. Запропонованi ними методи, що ґрунтуються на коер-
цитивностi операторiв, теоремах про компактнi вкладення та формулi Iто,
мають велике значення для доведення теорем iснування та єдиностi розв’яз-
кiв задач для стохастичних рiвнянь з частинними похiдними.
Стохастичнi параболiчнi рiвняння, зокрема i нелiнiйнi, вивчено у [80], [100].

Слабкий розв’язок нелокального стохастичного параболiчного рiвняння зна-
йдено у [53].
Параболiчнi рiвняння зi змiнними показниками нелiнiйностi дослiджено в

[28], [29], [30], [35], [42]. Iнтегро-диференцiальнi рiвняння зi сталими та змiн-
ними показниками нелiнiйностi дослiджено в [14], [31], [32], [33], [34], [40], [41],
[51], [52], [103], [111].
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1.3. Класичнi та узагальненi моделi гiдродинамiки. Рух рiдин у рiзно-
манiтних середовищах є об’єктом дослiдження як у фундаментальнiй фiзицi,
так i в прикладнiй механiцi. Рiвняння, що їх описують базуються на зако-
нах збереження маси, iмпульсу та енергiї. Зокрема, рiвняння Нав’є-Стокса є
центральним елементом гiдродинамiчного моделювання. Далi наведено фiзи-
чний змiст систем, якi дослiджуються у роботi.

1.3.1. Загальнi рiвняння руху рiдин. Рух середовища вважається вiдомим,
якщо в кожен момент часу t ∈ (0, T ) ⊂ R в кожнiй точцi x ∈ R3 середовища
вiдомо поле швидкостей u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), u3(x, t)) . Крiм того, зале-
жно вiд умов задачi мають бути визначенi i величини, якi характеризують
стан середовища: густина ρ(x, t) , тиск π(x, t) , температура z(x, t) та iншi.
Вiдомо, що цi величини зв’язанi певними спiввiдношеннями.
1) Рiвняння нерозривностi середовища (див. [54, с. 387]) має вигляд

∂ρ

∂t
+
∂(ρ u1)

∂x1
+
∂(ρ u2)

∂x2
+
∂(ρ u3)

∂x3
= 0. (1.46)

Далi вважатимемо, що середовище однорiдне – його густина не залежить вiд
просторової змiнної x . Тодi (1.46) набуде вигляду

∂ρ

∂t
+ ρ divu = 0, (1.47)

де divu :=
∂u1

∂x1
+
∂u2

∂x2
+
∂u3

∂x3
.

2) Загальне рiвняння руху суцiльного середовища в диференцiальнiй формi
(див. [54, с. 386]) має вигляд

ω =
1

ρ
divN + F , (1.48)

де ω – прискорення рiдини, F – зовнiшнi сили,
1

ρ
divN– внутрiшнi гiдро-

динамiчнi сили. Тут N = (Nij)– тензор напружень (див. [83, с. 36]),

(divN)i :=
3∑
j=1

∂Nij

∂xj
, i = 1, 2, 3. (1.49)

Нагадаємо, що прискорення обчислюється (див. [83, с. 36]) за формулою

ω =
du

dt
=
∂u

∂t
+ (u,∇)u, (1.50)

де (u,∇) := u1
∂

∂x1
+ u2

∂

∂x2
+ u3

∂

∂x3
.
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Також нагадаємо закон Стокса (див. [83, с. 36]):

Nij = −π δij + 2ρµDij, i, j = 1, 2, 3, (1.51)

де µ– “перший коефiцiєнт в’язкостi”– параметр, що характеризує в’язкiсть
середовища, D = (Dij)– тензор швидкостей деформацiй,

Dij :=
1

2

(∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
, i, j = 1, 2, 3, (1.52)

δij – символ Кронеккера, що дорiвнює 1 при i = j та дорiвнює 0 при i 6= j .
Пiдставивши (1.51) та (1.52) в (1.49), матимемо таке:

(divN)1 =
3∑
j=1

∂N1j

∂xj
=

3∑
j=1

∂

∂xj

(
−π δ1j + ρµ

(∂u1

∂xj
+
∂uj
∂x1

))
=

= − ∂π
∂x1

+
3∑
j=1

∂

∂xj

(
ρµ
(∂u1

∂xj

))
+

3∑
j=1

∂

∂xj

(
ρµ
(∂uj
∂x1

))
=

= − ∂π
∂x1

+ ρµ∆u1 + ρµ
∂(divu)

∂x1
, (1.53)

де ∆ =
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x2
3

– оператор Лапласа.

Аналогiчно перетворимо другу i третю компоненти вектора divN i отри-
маємо загальну параболiчну систему рiвнянь Нав’є-Стокса

∂u1

∂t
+
∂u1

∂x1
u1+

∂u1

∂x2
u2+

∂u1

∂x3
u3 =−1

ρ

∂π

∂x1
+µ∆u1+µ

∂(divu)

∂x1
+F1;

∂u2

∂t
+
∂u2

∂x1
u1+

∂u2

∂x2
u2+

∂u2

∂x3
u3 =−1

ρ

∂π

∂x2
+µ∆u2+µ

∂(divu)

∂x2
+F2;

∂u3

∂t
+
∂u3

∂x1
u1+

∂u3

∂x2
u2+

∂u3

∂x3
u3 =−1

ρ

∂π

∂x3
+µ∆u3+µ

∂(divu)

∂x3
+F3.

(1.54)

3) Закон Клапейрона для iдеальної рiдини (див. [54, с. 418]) має вигляд

π = Rρ z, (1.55)

де R = 8, 31 (Дж/моль) – унiверсальна газова стала. Його узагальнення –
закон Ван-дер-Ваальса для звичайної рiдини має вигляд

(π + aρ2)(1− bρ) = Rρ z, (1.56)

де a – поправка на внутрiшнiй тиск молекул, b – поправка на об’єм молекул.
4) Рiвняння теплопереносу (див. [54, с. 418]) має вигляд

A

2
ρ
d

dt
(|u|2) + cV ρ

dz

dt
=
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= div(k∇z) + Aρ (F ,u) + A
3∑
i=1

∂

∂xi

( 3∑
j=1

Nijuj

)
+ε, (1.57)

A = cπ−cV
R – термiчний еквiвалент роботи (див. [54, с. 417, 419]), cπ – теплоєм-

нiсть рiдини при сталому тиску, cV – теплоємнiсть рiдини при сталому об’ємi,
k – коефiцiєнт теплопровiдностi, ε – зовнiшнiй притiк тепла до частинки.
Беручи до уваги попереднi спiввiдношення пiсля певних перетворень рiв-

няння теплопереносу набуде вигляду (див. [54, с. 419])

cπ ρ
dz

dt
−A dπ

dt
= div(k∇z) + ε+A

{
λ| divu|2 + 2µ

[∣∣∣∂u1

∂x1

∣∣∣2+∣∣∣∂u2

∂x2

∣∣∣2+∣∣∣∂u3

∂x3

∣∣∣2]+

+ µ
[(∂u1

∂x2
+
∂u2

∂x1

)2

+
(∂u1

∂x3
+
∂u3

∂x1

)2

+
(∂u2

∂x3
+
∂u3

∂x2

)2]}
, (1.58)

де λ – “другий коефiцiєнт в’язкостi”, який при певних додаткових умовах має
вигляд (див. [54, с. 385]) λ = −2

3 µ .
Отже, рiвностi (1.47), (1.54), (1.55), (1.58) – це система шести рiвнянь з

який треба знайти шiсть невiдомих u1(x, t) , u2(x, t) , u3(x, t) , π(x, t) , ρ(t) ,
z(x, t) . Це складна задача. Розглядатимемо її частковi випадки.

1.3.2. Частковi випадки загальної системи рiвнянь гiдродинамiки. З отри-
маного вище матимемо таке.
1) Рух нев’язкої нестискуваної рiдини описується рiвняннями Ейлера:

∂u

∂t
+ (u,∇)u+

1

ρ
∇π = F . (1.59)

divu = 0. (1.60)

Друге з цих рiвнянь є математичним записом умов нестискуваностi. Дiйсно,
якщо ρ ≡ const , то з (1.47) одержимо (1.60). Тодi пiдставивши µ = 0 та
(1.60) в систему (1.54) отримаємо (1.59).
2) Якщо µ > 0 , то з (1.54) та (1.60) отримаємо рiвняння Нав’є-Стокса

руху в’язкої нестискуючої рiдини:

∂u

∂t
− µ∆u+ (u,∇)u+

1

ρ
∇π = F , (1.61)

divu = 0. (1.62)
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Стаття Мантену I. [96] присвячена нелiнiйним рiвнянням Нав’є-Стокса з
пам’яттю, де вплив попереднього стану в’язкостi враховується через згортку
з експоненцiйним ядром пам’ятi:

τ(t) =

t∫
−∞

m(t− s)τ(s) ds, m(t) = αe−βt, α, β > 0,

де m – функцiя пам’ятi. Точнiше, вивчається мiшана задача для системи

∂y

∂t
(t, x)− v∆y(t, x)− y(t, x) + (y(t, x)∇)y(t, x) +

+

t∫
−∞

e−(t−s)(−v∆y(s, x)− y(s, x) + (y(s, x)∆)y(s, x)) ds = f(t, x),

∇y(t, x) = 0.

Дослiджено властивостi розв’язку вiдповiдної мiшаної задачi.
3) Лiнеарезований варiант систем Нав’є-Стокса (в ньому немає нелiнiйного

доданку (u,∇)u ) називається системою рiвнянь Стокса i має вигляд

∂u

∂t
− µ∆u+

1

ρ
∇π = F , (1.63)

divu = 0. (1.64)

Дослiдження параболiчних систем Стокса стало важливим напрямом у ма-
тематичнiй гiдродинамiцi. Воно бере свiй початок з роботи О.А. Ладижен-
ської [81], яка систематизувала математичний апарат для аналiзу в’язкої
нестискуваної рiдини. Одним iз ключових результатiв її працi є доведення
iснування та єдностi слабких розв’язкiв мiшаних задач для систем Стокса
вигляду (1.63)-(1.64). Також вона встановила умови пiдвищення регулярно-
стi слабких розв’язкiв розглядуваних задач до класичних.
Праця Галдi Г., Сiмадер С. та Сор Х. [68] зробила значний внесок у розвиток

теорiї систем Стокса. За допомогою результатiв цiєї працi вдалось розширити
клас допустимих граничних умов. У цiй роботi, зокрема, розглянуто задачу

−∆u+∇π = divF, (1.65)

div u = k, u|∂Ω = q (1.66)
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має єдиний слабкий розв’язок – пару u ∈ Lq(Ω) та π ∈ W−1,q(Ω) такi, що

||u||Lq(Ω) + ||π||W−1,q(Ω) ≤ C(||F ||Lr(Ω) + ||k||Lq(Ω) + ||g||
W−

1
q ,q(∂Ω)

).

Дослiдження нелiнiйних iнтегро-диференцiйних систем Стокса розвивалось
завдяки поєднанню теорiй, що стосуються ненютонiвської в’язкостi, ефектiв
пам’ятi та слабких розв’язкiв задач гiдродинамiки. Праця Д. Жосефа [73]
заклала фiзичнi та математичнi основи для моделювання в’язкопружних рi-
дин, запровадивши рiвняння, якi враховують iсторiю деформацiї рiдини за
допомогою iнтегральних членiв вигляду

σ(x, t) =

t∫
0

G(t− τ)ν(x, τ) dτ,

де G(t− τ) – ядро релаксацiї, ν – тензором швидкостi деформацiї.
Хрон Дж., Малек Л. та Раджагопал К. [72] зробили внесок у дослiдження

нелiнiйних нестисливих потокiв iз в’язкiстю, що залежить вiд тиску i регу-
люється умовою

|τ(Du)| ≤ c1(1 + |Du|p).

Вони проаналiзували вiдповiдну систему в межах варiацiйного та монотонно-
го операторних пiдходiв. Незважаючи на те, що їхня увага була зосереджена
на впливi тиску, їхнi методологiчнi пiдходи є близькими до тих, що застосо-
вуються в нашiй роботi, де нелiнiйний член G(x, t)|u|q−2u з (2.2) задовольняє
аналогiчну умову монотонностi, яка гарантує єдинiсть розв’язку.
Системи Стокса та Нав’є-Стокса зi сталими показниками нелiнiйностi до-

слiджено, зокрема, в [21], [67], [82], [90], [106], [107], [110], [113].
Виходячи за межi лiнiйної в’язкої пружностi, М. Ружичка [104] розробив

теорiю ненютонiвських рiдин зi змiнним показником в’язкостi. Тензор напру-
жень було визначено як

τ(u) = 2µ0|D(u)|p(x)−2D(u),

де D(u) = 1
2(∇u+∇uT ) – симетричний градiєнт поля швидкостей, а p(x) –

показник нелiнiйностi, що залежить вiд просторової змiнної. За допомогою те-
орiї монотонних операторiв разом iз методом Фаедо-Гальоркiна ним доведено
iснування та єдинiсть слабких розв’язкiв вiдповiдних систем гiдродинамiки.
Системи Стокса зi змiнними показниками нелiнiйностi, якi залежать ли-

ше вiд просторових змiнних дослiдив О.М. Бугрiй [39]. Вiн довiв iснування
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слабкого розв’язку такої задачi:

ut − divN +∇π = F (x, t, u), div u = 0, (1.67)∫
Ω

π dx = 0, u|Σ0,T
= 0, u|t=0 = u0, (1.68)

де N = αD(u) + β |DII(u)|
p−2

2 D(u), p > 1 – сталий показник нелiнiйностi,

D = (Dij), D(u)ij :=
1

2

(∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
, i, j = 1, n,

DII(u) :=
1

8

n∑
i,j=1

(∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)2

,

F (x, t, u) = f(x, t)− γ |u|q(x)−2u,

α, β, γ > 0 – числовi параметри, q = q(x) – змiнний показник нелiнiйностi.
Дослiдження нелiнiйних систем Стокса зi змiнними показниками нелiнiйно-

стi та стохастичним збуренням займає важливе мiсце в теорiї неньютонiвської
механiки рiдин та в теорiї стохастичних диференцiальних рiвнянь з частин-
ними похiдними (SPDEs). Такi системи узагальнюють класичну модель Сто-
кса, дозволяючи показнику нелiнiйностi q(x, t) змiнюватися в просторi та ча-
сi, вiдображаючи рiдини, реологiчнi властивостi яких залежать вiд факторiв
навколишнього середовища. Коли у систему включається випадкове збурен-
ня, змодельоване, наприклад, за допомогою вiнерiвського процесу W (t, ω) ,
отримаємо стохастичну модель, яку вивчатимемо далi.
Узагальнення систем Стокса (1.63)-(1.64) вивчатимемо у роздiлi 2.
4) З точки зору теорiї рiвнянь з частинними похiдними дослiдження навiть

лiнiйної системи рiвнянь (1.63)-(1.64) пов’язане зi значними труднощами. Це
зумовлено навiть виглядом цiєї системи: (1.63) є рiвняннями другого порядку
“параболiчного” типу, а (1.64) – рiвнянням першого порядку. Для чисельної
реалiзацiї розв’язку вiдповiдної мiшаної задачi О.П. Осколков [98] запропону-
вав метод, який сьогоднi називають методом регуляризацiї Осколкова (метод
параболiчного зглажування): введення в рiвняння (1.64) доданку з малим
допомiжним параметром ε > 0 , який зробить систему (1.63)-(1.64) параболi-
чною бiльш придатною для аналiзу. Отриману систему

∂u

∂t
− µ∆u+

1

ρ
∇π = F , (1.69)
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ε
(∂π
∂t
−∆π

)
+ divu = 0. (1.70)

називатимемо системою Осколкова-Стокса.
Значної уваги заслуговує праця Ауна М. [24], де розглядається слабко-ре-

нормалiзованi розв’язки нелiнiйних параболiчних систем iз фазовими додан-
ками. Запропонована автором параболiчна регуляризацiя тиску узгоджується
з методом Осколкова та пiдтверджує коректнiсть переходу до границi при
ε → 0 , що дозволяє строго вiдновити класичну умову divu = 0 . Таким
системам також присвячено працю [99].
Узагальнення систем Осколкова-Стокса (1.69)-(1.70) вивчатимемо далi у

роздiлi 3.
5) Лiнеаризований варiант рiвняння притоку тепла (1.58) має вигляд

cπ ρ
∂z

∂t
− A ∂π

∂t
− k∆z = ε. (1.71)

Пiдставивши рiвняння Клапейрона (1.55) в рiвняння Стокса (1.63) та рiвнян-
ня притоку тепла (1.71) i використавши вигляд величини A , отримаємо таку
лiнiйну систему:

∂u

∂t
− µ∆u+R∇z = F , (1.72)

divu = 0, (1.73)

cV ρ
∂z

∂t
− k∆z = ε. (1.74)

Певним узагальненням системи (1.72)-(1.74) (див. [69, c. 5] для уточнення
деталей) є така система рiвнянь Бусiнеска-Стокса:

1

P

∂u

∂t
−∆u− ẑR θ +∇π = 0, (1.75)

divu = 0, (1.76)

∂θ

∂t
−∆θ − u3 = 0. (1.77)

де u , π та θ – безрозмiрнi версiї величин швидкостi, тиску та температури,
вiдповiдно, R – стала Релея, P – стала Прандтля, ẑ – одиничний вектор в
напрямку осi OZ .
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У працi [49] Черняков В.Я. розглянув систему Буссiнеска у виглядi
ut + (u · ∇)u = −∇p+ ν∆u+ θg,

θt + (u · ∇)θ = k∆θ,

div u = 0,

(1.78)

де u – вектор швидкостi рiдини, θ – температура рiдини, π – тиск, ν –
в’язкiсть, k – теплопровiднiсть та g – гравiтацiя. У працi [49] закладено
фундамент для аналiзу систем Буссiнеска у класичному виглядi, доведено
iснування слабкого розв’язку вiдповiдної мiшаної задачi при достатньо глад-
ких початкових даних. Нелiнiйнi системи Буссiнеска зi сталими показниками
нелiнiйностi розглядаються у працях [48], [94] та [95]. Система Буссiнеска
зi змiнним показником нелiнiйностi, що залежить тiльки вiд часової змiнної
розглядається у роботi [55].
Розвиток моделювання в’язкопружних середовищ призвiв до появи нових

систем диференцiальних рiвнянь.
Галопе С. та Сат Дж. у працi [71] розглянули нелiнiйнi рiвняння типу Ол-

дройда, якi описують взаємозв’язок мiж полем швидкостi та тензором напру-
жень полiмерних матерiалiв{

ρ(ut + u · ∇u) = ∇ · T (u, τ) = f,

τt + u · ∇τ − (∇u)τ − τ(∇u)T + 1
λτ = η

η(∇u+∇uT ),

де λ – час релексацiї, а η – коефiцiєнт в’язкостi. Вони встановили теореми
iснування слабких розв’язкiв, використовуючи методи компактностi та тео-
реми вкладення для просторiв Соболєва. Запропонований ними пiдхiд iсто-
тно вплинув на подальшi дослiдження нелiнiйних диференцiальних рiвнянь,
поєднавши в’язкопружне моделювання з iнструментами сучасного функцiо-
нального аналiзу.
Узагальнення систем Бусiнеска-Стокса (1.75)-(1.77) вивчатимемо далi у

роздiлi 4.



35

1.4. Розв’язнiсть задач для рiвнянь з частинними похiдними в про-
сторах соленоїдальних функцiй.
Тепер наведемо результати щодо розв’язностi задач для параболiчних си-

стем Стокса та Навьє-Стокса. Нехай p, q ∈ P log(Q0,T ) такi, що q ≥ p , p0 ≥ 2 .
Нехай S : Q0,T ×M n×n

sym →M n×n
sym – функцiя, яка задовольняє такi умови:

(S.1): S є вiдображенням Каратеодорi, тобто S(·, ·,A) : Q0,T →M n×n
sym –

вимiрне для кожного A ∈M n×n
sym та S(x, t, ·) : M n×n

sym →M n×n
sym –

неперервне майже для всiх (м.д.в.) (x, t) ∈ Q0,T ;
(S.2): для всiх A ∈M n×n

sym та м.д.в. (x, t) ∈ Q0,T виконується оцiнка

|S(x, t,A)| ≤ α(δ + |A|)p(x,t)−2|A|+ β(x, t), (1.79)

де α ≥ 1 та β ∈ Lp′(x,t)(Q0,T ;R≥0) (див. позначення (1.22) та (1.32));
(S.3): для всiх A ∈M n×n

sym та м.д.в. (x, t) ∈ Q0,T виконується оцiнка

S(x, t,A) : A ≥ c0(δ + |A|)p(x,t)−2|A|2 − c1(x, t), (1.80)

де c0 > 0 та c1 ∈ L1(Q0,T ;R≥0) ;
(S.4): для всiх A,B ∈M n×n

sym та м.д.в. (x, t) ∈ Q0,T виконується оцiнка

(S(x, t,A)− S(x, t,B)) : (A−B) ≥ 0. (1.81)

Нехай d : Q0,T × Rn → Rn – функцiя, яка задовольняє такi умови:
(D.1): d : Q0,T × Rn → Rn задовольняє умову Каратеодорi.
(D.2): для всiх a ∈ Rn та м.д.в. (x, t) ∈ Q0,T виконується оцiнка

|d(x, t, a)| ≤ γ(1 + |a|)q(x,t)−1 + η(x, t), (1.82)

де γ ≥ 1 та η ∈ Lq′(x,t)(Q0,T ;R≥0) ;
(D.3): для всiх a ∈ Rn та м.д.в. (x, t) ∈ Q0,T виконується оцiнка

d(x, t, a) · a ≥ −c2|a|2 + c3(x, t), (1.83)

де c2 ≥ 0 та c3 ∈ L1(Q0,T ) .
За виконання цих та деяких iнших умов в теоремi 5.2 [75, с. 218] доведено
iснування узагальненого розв’язку такої задачi для нестацiонарних p(x, t) -
систем Стокса:

ut − div
(
S(·, ·, ε(u))

)
+ d(·, ·,u) = f − div(F ) в Q0,T , (1.84)

div(u) = 0 в Q0,T , u = 0 на Σ0,T , u(0) = u0 в Ω, (1.85)

точнiше, показано, що для всiх φ∈ [C∞(Q0,T )]n таких, що div(φ)=0 в Q0,T
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та supp(φ) ⊆ [0, T )× Ω виконується рiвнiсть

−
∫
Q0,T

u(x, t) · φt(x, t) dxdt+

+

∫
Q0,T

[
S(x, t, ε(u)(x, t)) : ε(φ)(x, t) + d(x, t,u(x, t)) · φ(x, t)

]
dxdt =

= (u0,φ(0))H +

∫
Q0,T

[
f(x, t) · φ(x, t) + F (x, t) : ε(φ)(x, t)

]
dxdt, (1.86)

яка означає, зокрема, виконання рiвностi (1.84) в сенсi простору Ddiv .
При додатковiй умовi (d(x, t, a)−d(x, t,b)) ·(a−b) ≥ −c4(t)|a−b|2 в твер-

дженнi 5.16 [75, с. 219] доведено єдинiсть цього розв’язку. Вiдповiднi системи
Навьє-Стокса теж вивчено у [75].
У системах Стокса та Навьє-Стокса поряд з вiдшуканням векторного поля

швидкостей u часто окремо розглядають задачу на вiдшукання тиску π .
Зауважимо, що в системi (1.84) вираз ∇π вiдсутнiй, ми “не бачимо його” в
шкалi вiдповiдних соленоїдальних функцiй. “Побачити” тиск можна, змiнив-
ши пробну функцiю в вiдповiднiй iнтегральнiй тотожностi. Так, наприклад, в
теоремi 6.1 [75, с. 236-238] за виконання, зокрема, умов (S.1)-(S.4) та (D.1)-
(D.3) отримано такi результати. Показано iснування таких функцiй u та π ,
що u(0) = u0 та для кожного φ ∈ [C∞0 (Q0,T )]n виконується рiвнiсть

−
∫
Q0,T

[
u(x, t) · φt(x, t) + π(x, t) div(φt)(x, t)

]
dxdt+

+

∫
Q0,T

[
S(x, t, ε(u)(x, t)) : ε(φ)(x, t) + d(x, t,u(x, t)) · φ(x, t)

]
dxdt =

=

∫
Q0,T

[
f(x, t) · φ(x, t) + F (x, t) : ε(φ)(x, t)

]
dxdt, (1.87)

тобто, виконується рiвнiсть

ut − div
(
S(·, ·, ε(u))

)
+ d(·, ·,u)−∇πt = f − div(F ) (1.88)

в сенсi простору [D∗(Q0,T )]n .
Схожi результати для вiдповiдних систем Нав’є-Стокса отримано у [47].

Висновки до роздiлу 1. У першому роздiлi дисертацiйної роботи зробле-
но короткий огляд наукових публiкацiй за тематикою проведених в роботi
дисертацiйних дослiджень.
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2. РОЗДIЛ
ПАРАБОЛIЧНI СИСТЕМИ СТОКСА

Другий роздiл дисертацiйної роботи присвячено задачам для еволюцiйних
систем вигляду {

ut + Yu+∇π = F,

div u = 0,
(2.1)

де u = (u1, . . . , un) : Q0,T → Rn – невiдома вектор-функцiя, π : Q0,T → R –
невiдома скалярна функцiя, div u = ∂u1

∂x1
+ . . .+ ∂un

∂xn
– дивергенцiя функцiї u ,

∇π = ( ∂π∂x1
, . . . , ∂π∂xn ) – градiєнт π , F – деяка вектор-функцiя, Y – нелiнiй-

ний диференцiальний чи iнтегро-диференцiальний оператор та виконуються
позначення (1.4)-(1.7), причому, n ≥ 2 . Також, у цьому роздiлi розглянуто
вiдповiдну (2.1) стохастичну систему, збурену доданком типу бiлого шуму.

2.1. Параболiчнi системи рiвнянь Стокса зi сталим показником не-
лiнiйностi. Нехай n ∈ N \ {1} та виконуються позначення (1.4)-(1.7).
Шукатимемо слабкий розв’язок {u, π} задачi

ut −
n∑

i,j=1

(
Aij(x, t)uxi

)
xj

+G(x, t)|u|q−2u+

∫
Ω

Z(x, t, y)u(y, t) dy +

+∇π(x, t) = F (x, t), (x, t) ∈ Q0,T , (2.2)

div u = 0, (x, t) ∈ Q0,T , (2.3)∫
Ω

π(x, t) dx = 0, t ∈ (0, T ), (2.4)

u|Σ0,T
= 0, (2.5)

u|t=0 = u0(x), x ∈ Ω, (2.6)

де, зокрема, q > 1 ми називаємо показником нелiнiйностi системи (2.2) i
припускатимемо його сталим у цьому пiдроздiлi.
Введемо потрiбнi позначення (див. [11, c. 19-25] для уточнення деталей).

Нехай || · ||B ≡ || · ;B|| – норма деякого простору B , B∗ – спряжений до
B простiр, 〈·, ·〉B – скалярний добуток мiж B∗ та B , (·, ·)H – скалярний
добуток в деякому гiльбертовому просторi H , | · |H ≡ ||·;H|| :=

√
(·, ·)H .

Перетин B∩Y простору B i деякого простору Y розглядатимемо з нормою

||v;B ∩ Y || := ||v||B + ||v||Y для v ∈ B ∩ Y. (2.7)
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Нагадаємо, що (B ∩ Y )∗ = B∗ + Y ∗ . Нехай Bn := B × . . .×B – декартовий
степiнь простору B , причому

||z;Bn|| := ||z1||B + . . .+ ||zn||B для z = col(z1, . . . , zn) ∈ Bn. (2.8)

Використовуватимемо таке позначення:

(z, v)Ω :=



∫
Ω

(z(x), v(x))Rn dx, якщо z = col(u1, . . . , un) : Ω→ Rn,

v = col(v1, . . . , vn) : Ω→ Rn,∫
Ω

z(x)v(x) dx, якщо z, v : Ω→ R.

(2.9)

Вiзьмемо довiльне s ∈ N та розглянемо стандартний простiр Соболєва
[Hs(Ω)]n зi скалярним добутком

((u, v))s :=
n∑
i=1

(ui, vi)Hs(Ω), u, v ∈ [Hs(Ω)]n. (2.10)

Визначимо простори соленоїдальних функцiй:

Cdiv := {u ∈ [C∞0 (Ω)]n | div u = 0}, (2.11)

Xq – замикання Cdiv в [Lq(Ω)]n, H := X2, (2.12)

Zs – замикання Cdiv в [Hs(Ω)]n, (2.13)

за нормами

||h;Xq|| := ||h; [Lq(Ω)]n|| =
n∑
l=1

||hl;Lq(Ω)||, h = col(h1, . . . , hn) ∈ Xq,

та ||z;Zs|| :=
√

((z, z))s, z = col(z1, . . . , zn) ∈ Zs, вiдповiдно.
Нехай p ∈ [1,∞] , X – банахiв простiр, W 0,p(0, T ;X) := Lp(0, T ;X) . Ана-

логiчно як в працях [82, Розд. 3.6-3.8] та [39, Розд. 2.4] визначимо простiр

W−1,p(0, T ;X) := {f ∈ D∗(0, T ;X) | f = f0 + (f1)t,

f0, f1 ∈ Lp(0, T ;X)}. (2.14)

Нехай Cweak([0, T ];H) – множина слабко неперервних функцiй u : [0, T ]→H ,

V := Z1 ∩ [Lq(Ω)]n, U(Q0,T ) := L2(0, T ;Z1) ∩ [Lq(Q0,T )]n. (2.15)

Припустимо, що виконуються такi умови:
(A): Aij – квадратнi матрицi n -го порядку з елемантами з L∞(Q0,T ) ;

Aij = Aji ( i, j = 1, n ); майже для всiх (м.д.в.) (x, t) ∈ Q0,T i для всiх
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(д.в.) ξ1, . . . , ξn ∈ Rn , виконуються оцiнки

a0

n∑
i=1

|ξi|2 ≤
n∑

i,j=1

(
Aij(x, t)ξ

i, ξj
)
Rn
≤ a0

n∑
i=1

|ξi|2 (0 < a0 ≤ a0 < +∞);

(G): G – квадратна матриця n -го порядку, G = diag(g1, . . . , gn) ,
gl ∈ L∞(Q0,T ) та 0 < g0 ≤ gl(x, t) ≤ g0 < +∞ м.д.в. (x, t) ∈ Q0,T ,
l = 1, n ;

(E): Z – квадратна матриця n -го порядку з елементами з L∞(Q0,T × Ω) ;
(F): F ∈ L2(0, T ;H) ;
(U): u0 ∈ H .

Визначимо оператори A(t) : Z1 → Z∗1 , A : L2(0, T ;Z1)→ L2(0, T ;Z∗1) ,
N(t) : [Lq(Ω)]n → [Lq

′
(Ω)]n ( 1

q + 1
q′ = 1 ), N : [Lq(Q0,T )]n → [Lq

′
(Q0,T )]n ,

E(t) : [L2(Ω)]n → [L2(Ω)]n та E : [L2(Q0,T )]n → [L2(Q0,T )]n за правилами

〈A(t)z, w〉Z1
:=

∫
Ω

n∑
i,j=1

(
Aij(x, t)zxi(x), wxj(x)

)
Rn
dx, t∈(0, T ), z, w∈Z1, (2.16)

〈Au, v〉L2(0,T ;Z1) :=

T∫
0

〈A(t)u(t), v(t)〉Z1
dt, u, v ∈ L2(0, T ;Z1), (2.17)

(N(t)s)(x) := G(x, t)|s(x)|q−2s(x), (x, t) ∈ Q0,T , s ∈ [Lq(Ω)]n, (2.18)

(Nr)(x, t) := G(x, t)|r(x, t)|q−2r(x, t), (x, t) ∈ Q0,T , r ∈ [Lq(Q0,T )]n, (2.19)

(E(t)b)(x) :=

∫
Ω

Z(x, t, y)b(y) dy, (x, t) ∈ Q0,T , b ∈ [L2(Ω)]n, (2.20)

(Ep)(x, t) :=
(
E(t)p(t)

)
(x) =

=

∫
Ω

Z(x, t, y)p(y, t) dy, (x, t) ∈ Q0,T , p ∈ [L2(Q0,T )]n. (2.21)

Поряд з введеними, буде зручно користуватися операторами S(t) : V → V ∗

та S : U(Q0,T )→ [U(Q0,T )]∗ , якi визначимо рiвностями

〈S(t)z, w〉V := 〈A(t)z, w〉Z1
+

+ (N(t)z, w)Ω + (E(t)z, w)Ω, t ∈ (0, T ), z, w ∈ V, (2.22)

〈Su, v〉U(Q0,T ) := 〈Au, v〉L2(0,T ;Z1) +
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+

∫
Q0,T

[
(Nu)(x, t) + (Eu)(x, t)

]
v(x, t) dxdt, u, v ∈ U(Q0,T ). (2.23)

Для нормованих просторiв X та Y запис X ⊂ Y означає, що X є пiд-
множиною Y , позначення X 	 Y означає неперервне вкладення, а X

_
	 Y

– неперервне i щiльне вкладення простору X в простiр Y .
Нехай

q > 1, s ∈ N, s ≥ max
{

2,
n

2
, n
(1

2
− 1

q

)}
, h = min

{
2,

q

q − 1

}
. (2.24)

Зазначимо, що з (2.24) випливає, що Zs 	 (Z1 ∩ [Lq(Ω)]n) = V .

Означення 2.1. Пара функцiй {u, π} називається слабким (узагальне-
ним) розв’язком задачi (2.2)-(2.6), якщо: u ∈ U(Q0,T ) ∩ C([0, T ];Z∗s ) , ut ∈
[U(Q0,T )]∗ , π ∈ W−1,h(0, T ; [Lh(Ω)]n) ;

〈ut(t), v〉V + 〈S(t)u(t), v〉V = (F (t), v)Ω (2.25)

для v ∈ V та t ∈ (0, T ) ; u задовольняє умову (2.6) в просторi Z∗s ; π задо-
вольняє рiвняння (2.2) в D∗(Q0,T ) ; π задовольняє умову (2.4) в D∗(0, T ) .

Теорема 2.1 (iснування). Нехай виконуються умови (A)-(U). Тодi задача
(2.2)-(2.6) має розв’язок – пару {u, π} . Крiм того, u ∈ Cweak([0, T ];H) .

Теорема 2.2 (єдиностi). Нехай виконуються умови (A)-(E). Тодi задача
(2.2)-(2.6) не може мати бiльше одного слабкого розв’язку.

Щоб врахувати деякi аспекти пружностi неньютонiвських в’язких рiдин,
добре вiдомi класичнi рiвняння Нав’є-Стокса збурюють iнтегральним додан-
ком, який вiдповiдає за пам’ять рiдини (див. [96]). Задача для системи Нав’є-
Стокса з iнтегральним доданком пам’ятi вигляду

ut +
n∑
k=1

vkvxk − α∆u−
t∫

0

K1(t, τ)∆u dτ −
∫
Ω

K2(t, y)∆u dy +∇π = F,

де ∆u – лапласiан u , розглядається в [76] у таких випадках: 1) K2 ≡ 0 ;
2) α = 0 та K1 ≡ 0 . Ми збурюємо класичнi системи Стокса монотонним
нелiнiйним доданком Nu та лiнiйним iнтегральним доданком Eu . Мiшану
задачу для системи такого вигляду ранiше не вивчали.
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2.1.1. Допомiжнi твердження: оператори проектування. Введемо позначе-
ння та нагадаємо кiлька фактiв, якi використовуватимемо далi.
Нехай H – гiльбертiв простiр зi скалярним добутком (·, ·)H , V – рефле-

ксивний сепарабельний банахiв простiр, V
_
	 H ∼= H∗

_
	 V∗, {wj}j∈N –

ортонормована база простору H , m ∈ N – фiксоване число i M – множина
всiх лiнiйних комбiнацiй елементiв з {w1, . . . , wm} . Визначимо ортогональну
проекцiю Pm : H →M за правилом (див. [112, с. 527])

Pmh :=
m∑
j=1

(h,wj)Hw
j, h ∈ H. (2.26)

Це лiнiйний самоспряжений неперервний оператор (див. Теорему 7.3.6 [112,
с. 515]). Якщо {wj}j∈N ⊂ V , то визначимо оператор P̂m : V → V за правилом

P̂mv := Pmv for every v ∈ V . (2.27)

Для спряженого оператора P̂ ∗m : V∗ → V∗ матимемо вкладення P̂ ∗m(V∗) ⊂ V
(див. [40, с. 865]).

Твердження 2.1. (Лема 3.9 [40, ст. 865-866]). Припустимо, що {wj}j∈N –
ортонормована база простору H така, що {wj}j∈N ⊂ V , ψm1 , . . . , ψmm ∈ R –

деякi числа i F ∈ V∗ . Тодi якщо елемент zm :=
m∑
s=1

ψms w
s ∈ V задовольняє

рiвностi 
〈zm, w1〉V = 〈F,w1〉V,
...
〈zm, wm〉V = 〈F,wm〉V,

(2.28)

то виконується така рiвнiсть в просторi V∗ :

zm = P̂ ∗mF. (2.29)

Припустимо, що H та Zs визначенi вiдповiдно в (2.12) та (2.13), де s ∈ N .
З [86, Розд. 1, §6.1] отримуємо вкладення

Zs 	 Z1 	 H ∼= H∗ 	 Z∗1 	 Z∗s .

Крiм того, Zs ⊂ [Hs
0(Ω)]n .

Нехай {wµ}µ∈N – множина всiх власних функцiй задачi∫
Ω

∑
|α|=s

(Dαwµ, Dαv)Rn dx = λµ

∫
Ω

(wµ, v)Rn dx ∀ v ∈ Zs, (2.30)

{λµ}µ∈N ⊂ R>0 := {λ ∈ R | λ > 0} – множина вiдповiдних власних значень.
Для зручностi, припускаємо, що {wµ}µ∈N – ортонормована множина в H .
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Твердження 2.2. (див. [86, Розд. 1, §6.3]). Якщо s ∈ N та s ≥ n
2 , то

множина {wµ}µ∈N всiх власних функцiй задачi (2.30) є базою в Zs .

Наступна лема потрiбна нам далi.

Лема 2.1. Припустимо, що Pm та P̂m визначенi вiдповiдно в (2.26) i
(2.27), де H = H , V = Zs , s ∈ N , {wµ}µ∈N – ортонормована база про-
стору H , що складається з всiх власних функцiй задачi (2.30). Тодi, для
кожного w ∈ Lr(0, T ;Z∗s ) i r > 1 , отримаємо нерiвнiсть

||P̂ ∗mw;Lr(0, T ;Z∗s )|| ≤ ||w;Lr(0, T ;Z∗s )||. (2.31)

Доведення. З [86, Розд. 1, §6.4.3] отримаємо, що

||P̂mz||Zs ≤ ||z||Zs, z ∈ Zs. (2.32)

Оскiльки, ||D∗||L(B∗,A∗) = ||D||L(A,B) для кожного D ∈ L(A,B) , то викори-
ставши (2.32), отримаємо

||P̂ ∗mv||Z∗s ≤ ||v||Z∗s , v ∈ Z∗s . (2.33)

Отже,
T∫
0

||P̂ ∗mw(t)||rZ∗s dt ≤
T∫
0

||w(t)||rZ∗s dt i виконується нерiвнiсть (2.31). �

2.1.2. Задача Кошi для системи звичайних диференцiальних рiвнянь. Нехай
d ∈ N , Q = (0, T ) × Rd . Розглянемо задачу вiдшукання слабкого розв’язку
ϕ : [0, T ]→ Rd такої задачi Кошi:

ϕ′(t) + L(t, ϕ(t)) = M(t), t ∈ [0, T ], ϕ(0) = ϕ0, (2.34)

де L : Q→ Rd та M : [0, T ]→ Rd – деякi функцiї (для зручностi припуска-
ємо, що L(t, 0) = 0 для кожного t ∈ [0, T ] ), ϕ0 = (ϕ0

1, . . . , ϕ
0
d) ∈ Rd .

Нехай m ∈ N , p ∈ [1,∞] , X – банахiв простiр, Wm,p(0, T ;X) – простiр
Соболєва-Бохнера (див. [59, с. 286]). Нагадаємо кiлька понять.

Означення 2.2. Вектор-функцiя ϕ ∈ W 1,1(0, T ;Rn) називається глобаль-
ним слабким розв’язком задачi (2.34), якщо ϕ задовольняє початкову умову
(2.34 2 ) та задовольняє систему (2.34 1 ) м.д.в. t ∈ (0, T ) .

Означення 2.3. Вектор-функцiя L : Q→ Rn задовольняє умову Каратео-
дорi, якщо: д.в. ζ ∈ Rn функцiя (0, T ) 3 t 7→ L(t, ζ) ∈ Rn є вимiрною; м.д.в.
t ∈ (0, T ) функцiя Rn 3 ζ 7→ L(t, ζ) ∈ Rn є неперервною.
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Означення 2.4 (див. [84], c. 241). Вектор-функцiя L : Q→ Rn задовольняє
Lp -умову Каратеодорi, якщо вона задовольняє умову Каратеодорi та д.в.
R > 0 iснує функцiя hR ∈ Lp(0, T ) така, що

|L(t, ζ)|Rn ≤ hR(t) (2.35)

м.д.в. t ∈ (0, T ) та д.в. ζ ∈ DR := {y ∈ Rn | |y| ≤ R} .

Твердження 2.3 (теорема Каратеодорi-Ласалля, див. [44] та теорему 3.24,
[40], с. 872). Нехай p ≥ 2 , функцiя L : Q → Rn задовольняє Lp -умову
Каратеодорi, M ∈ Lp(0, T ;Rn) , ϕ0 ∈ Rn . Якщо iснують невiд’ємнi функцiї
α, β ∈ L1(0, T ) такi, що д.в. ξ ∈ Rn та м.д.в. t ∈ [0, T ] виконується
нерiвнiсть

(L(t, ξ), ξ)Rn ≥ −α(t)|ξ|2 − β(t), (2.36)

то задача (2.34) має глобальний слабкий розв’язок ϕ ∈ W 1,p(0, T ;Rn) .

2.1.3. Теореми про вкладення. Наведемо твердження, якими ми користувати-
мемося в роботi. Нехай виконується позначення (2.14), D(Q0,T ) := C∞0 (Q0,T )

– класичний простiр основних функцiй (див. [50, с. 15]),

D := [D(Q0,T )]n. (2.37)

Аналогiчно як в [66, с. 7] визначимо множину

Ddiv := {u ∈ [D(Q0,T )]n | div u = 0}. (2.38)

Зрозумiло, що простiр соленоїдальних основних функцiй Ddiv є пiдмножиною
D . Простори лiнiйних неперервних функцiоналiв над просторами (2.37) та
(2.38) позначимо D∗ та D∗div вiдповiдно.
Наступне узагальнення класичної теореми де Рама можна знайти, напри-

клад, у теоремi 4.1 [82], зауваженнi 4.3 [82] та лемi 2 [107]). Для зручностi ми
називатимемо це твердження узагальненою теоремою де Рама.

Твердження 2.4. Нехай Ω ⊂ Rn – обмежена область з лiпшицевою ме-
жею, Z≥−1 := {s ∈ Z | s ≥ −1}, s1, s2 ∈ Z≥−1 , h1, h2 ∈ [1,∞] ,
F ∈ W s1,h1(0, T ; [W s2,h2(Ω)]n). Тодi якщо

F = 0 в просторi D∗div, (2.39)

то iснує єдиний елемент π ∈ W s1,h1(0, T ;W s2+1,h2(Ω)) такий, що

F = ∇π в просторi D∗, (2.40)
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Ω

π(x, ·) dx = 0 в просторi D∗(0, T ). (2.41)

Крiм того, iснує незалежна вiд F та π стала C1 > 0 така, що

||π;W s1,h1(0, T ;W s2+1,h2(Ω))|| ≤ C1||F ;W s1,h1(0, T ; [W s2,h2(Ω)]n)||. (2.42)

Наступний важливий результат стосується теорем про компактнi вкладен-
ня. Нехай для нормованих просторiв X та Y позначення X

K

⊂ Y означає
компактне вкладення X в простiр Y . Слiдуюче узагальнення класичної те-
ореми Реллiха-Кондрашова можна знайти, наприклад, у [25] та [26, с. 393].
Його прийнято називати теоремою Обена.

Твердження 2.5. Якщо s, h ∈ (1,∞) – фiксованi числа, W ,L,B – такi
банаховi простори, що W

K

⊂ L 	 B то{
u ∈ Ls(0, T ;W) | ut ∈ Lh(0, T ;B)

}
K

⊂
[
Ls(0, T ;L) ∩ C([0, T ];B)

]
.

Наведемо ще таке твердження.

Твердження 2.6 (твердження 2.6 [87], c. 307). Якщо X, Y – деякi банаховi
простори, X – рефлексивний простiр, X 	 Y , то виконується рiвнiсть
Cweak([0, T ];Y ) ∩ L∞(0, T ;X) = Cweak([0, T ];X) .

2.1.4. Допомiжнi iнтегральнi оцiнки. Перш за все зауважимо, що якщо
u = col(u1, . . . , un) ∈ [L2(O)]n для O = Ω чи O = Q0,T , то

|| |u|;L2(O)||2 =

∫
O

|u|2 dy =
n∑
l=1

||ul;L2(O)||2 ≤ n||u; [L2(O)]n||2, (2.43)

а тому

|| |u|;L2(O)|| ≤
√
n||u; [L2(O)]n||. (2.44)

Лема 2.2. Якщо виконується умова (E), то E : [L2(Q0,T )]n → [L2(Q0,T )]n

та E(t) : [L2(Ω)]n → [L2(Ω)]n є лiнiйними, обмеженими i неперервними
операторами, де t ∈ (0, T ) . Крiм того, iснує така стала E0 > 0 , що д.в.
z ∈ [L2(Ω)]n , t ∈ (0, T ) , u ∈ [L2(Q0,T )]n та τ ∈ (0, T ] , виконуються оцiнки

|| |E(t)z|;L2(Ω)|| ≤ E0|| |z|;L2(Ω)|| ≤
√
nE0||z; [L2(Ω)]n||; (2.45)

|| |Eu|;L2(Q0,τ)|| ≤ E0|| |u|;L2(Q0,τ)|| ≤
√
nE0||u; [L2(Q0,τ)]

n||. (2.46)
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Доведення. З нерiвностi Кошi-Буняковського i умови (E) випливає, що

|| |E(t)z|;L2(Ω)||2 =

∫
Ω

|(E(t)z)(x)|2 dx =

∫
Ω

∣∣∣∫
Ω

Z(x, t, y)z(y) dy
∣∣∣2 dx ≤

≤
∫
Ω

∣∣∣∫
Ω

||Z(x, t, y)||n · |z(y)| dy
∣∣∣2 dx ≤

≤
∫
Ω

(∫
Ω

||Z(x, t, y)||2n dy
)(∫

Ω

|z(y)|2 dy
)
dx ≤

≤ |E0|2
∫
Ω

|z(y)|2 dy = |E0|2|| |z|;L2(Ω)||2,

де

E0 = esssup
t∈(0,T )

(∫
Ω

dx

∫
Ω

||Z(x, t, y)||2n dy
)1/2

,

|| · ||n – норма квадратної матрицi порядку n . Таким чином, використавши
(2.44) отримаємо (2.45). Оцiнку (2.46) доводимо аналогiчно. Вкiнцi замiсть
E0 беремо сталу, яка дорiвнює максимуму з отриманих при доведеннi вiдпо-
вiдних сталих. �

Лема 2.3. Нехай виконуються умови (A)-(E), {wj}j∈N ⊂ V , m ∈ N , S(t)

взято з (2.22), zm(x) =
m∑
µ=1

ξµw
µ(x) для x ∈ Ω та ξ = (ξ1, . . . , ξm) ∈ Rm ,

L = (L1, L2, . . . , Lm), (2.47)

Lµ(t, ξ) = 〈S(t)zm, wµ〉V , µ = 1,m, t ∈ (0, T ), ξ ∈ Rm. (2.48)

Тодi виконується оцiнка (
L(t, ξ), ξ

)
Rm
≥

≥
∫
Ω

[
a0

n∑
i=1

|zmxi |
2 + g0|zm|q − E0|zm|2

]
dx, t ∈ (0, T ), ξ ∈ Rm. (2.49)

Доведення. Очевидно, що

(L(t, ξ), ξ)Rm = 〈S(t)zm, zm〉V . (2.50)

Якщо використати умови (А) i (G), то з (2.16) та (2.18) отримаємо

〈A(t)zm, zm〉V + (N(t)zm, zm)Ω =

∫
Ω

[ n∑
i,j=1

(
Aij(x, t)z

m
xi

(x), zmxj(x)
)
Rn

+
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+
(
G(x, t)|zm(x)|q−2zm(x), zm(x)

)
Rn

]
dx ≥

≥
∫
Ω

[
a0

n∑
i=1

|zmxi |
2 + g0|zm|q

]
dx. (2.51)

Використавши (2.45), з (2.20) отримаємо, що∣∣∣(E(t)zm, zm)Ω

∣∣∣ =
∣∣∣ ∫

Ω

(E(t)zm, zm)Rn dx
∣∣∣≤ ∫

Ω

|E(t)zm| · |zm| dx ≤

≤ || |Ezm|;L2(Ω)|| · || |zm|;L2(Ω)|| ≤

≤ E0|| |zm|;L2(Ω)||2 = E0

∫
Ω

|zm|2 dx. (2.52)

Отже, з (2.50)-(2.52) випливає, що (2.49) виконується. �
На завершення цього пункту наведемо ще такi вiдомi твердження.

Твердження 2.7. (Лема 1.18 [65, с. 39]). Якщо um −→
m→∞

u сильно в Lp(Q0,T )

(1 ≤ p ≤ ∞) , то iснує пiдпослiдовнiсть (позначимо її знову через {um}m∈N )
така, що um −→

m→∞
u майже скрiзь в Q0,T .

Твердження 2.8. (узагальнена лема Гронуола-Белмана). Якщо функцiя
y ∈ L1(0, T ) задовольняє нерiвнiсть

y(τ) ≤ C +K(τ) + L

τ∫
0

y(t) dt, τ ∈ [0, T ], (2.53)

з деякими сталими C ≥ 0 та L > 0 i деякою функцiєю K(τ) =
∫ τ

0 b(t) dt ,
τ ∈ [0, T ] , де b ∈ L1(0, T ) , то виконується оцiнка

y(τ) ≤
(
C +K(τ)

)
eLτ , τ ∈ [0, T ], (2.54)

2.1.5. Доведення основних результатiв. Перейдемо до основних доведень.
Доведення Теореми 2.1. Розв’язок будемо будувати за допомогою методу

Фаедо-Гальоркiна.
Крок 1 (побудова наближень). Нехай простiр Zs i набiр функцiй {wµ}µ∈N

взято з Твердження 2.2, s ∈ N задовольняє (2.24),

um(x, t) :=
m∑
µ=1

ϕmµ (t)wµ(x), (x, t) ∈ Q0,T , m ∈ N,
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де вектор-функцiя ϕ := (ϕm1 , . . . , ϕ
m
m) задовольняє

(umt (t), wµ)Ω + 〈S(t)um(t), wµ〉V = (F (t), wµ)Ω, t ∈ (0, T ), µ = 1,m, (2.55)

ϕm1 (0) = αm1 , . . . , ϕmm(0) = αmm. (2.56)

Тут оператор S(t) взято з (2.22), числа αm1 , . . . , α
m
m ∈ R вибираємо так, щоб

um0 −→
m→∞

u0 сильно в H , де um0 (x) :=
m∑
j=1

αmj w
j(x), x ∈ Ω. Очевидно, що

виконується умова
um(0) = um0 . (2.57)

Покажемо, що згадана функцiя ϕ iснує. Нехай L – вектор-функцiя з (2.47)-
(2.48). Тодi, задача Кошi (2.55)-(2.56) отримає вигляд (2.34) якщо,

M(t) = ( (F (t), w1)Ω, . . . , (F (t), wm)Ω), t ∈ (0, T ). (2.58)

З умови (F) випливає, що M ∈ L2(0, T ;Rm) . З умов (A)-(E) слiдує, що
функцiя L задовольняє L∞ -умову Каратеодорi.
Використовуючи оцiнку (2.49), умови a0 > 0 i g0 > 0 , ортогональнiсть

бази {wµ}µ∈N в H , отримаємо:(
L(t, ϕm), ϕm

)
Rm
≥ −E0

∫
Ωt

|um|2 dx = −E0

∫
Ωt

m∑
µ=1

|ϕmµ |2|wµ|2 dx ≥ −C2|ϕm|2,

де C2 > 0 не залежить вiд t, ϕm . Тодi оцiнка (2.36) з α(t) ≡ C2 i β(t) ≡ 0

виконується, а з теореми Каратеодорi-Ласалля (див. Твердження 2.3) отри-
маємо, що ϕ ∈ H1(0, T ;Rm) ≡ W 1,2(0, T ;Rm) – розв’язок задачi (2.34), а
тому i задачi (2.55)-(2.56).
Крок 2 (отримання оцiнок). Помноживши µ -ту рiвнiсть з (2.55) на ϕmµ (t)

та пiдсумувавши за µ = 1,m , отримаємо:
m∑
µ=1

(
umt (t), wµϕmµ (t)

)
Ω
+

m∑
µ=1

〈S(t)um(t), wµϕmµ (t)〉V =

=
m∑
µ=1

(
F (t), wµϕmµ (t)

)
Ω
, t ∈ (0, T ).

Пiсля iнтегрування за t ∈ (0, τ) ⊂ (0, T ) i певних перетворень, отримаємо:∫
Q0,τ

[
(umt , u

m)Rn +
n∑

i,j=1

(Aiju
m
xi
, umxj)Rn + (G|um|q−2um, um)Rn +
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+ (Eum, um)Rn
]
dxdt =

∫
Q0,τ

(F, um)Rn dxdt, τ ∈ (0, T ]. (2.59)

Очевидно, використавши (2.57), отримаємо:∫
Q0,τ

(umt , u
m)Rn dxdt =

∫
Q0,τ

1

2

∂

∂t
(|um|2) dxdt =

=
1

2

∫
Ωτ

|um|2 dx− 1

2

∫
Ω

|um0 |2 dx. (2.60)

Використавши умову (A), отримаємо наступну оцiнку:
n∑

i,j=1

(
Aiju

m
xi
, umxj

)
Rn
≥ a0

n∑
i=1

|umxi|
2. (2.61)

З умови (G) випливає, що(
G|um|q−2um, um

)
Rn

=
n∑
l=1

gl(x, t)|um|q−2|uml |2 ≥

≥ g0

n∑
l=1

|um|q−2|uml |2 = g0|um|q. (2.62)

Використавши нерiвнiсть Кошi-Буняковського i (2.46), отримаємо:∣∣∣ ∫
Q0,τ

(Eum, um)Rn dxdt
∣∣∣≤ ∫

Q0,τ

|Eum| · |um| dxdt ≤

≤ || |Eum|;L2(Q0,τ)|| · || |um|;L2(Q0,τ)|| ≤

≤ E0|| |um|;L2(Q0,τ)||2 = E0

∫
Q0,τ

|um|2 dxdt. (2.63)

Очевидно, що

|(F, um)Rn| ≤ |F | · |um| ≤
|F |2

2
+
|um|2

2
. (2.64)

Використавши (2.60)-(2.64), з рiвностi (2.59) отримаємо наступну оцiнку:

1

2

∫
Ω

|um(x, τ)|2 dx+

∫
Q0,τ

[
a0

n∑
l=1

|umxl|
2 + g0|um|q

]
dxdt ≤

≤ 1

2

∫
Ω

|um0 |2 dx+
1

2

∫
Q0,τ

|F |2 dxdt+

∫
Q0,τ

(1

2
+ E0

)
|um|2 dxdt. (2.65)
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Вiзьмемо y(t) :=
∫
Ω

|um(x, t)|2 dx, t ∈ [0, T ]. Тодi, з (2.65) отримаємо:

1

2
y(τ) ≤ C3 +

(1

2
+ E0

) τ∫
0

y(t) dt, τ ∈ [0, T ].

Тому, з узагальненої леми Гронуола-Белмана (твердження 2.8) випливає, що
y(τ) ≤ C4 , а отже ∫

Ω

|um(x, τ)|2 dx ≤ C4, τ ∈ (0, T ]. (2.66)

З (2.65) i (2.66) випливає, що∫
Q0,τ

[ n∑
i=1

|umxi|
2 + |u|2 + |u|q

]
dxdt ≤ C5, τ ∈ (0, T ], (2.67)

З цiєї оцiнки випливає, що∫
Q0,τ

∣∣∣G|um|q−2um
∣∣∣q′ dxdt ≤ C6

∫
Q0,τ

|um|q dxdt ≤ C7. (2.68)

З (2.46), (2.66), i (2.67) випливають оцiнки:

||um;L∞(0, T,H)||+ ||um;U(Q0,T )|| ≤ C8, (2.69)

||Eum;L2(0, T ;H)|| ≤ C9, ||Eum; [L2(Q0,T )]n|| ≤ C8, (2.70)

Тут сталi C3, . . . , C8 не залежать вiд m .
З (2.68)-(2.70) випливає iснування пiдпослiдовностi {umk}k∈N ⊂ {um}m∈N

такої що,

umk −→
k→∞

u ∗ −слабко в L∞(0, T ;H) i слабко в U(Q0,T ), (2.71)

G|um|q−2um −→
k→∞

χ1 слабко в [Lq
′
(Q0,T )]n, (2.72)

Eum −→
k→∞

χ2 слабко в [L2(Q0,T )]n. (2.73)

Крок 3 (додатковi оцiнки). Оскiльки, s задовольняє (2.24), з побудови про-
стору U(Q0,T ) отримаємо:

U(Q0,T )
_
	 L2(0, T ;H)

_
	 [U(Q0,T )]∗, (2.74)

Lmax{2,q}(0, T ;Zs)
_
	 Lmax{2,q}(0, T ;V )

_
	 U(Q0,T )

_
	 Lmin{2,q}(0, T ;V ). (2.75)
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Тому

[U(Q0,T )]∗
_
	 Lr(0, T ;V ∗)

_
	 Lr(0, T ;Z∗s ), (2.76)

де

r :=
max{2, q}

max{2, q} − 1
. (2.77)

Використавши (2.75) i (2.69), отримаємо

||um;Lmin{2,q}(0, T ;V )|| ≤ C10||u;U(Q0,T )|| ≤ C11. (2.78)

З оцiнок (2.67) та (2.70) випливає нерiвнiсть

||Sum; [U(Q0,T )]∗|| ≤ C12, (2.79)

де оператор S взято з (2.23), стала C12 не залежать вiд m .
Використавши Твердження 2.1, позначення (2.16)-(2.22), (2.26) i (2.27), в

такий ж спосiб, як i у [86, Розд. 1, §5.3], перепишимо (2.55) у виглядi

umt = P̂ ∗m(F − Sum). (2.80)

Таким чином, з (2.80), оцiнки (2.31), вкладень (2.76) i (2.74), i оцiнки (2.79)
отримаємо:

||umt ;Lr(0, T ;Z∗s )|| = ||P̂ ∗m(F − Sum);Lr(0, T ;Z∗s )|| ≤

≤ ||F − Sum;Lr(0, T ;Z∗s )|| ≤ C13||F − Sum; [U(Q0,T )]∗|| ≤

≤ C14

(
||F ;L2(0, T ;H)||+ ||Sum; [U(Q0,T )]∗||

)
≤ C15, (2.81)

де стала C15 > 0 не залежить вiд m .
Оскiльки, V

K

⊂ H 	 Z∗s , то з (2.78), (2.81), теореми Обена (див. Твердження
2.5), i Твердження 2.7 отримаємо:

umk −→
k→∞

u в Lmin{2,q}(0, T ;H) ∩ C([0, T ];Z∗s ), (2.82)

umk −→
k→∞

u майже скрiзь Q0,T . (2.83)

Тому, (2.6) виконується i χ1 = G|u|q−2u (див. (2.72)). Оскiльки E – лiнiйний
оператор, то χ2 = Eu (див. (2.73)). Використавши (2.69), (2.82) i Твердження
2.6 отримаємо, що u ∈ Cweak([0, T ];H) .
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Крок 4 (перехiд до границь). Вiзьмемо ψ ∈ C1([0, T ]) таке, щоб ψ(T ) = 0 .
Коли ми помножимо рiвнiсть (2.55) на ψ(t), проiнтегруємо по t ∈ (0, T ) , i
перший доданок проiнтегруємо частинами, то отримаємо наступне:∫

Q0,T

[
−
(
um, wµ

)
Rn
ψt +

n∑
i,j=1

(
Aiju

m
xi
, wµ

xj

)
Rn
ψ+
(
G|um|q−2um, wµ

)
Rn
ψ +

+
(
Eum, wµ

)
Rn
ψ
]
dxdt =

∫
Ω

(
um0 , w

µ
)
Rn
ψ(0) dx+

∫
Q0,T

(
F,wµ

)
Rn
ψ dxdt.

Взявши m = mk i спрямувавши k →∞ , завдяки довiльностi функцiї ψ , та
того, що {wµ}µ∈N – база в просторi V , отримаємо (2.25) i

〈F , z〉U(Q0,T ) = 0 ∀ z ∈ U(Q0,T ), (2.84)

де F := F − ut − Su . Отже, ut ∈ [U(Q0,T )]∗ . Взявши z(x, t) = w(x)ϕ(t) ,
x ∈ Ω , t ∈ (0, T ) , з (2.84) отримаємо (2.39). Очевидно, що (див. (2.14))

F ∈ W−1,2(0, T ; [L2(Ω)]n) + L2(0, T ; [H−1(Ω)]n) + [L
q
q−1 (Q0,T )]n ⊂

⊂ W−1,h(0, T ; [W−1,h(Ω)]n),

де h взяте з (2.24). Тодi, з узагальненої теореми де Рама (див. Твердження
2.4) випливає, що iснує π ∈ W−1,h(0, T ;W 0,h(Ω)) = W−1,h(0, T ; [Lh(Ω)]n) та-
ке, що (2.40)-(2.42) виконуються. Отже, π задовольняє (2.2) в D∗ i (2.4) в
D∗(0, T ) . Теорему 2.1 доведено. �
Доведення Теореми 2.2. Нехай {u1, π1} i {u2, π2} – слабкi розв’язки задачi

(2.2)-(2.6). Позначимо u := u1 − u2 . Запишемо (2.25) для u1 :

〈u1 t(t), v〉V + 〈S(t)u1(t), v〉V = (F (t), v)Ω. (2.85)

Запишемо (2.25) для u2 :

〈u2 t(t), v〉V + 〈S(t)u2(t), v〉V = (F (t), v)Ω. (2.86)

Вiднявши (2.86) вiд (2.85), взявши v = u(t) , i проiнтегрувавши за змiнною
t ∈ (0, τ) ⊂ (0, T ) , отримаємо:

τ∫
0

[
〈ut(t), u(t)〉V + 〈S(t)u1(t)− S(t)u2(t), u1(t)− u2(t)〉V

]
dt =

=

τ∫
0

(F (t), v)Ω dt, τ ∈ (0, T ].
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Використавши формулу iнтегрування частинами типу (1.44), пiсля певних
перетворень (див. (2.65)), з цiєї рiвностi отримаємо:

1

2

∫
Ωτ

|u|2 dx+

∫
Q0,τ

[
a0

n∑
i=1

|uxi|2 + (G|u1|q−2u1 −G|u2|q−2u2, u1 − u2)Rn
]
dxdt ≤

≤ C16

∫
Q0,τ

|u|2 dxdt, τ ∈ (0, T ]. (2.87)

Нехай y(τ) :=
∫
Ωτ

|u|2 dx, τ ∈ (0, T ] . Тодi, з (2.87) випливає, що

1

2
y(τ) ≤ C16

τ∫
0

y(t) dt, τ ∈ (0, T ].

Використавши узагальнену лему Гронуола-Белмана (твердження 2.8), бачи-
мо, що y(τ) ≤ 0 для τ ∈ [0, T ] , а отже, u1 = u2 .
Далi проробимо стандартнi перетворення (див., наприклад, [108, c. 200-

201]). Оскiльки {u1, π1} та {u2, π2} задовольняють (2.2) в D∗(Q0,T ) , то

(u1 − u2)t + Su1 − Su2 +∇(π1 − π2) = 0.

Тодi, з рiвностi u1 = u2 випливає, що ∇(π1 − π2) = 0 в сенсi простору D∗ .
Тому π1(t) − π2(t) = c(t) для майже всiх t ∈ (0, T ) , i, аналогiчно як в [108,
c. 200], використавши умову (2.4), матимемо c = 0 . Отже, π1 = π2 i Теорему
2.2 доведено. �

Висновки до пiдроздiлу 2.1. У цьому пiдроздiлi розглянуто нелiнiйну iнтегро-
диференцiальну параболiчну систему Стокса зi сталими показниками нелiнiй-
ностi. Вона розширює класичнi лiнiйнi рiвняння Стокса за рахунок нелiнiйно-
го монотонного доданку затухання G(x, t)|u|q−2u та нелокального оператора
пам’ятi, який визначено через

∫
Ω

Z(x, t, y)u(y, t) dy .

Основною метою роботи є доведення iснування та єдиностi слабкого розв’яз-
ку вiдповiдної початково-граничної задачi. Результати пiдроздiлу опублiко-
вано у [1] та додатково висвiтлено у [4], [5].
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2.2. Основи стохастичного iнтегрування та диференцiювання. Си-
стеми рiвнянь з частинними похiдними типу (2.1) описують багато природних
явищ. Проте часто чинники, якi впливають на конкретне явище, мають ви-
падковий характер. У цьому випадку одним зi способiв запису математичної
моделi дослiджуваного процесу є замiна системи (2.1) на систему{

ut + Yu+∇π = F + bt,

div u = 0.
(2.88)

Вираз bt є, так званим, бiлим шумом. Вiн якраз i вiдповiдає за вплив випад-
кових чинникiв. Щоб дати означення бiлого шуму та пояснити, в якому сенсi
трактуються рiвностi (2.88), введемо спершу необхiднi позначення.

2.2.1. Банаховi простори випадкових величин. Нехай (S,F ,P ) – повний iмо-
вiрнiсний простiр, зокрема, S – простiр елементарних подiй, F – σ -алгебра
пiдмножин множини S , P : F → R – iмовiрнiсна мiра. Також вживатимемо
позначення (1.9).

Означення 2.5. Вимiрне стосовно σ -алгебри F (див. [74, с. 79]) вiдобра-
ження ξ : S → R називатимемо F-вимiрною функцiєю. Така функцiя
ξ = ξ(ω) , ω ∈ S , називається випадковою величиною (в.в.), ω ∈ S на-
зивається випадковою змiнною, або елементарною подiєю.

Абсолютно неперервна в.в. ξ повнiстю характеризується своєю щiльнiстю
розподiлу, яку ми позначимо fξ(x) , x ∈ R . Нагадаємо, що в цьому випадку
iнтеграл за мiрою P вигляду

E ξ :=

∫
S

ξ(ω)P (dω) ≡
∫
R

x fξ(x) dx

називається математичним сподiванням в.в. ξ (якщо iнтеграли iснують).
Нехай q ≥ 1 – деяке число. Випадковим простором Лебега Lq(S,F ,P ) на-

звемо множину всiх випадкових величин зi скiнченним абсолютним моментом
q -го порядку, тобто

Lq(S,F ,P ) :=
{
ξ : S→ R

∣∣∣ 1) ξ – вимiрна щодо F функцiя,

2) E
[
|ξ|q
]
< +∞, тобто

∫
S

|ξ(ω)|q P (dω) < +∞
}
. (2.89)

Замiсть позначення Lq(S,F ,P ) часто пишуть Lq(S) чи просто Lq . Ото-
тожнимо випадковi величини ξ1 та ξ2 як елементи простору Lq у випадку,
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якщо P {ω ∈ S | ξ1(ω) 6= ξ2(ω)} = 0 (писатимемо при цьому ξ1 = ξ2 майже
напевно (м.н.)). Вiдомим є такий факт.

Твердження 2.9. Множина функцiй Lq , 1 ≤ q < +∞ , з (2.89) є банаxовим
простором стосовно норми

||u||Lq :=
(
E
[
|ξ|q
])1/q

≡
(∫
S

|ξ(ω)|q P (dω)
)1/q

.

Крiм того, Lp
_
	 Lq при p ≥ q . При q = 2 простiр L2 є гiльбертовим зi

скалярним добутком (ξ, η)L2
:= E [ξη].

Послiдовнiсть випадкових величин {ξk}k∈N збiгається до в.в. ξ в середньо-
му квадратичному, якщо вона збiгається до ξ в сенсi простору L2 , тобто
якщо ||ξk − ξ||L2

−→
k→∞

0 . При цьому пишуть ξ = l.i.m.
k→∞

ξk (limit in mean).
Нехай T > 0 та d ∈ N – числа, B(0, T ) – борелiвськi пiдмножини [0, T ] ,

P := B(0, T )×F (2.90)

– найменша σ -алгебра, що мiстить множини вигляду B×F , де B ∈ B(0, T )

та F ∈ F .

Означення 2.6. Вимiрне стосовно P вiдображення

Θ0,T 3 (t, ω) 7→ z(t, ω) ∈ Rn (2.91)

називатимемо BF-вимiрною функцiєю.

Лема 2.4. Якщо функцiя z з формули (2.91) є
(i) неперервною за t ∈ [0, T ] для P -майже всiх фiксованих ω ∈ S ,
(ii) вимiрною за ω ∈ S для всiх фiксованих t ∈ [0, T ] ,

то вона є BF-вимiрною.

Доведення. Для спрощення записiв проведемо доведення леми у випадку
d = 1 та T = 1 . Для доведення достатньо побудувати послiдовнiсть {zk}k∈N
BF-вимiрних функцiї, яка поточково збiгається до функцiї z з (2.91).
Через int(y) позначатимемо цiлу частину числа y ∈ R . Для t ∈ [0, 1]

та y ∈ R через F t
y позначимо прообраз променя (−∞, y) при вiдображеннi

S 3 ω 7→ z(t, ω) ∈ R . З припущення (ii) випливає, що F t
y ∈ F .

Нехай zk(t, ω) := z( int(kt)k , ω) , t ∈ [0, 1] , ω ∈ S , k ∈ N . Оскiльки правильнi
оцiнки y−1

y ≤
int(y)
y ≤ y+1

y , то lim
y→+∞

int(y)
y = 1, i тому з припущення (i) для

всiх t ∈ [0, 1] та P -майже всiх ω ∈ S матимемо, що lim
k→+∞

zk(t, ω) = z(t, ω).
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Для завершення доведення залишилося лише показати BF-вимiрнiсть ко-
жного zk . Цей факт випливає з таких очевидних мiркувань.

zk(t, ω) =



z(0, ω), t ∈ [0, 1
k),

z(1
k , ω), t ∈ [1

k ,
2
k),

...

z(k−1
k , ω), t ∈ [k−1

k , 1),

z(1, ω), t = 1.

ω ∈ S, k ∈ N.

Крiм того, прообраз променя (−∞, y) має вигляд

z−1
k

(
(−∞, y)

)
=
(k−1⋃
i=0

[ i
k
,
i+ 1

k

)
× F i/k

y

)
∪
(
{t = 1} × F 1

y

)
.

Ця множина належить до P як скiнченне об’єднання множин з P . �
Поряд з узагальненим (звичайним у випадку сталого показника iнтегров-

ностi) простором Лебега (1.24) та випадковим простором Лебега (2.89) роз-
глянемо їх поєднання. Нехай q ∈ B+((0, T )) , q0 > 1 (див. (1.19) та (1.21)).
Узагальненим випадковим простором Лебега Lq(t)(Θ0,T ) назвемо множину

Lq(t)(Θ0,T ) :=
{
z : Θ0,T → R

∣∣∣ 1) z є BF-вимiрною функцiєю,

2) ρq(z; Θ0,T ) :=

T∫
0

∫
S

|z(t, ω)|q(t) P (dω) dt < +∞
}
, (2.92)

на якiй введено вiдповiдну норму Люксембурга типу (1.25).
Зрозумiло, що введенi поняття можна узагальнити на функцiї трьох i бiль-

ше змiнних. Нам буде зручно користуватися таким позначенням: нехай B(Ω)

– борелiвськi пiдмножини Ω ⊂ Rn ,

K := B(Ω)× P (2.93)

– найменша σ -алгебра, яка мiстить всi множини вигляду B ×K , де
B ∈ B(Ω) , K ∈ P .

Означення 2.7. Вимiрне стосовно K вiдображення

Π0,T 3 (x, t, ω) 7→ ũ(x, t, ω) ∈ Rn (2.94)

називатимемо BBF-вимiрною функцiєю.

Наприкiнцi пiдроздiлу нагадаємо ще таке корисне твердження.
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Твердження 2.10 (теорема 1 [74], с. 114). Якщо функцiя f є вимiрною,
функцiя g є iнтегровною i виконується нерiвнiсть |f | ≤ g , то функцiя f

є iнтегровною.

2.2.2. Випадковi процеси та їхнi властивостi. Нагадаємо таке поняття. Ви-
падковим процесом (далi – в.п.) називають функцiю ξ = ξ(t, ω) двох змiнних
t ∈ [0, T ] , ω ∈ S . При цьому змiнну ω ∈ S часто називають випадковою змiн-
ною, а змiнну t ∈ (0, T ) – детермiнованою (невипадковою) змiнною.
Ми, переважно, матимемо справу з вiнерiвським процесом, означення якого

наведемо для зручностi (див. [20, c. 37] та [60, с. 38]).

Означення 2.8. В.п. W = W (t, ω) називається вiнерiвським процесом,
якщо
1w) W (0, ω) = 0 м.н.;
2w) для довiльних 0 < t1 < t2 < . . . < tk випадковi величини

W (t1), W (t2)−W (t1), W (t3)−W (t2), ...,W (tk)−W (tk−1)

є незалежними в сукупностi;
3w) для всiх t > s ≥ 0 випадкова величина W (t) −W (s) є нормальною

класу N(0, t− s) , тобто, має PDF вигляду

f(x) =
1√

2π(t− s)
e
− x2

2(t−s) , x ∈ R. (2.95)

Лема 2.5. Вiнерiвський процес W (t, ω) , (t, ω) ∈ Θ0,T , є BF-вимiрною фун-
кцiєю та належить до простору C([0, T ];Lp) для довiльного p ∈ [1,+∞) .

Доведення. За означенням W є вимiрною функцiєю за змiнною ω . З [60,
с. 51] випливає, що вiнерiвський процес є неперервним за t ∈ [0, T ] . Тому з
леми 2.4 зразу матимемо його BF-вимiрнiсть.
Подальше доведення леми у випадку p = 2 зроблено у лемi 13 [15] (див.

також [27, с. 212]). Для p ≥ 1 матимемо таке. Нехай t1, t2 ∈ [0, T ] , t1 < t2 .
Тодi W (t2) − W (t1) ∈ N(0, t2 − t1) . З вигляду (2.95) щiльностi цiєї в.в. та
означення математичного сподiвання отримаємо, що

I := E
[
|W (t2)−W (t1)|p

]
=

+∞∫
−∞

|x|pf(x) dx =

+∞∫
−∞

|x|p e−
x2

2(t2−t1)√
2π(t2 − t1)

dx.
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Зробивши замiну x  y , де x =
√

2(t2 − t1)y (тодi dx =
√

2(t2 − t1) dy ),
матимемо:

I =
1√

2π(t2 − t1)

+∞∫
−∞

(√
2(t2 − t1)

)p
|y|p e−y2√

2(t2 − t1) dy =

=
2p/2(t2 − t1)p/2√

π

+∞∫
−∞

|y|p e−y2

dy = C1(p)(t2 − t1)p/2.

Тому ||W (t2)−W (t1)||Lp ≤
√
C1(p)(t2 − t1)1/2 i лему повнiстю доведено. �

Лема 2.6. Вiнерiвський процес W належить до узагальненого випадкового
простору Лебега Lq(t)(Θ0,T ) для кожного показника q ∈ B+((0, T )) , q0 > 1 .

Доведення. Для функцiї q ∈ B+((0, T )) використаємо вiдповiднi позначе-
ння (1.21). Тодi q(t) ≤ q0 < q0 + 1 , t ∈ [0, T ] . З узагальненої нерiвностi
Юнга (2.154) для показникiв q = q0+1

q(t) > 1 та q′ (див. (1.22)) випливає оцiнка
|W (t, ω)|q(t) ≤ |W (t, ω)|q0+1 + C2, де стала C2 > 0 не залежить вiд t, ω,W .
Використавши цю оцiнку, лему 2.5 та твердження 2.10, матимемо нерiвнiсть

T∫
0

∫
S

|W (t, ω)|q(t) P (dω) dt ≤
T∫

0

∫
S

|W (t, ω)|q0+1 P (dω) dt+

+ C2

T∫
0

∫
S

P (dω) dt ≤ T ||C([0, T ];Lq0+1)||q
0+1 + TC2 < +∞. �

2.2.3. Iнтегрування випадкових процесiв за часовою змiнною. Зауважимо,
що для випадкових процесiв ξ ∈ C([0, T ];Lp) чи ξ ∈ L1(0, T ;Lp) , p ≥ 1 ,
стандартним чином можна визначити Lp -значний (загалом, L1 -значний) iн-

теграл Бохнера (див., наприклад, [102, c. 22])
T∫
0

ξ(t, ω) dt. Нагадаємо деякi

його властивостi.

Твердження 2.11 (лема 14, [15]). Якщо g ∈ L∞(0, T ) – детермiнована
функцiя, η ∈ L1(0, T ;L1) – випадковий процес, то

∀ t1, t2 ∈ [0, T ] : E
[ t2∫
t1

g(t)η(t, ω) dt
]

=

t2∫
t1

g(t)E [η(t, ω)] dt.
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Зауваження 2.1. Оскiльки W ∈ C([0, T ];Lp) , p ≥ 1 , то для всiх фун-
кцiй h ∈ Lr([0, T ]) , r ≥ 1 , коректним є Lp -значний iнтеграл Бохнера
T∫
0

h(t)W (t, ω) dt. Зокрема, матимемо, що hW ∈ Lr(0, T ;Lp) , бо

||h(t)W (t, ·)||Lp = |h(t)| · ||W (t, ·)||Lp ≤ C3|h(t)|, t ∈ [0, T ], (2.96)

згiдно з теоремою про обмеженiсть неперервної на [0, T ] функцiї.

Нехай C1([0, T ]) – простiр детермiнованих неперервно-диференцiйовних на
[0, T ] функцiй, g′ – похiдна функцiї g ∈ C1([0, T ]) ,

Ψ0 := {g ∈ C1([0, T ]) | g(0) = g(T ) = 0}. (2.97)

Припустимо, що g – невипадкова функцiя, причому, спочатку g ∈ Ψ0 .

Означення 2.9. Iнтегралом Пелi-Вiнера-Зигмунда вiд детермiнованої фун-
кцiї g ∈ Ψ0 по випадковому вiнерiвському процесу W називається вираз

(PWZ)

T∫
0

g(t) dW (t, ω) := −
T∫

0

g′(t)W (t, ω) dt. (2.98)

Iнтеграл справа в (2.98) – це iнтеграл Бохнера, який iснує згiдно оцiнок
типу (2.96). Проблемою цього означення PWZ -iнтеграла є те, що функцiя
g повинна занулятися в точках t = 0 та t = T . Цю проблему усувають так.
Нехай g – невипадкова функцiя, g ∈ L2(0, T ) . Нехай послiдовнiсть функцiї
{gm}m∈N задовольняє умову

{gm}m∈N ⊂ Ψ0, gm −→
m→∞

g в просторi L2(0, T ).

Вiдомо, що така послiдовнiсть функцiї {gm}m∈N завжди iснує.

Означення 2.10. Iнтегралом Пелi-Вiнера-Зигмунда вiд детермiнованої фу-
нкцiї g ∈ L2(0, T ) по випадковому вiнерiвському процесу W назвемо вираз

(PWZ)

T∫
0

g(t) dW (t, ω) = l.i.m.
m→∞

(PWZ)

T∫
0

gm(t) dW (t, ω), (2.99)

тобто границю в просторi L2 послiдовностi iнтегралiв вiд gm ∈ Ψ0 .

Властивостi PWZ-iнтегралiв (2.98)-(2.99) розглянуто, зокрема, в [60]. Ми
наведемо лише деякi з них.
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Твердження 2.12 (про властивостi PWZ -iнтеграла, [60], с. 59). Нехай W

– вiнерiвський процес. Тодi якщо g ∈ L2(0, T ) , то

E
[ T∫

0

g(t) dW (t, ω)
]

= 0, E
[( T∫

0

g(t) dW (t, ω)
)2]

=

T∫
0

|g(t)|2 dt. (2.100)

Твердження 2.13 (формула Ньютона-Лейбнiца, див. [20], с. 265).

∀ t1, t2 ∈ [0, T ], t1 < t2 :

t2∫
t1

dW (t) = W (t2)−W (t1). (2.101)

2.2.4. Диференцiювання випадкових процесiв за часовою змiнною. Вiзьмемо
випадковий процес α ∈ L1(0, T ;L1) та невипадкову функцiю β ∈ L2(0, T ) .

Означення 2.11. Якщо деякий випадковий процес u для всiх t1, t2 ∈ [0, T ] ,
t1 < t2 , задовольняє умову

u(t2, ω) = u(t1, ω) +

t2∫
t1

α(t, ω) dt+

t2∫
t1

β(t) dW (t, ω), (2.102)

то стохастичним диференцiалом випадкового процесу u називається вираз

du(t, ω) = α(t, ω) dt+ β(t) dW (t, ω), (t, ω) ∈ Θ0,T , (2.103)

де dt – звичайний диференцiал детермiнованої змiнної t , dW (t, ω) – дифе-
ренцiал вiнерiвського процесу.

Зупинемося на поняттi диференцiйовностi детальнiше. Зокрема, процес
η ∈ C([0, T ];L2) називають диференцiйовним в середньоквадратичному ро-
зумiннi, якщо в кожнiй точцi t ∈ [0, T ] iснує границя l.i.m.

h→0

η(t+h)−η(t)
h , яка на-

зивається середньоквадратичною похiдною η в точцi t i позначається η′(t) .
Нехай тепер α ∈ C([0, T ];L2) ⊂ L1(0, T ;L1) ,

η(t, ω) =

t∫
0

α(s, ω) ds, (t, ω) ∈ Θ0,T . (2.104)

З властивостей присутнього в (2.104) iнтеграла Бохнера випливає таке: ви-
падковий процес η з (2.104) буде диференцiйовним в середньоквадратичному
розумiннi, η′(t) = α(t) , t ∈ [0, T ] . Тому стохастичним диференцiалом ви-
падкового процесу (2.104) можна назвати традицiйний в аналiзi вираз

dη(t) = η′(t) dt = α(t) dt. (2.105)
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Переписавши (2.105) у виглядi

dη(t, ω) = α(t, ω) dt+ 0 · dW (t, ω), (2.106)

бачимо, що таке означення повнiстю збiгається з означенням стохастичного
диференцiалу (2.103).
З iншого боку, формула (2.101) може бути записана у виглядi

W (t2, ω) = W (t1, ω) +

t2∫
t1

dW (t, ω), 0 ≤ t1 < t2 ≤ T, ω ∈ S,

що означає таке: вiнерiвський процес W має стохастичний диференцiал, який
можна записати так:

dW (t, ω) = 0 · dt+ 1 · dW (t, ω).

Спробуємо надати цьому виразу iншого значення. Перш за все нагадаємо, що
формулу (2.105) прямо застосувати не можна, бо вiдомо (див. [60, с. 53]), що
t 7→ W (t, ω) – нiде не диференцiйовна функцiя для ω ∈ S .
Далi, для детермiнованої функцiї β ∈ C([0, T ]) ⊂ L2(0, T ) покладемо:

ξ(t, ω) :=

t∫
0

β(s) dW (s, ω), (t, ω) ∈ Θ0,T . (2.107)

Вiдомо, що ξ ∈ C([0, T ];L2) . Проте, не зважаючи на гладкiсть (неперерв-
нiсть) β , вiдомо, що процес ξ не є диференцiйованим в середньоквадра-
тичному. Зокрема, диференцiала dξ в сенсi формули (2.105) не iснує. Але

ξ(t2) − ξ(t1) =
t2∫
t1

β(s) dW (s, ω), i тому, в сенсi формули (2.103), матимемо

такий стохастичний диференцiал в.п. (2.107):

dξ(t, ω) = 0 · dt+ β(t) dW (t, ω).

2.2.5. Простори розподiлiв. Нехай O – область в RN , N ∈ N . Нагадаємо,
що простiр основних функцiй D(O) складається з усiх елементiв просто-
ру C∞0 (O) , причому збiжнiсть послiдовностi {ϕk}k∈N ⊂ D(O) до функцiї
ϕ ∈ D(O) розумiється в наступному сенсi. Iснує компактна множина K ⊂ O
така, що suppϕk , suppϕ ⊂ K та Dαϕk −→

k→∞
Dαϕ рiвномiрно на K для будь-

якого α . Нехай D∗(O) – простiр узагальнених функцiй (розподiлiв), тобто
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усiх лiнiйних функцiоналiв на просторi D(O) , якi неперервнi вiдносно зазна-
ченої збiжностi в D(O) . Нехай

L1
loc(O;B) := {u : O → B | u ∈ L1(K;B) для всiх компактiв K ⊂ O}

та L1
loc(O) := L1

loc(O;R) . Кожну функцiю u ∈ L1
loc(O) ототожнимо з розпо-

дiлом û ∈ D∗(O) , який визначається так:

〈û, φ〉D(O) =

∫
O

u(y)φ(y) dy, φ ∈ D(O). (2.108)

Далi писатимемо просто u замiсть û . Таким чином, отримуємо вкладення

L1
loc(O) ⊂ D∗(O).

Тепер розглянемо B -значнi функцiї, де B – деякий банахiв простiр. Не-
хай тепер O = (0, T ) , D(0, T ) := D((0, T )) – простiр основних функцiй,
D∗(0, T ) := D∗((0, T )) – вiдповiдний простiр розподiлiв, B – деякий банахiв
простiр, D∗(0, T ;B) – простiр векторнозначних розподiлiв, тобто множина
всiх лiнiйних неперервних вiдображень з D(0, T ) в B (див. [50, с. 186]). Дiю
елемента u ∈ D∗(0, T ;B) на пробну функцiю ϕ ∈ D(0, T ) позначатиме-
мо 〈u, ϕ〉D(0,T ) . Зауважимо, що 〈u, ϕ〉D(0,T ) ∈ B для всiх u ∈ D∗(0, T ;B) та
ϕ ∈ D(0, T ) .
Кожну функцiю u ∈ L1

loc(0, T ;B) ототожнимо з ũ ∈ D∗(0, T ;B) так:

〈ũ, ϕ〉D(0,T ) :=

T∫
0

u(t)ϕ(t) dt, ϕ ∈ D(0, T ), (2.109)

Аналогiчно як i при розглядi (2.108), замiсть ũ писатимемо просто u i отри-
маємо вкладення

L1
loc(0, T ;B) ⊂ D∗(0, T ;B).

2.2.6. Похiднi в сенсi розподiлiв. Припустимо зараз, що S – деяка обмежена
область в Rk , k ∈ N , P – мiра Лебега (нагадаємо, що P (S) = 1 ). Позначимо
через ut похiдну за часом деякої функцiї u ∈ L1

loc(Θ0,T ) в сенсi розподiлiв з
простору D∗(Θ0,T ) :

〈ut, ϕ〉D(Θ0,T ) := −
∫

Θ0,T

u(t, ω)ϕt(t, ω) dtdω для ϕ ∈ D(Θ0,T ). (2.110)
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Для деякого простору B , позначимо через u′B похiдну функцiї
u ∈ L1

loc(0, T ;B) у сенсi розподiлiв з простору D∗(0, T ;B) :

〈u′B, θ〉D(0,T ) := −〈u, θ′〉D(0,T ) = −
T∫

0

u(t)θ′(t) dt ∀ θ ∈ D(0, T ). (2.111)

Припустимо, що

u ∈ L1
loc(0, T ;A) ∩ L1

loc(0, T ;B), (2.112)

де простори A та B неперервно вкладаються в деякий топологiчний вектор-
ний простiр V . Тодi для будь-якого θ ∈ D(0, T ) , отримуємо:

〈u′A, θ〉D(0,T ) = −
T∫

0

u(t)θ′(t) dt в A i аналогiчно в V ;

〈u′B, θ〉D(0,T ) = −
T∫

0

u(t)θ′(t) dt в B i аналогiчно в V .

Зауваження 2.2. Якщо (2.112) виконується, то u′A = u′B в просторi
D∗(0, T ;V) . Крiм того, як u′A так i u′B дорiвнюють, наприклад, u′A+B .
Тому, якщо маємо (2.112), то можемо взяти похiдну вiд u в сенсi просто-
ру D∗(0, T ;A + B) i використати для неї просте позначення u′ . Те саме
позначення вживаємо для трьох просторiв замiсть (2.112), тощо.

Вiзьмемо функцiю u ∈ L1(0, T ;L1(S)) = L1(Θ0,T ). Позначимо через ut

похiдну вiд u в сенсi D∗(Θ0,T ) (див. (2.110)), а через u′ – похiдну вiд u в
сенсi D∗(0, T ;L1(S)) (див. (2.111)). Очевидно, ut та u′ коректно визначенi.

Твердження 2.14 (див. твердження 2.6.2 [58], с. 59). Якщо B є банахо-
вим простором таким, що D(S)

_
	 B , то для кожного u ∈ L1(0, T ;L1(S))

виконується таке:
(i) якщо ut ∈ L1(0, T ;B∗) , то u′ = ut в просторi D∗(0, T ;B∗ + L1(S)) ;
(ii) якщо u′ ∈ L1(0, T ;B∗) , то ut = u′ в просторi D∗(Θ0,T ) .

Оскiльки ми маємо справу з функцiями багатьох змiнних, то аналогiчно
як i в [50, с. 187] нам буде зручнiше обидвi введенi похiднi (2.110) та (2.111)
позначити одним символом ut навiть у випадку, коли умови твердження 2.14
не виконуються. Про те, яке означення ми використовуватимемо далi, зазна-
чатимемо окремо.
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2.2.7. Бiлий шум та його використання. Нехай знову (S,F ,P ) – деякий
повний iмовiрнiсний простiр, α ∈ L1(0, T ;L1) , випадковий процес η визна-
чено в (2.104). Тодi похiдна ηt коректно визначена в сенсi розподiлiв з просто-
ру D∗(0, T ;L1) . Крiм того, ηt = α . Тому стохастичний диференцiал (2.105)
можна записати у виглядi

dη = ηt dt.

З iншого боку, вiнерiвський процес W , зокрема, належить до C([0, T ];L2) .
Тому коректно визначена його похiдна в сенсi розподiлiв з D∗(0, T ;L2) , а
саме, Wt – це такий розподiл з D∗(0, T ;L2) , що

〈Wt, φ〉D(0,T ) = −〈W,φt〉D(0,T ), φ ∈ D(0, T ). (2.113)

Тому з представлення розподiлiв у виглядi (2.109) матимемо, що права части-

на (2.113) дорiвнює −
T∫
0

W (t)φt(t) dt. За означенням PWZ-iнтегралу (2.98)

отримаємо, що цей вираз дорiвнює
T∫

0

φ(t) dW (t). (2.114)

Означення 2.12. Похiдна Wt вiнерiвського процесу W в сенсi розподiлiв з
простору D∗(0, T ;L2) називається бiлим шумом.

З формул (2.113)-(2.114) (аналогiчно як i у [114]-[85]) випливає, що бiлий
шум Wt визначається спiввiдношенням:

〈Wt, φ〉D(0,T ) =

T∫
0

φ(t) dW (t), φ ∈ D(0, T ). (2.115)

Зауваження 2.3. Оскiльки L2 ⊂ L1 , то D∗(0, T ;L2) ⊂ D∗(0, T ;L1) (див.
[50, с. 187]) i тому похiдну Wt можна вважати похiдною в сенсi простору
розподiлiв D∗(0, T ;L1) .

Нехай α ∈ L1(0, T ;L1) , β ∈ R . Розглянемо випадковий процес

u(t, ω) = u(0, ω) +

t∫
0

α(s, ω) ds+ β W (t, ω). (2.116)

Використавши властивостi iнтеграла Бохнера, зокрема формулу Ньютона-

Лейбнiца (2.101), отримаємо, що u(t2)− u(t1) =
t2∫
t1

α(s) ds+
t2∫
t1

β dW Тому за
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означенням типу (2.103) процес (2.116) має стохастичний диференцiал

du(t, ω) = α(t, ω) dt+ β dW (t, ω). (2.117)

З iншого боку, випадковий процес (2.116) належить до C([0, T ];L1) , а тому
має таку похiдну в сенсi розподiлiв з простору D∗(0, T ;L1) :

ut = (u(0))t +
( t∫

0

α(s) ds
)
t
+ (β W )t,

яка дорiвнює (див. зауваження 2.3)

ut = α + β Wt. (2.118)

Зауваження 2.4. Порiвнюючи вираз (2.117) з (2.118), домовимося про та-
ке: той факт, що випадковий процес u має стохастичний диференцiал ви-
гляду (2.117) далi записуватимемо у виглядi (2.118).

При дослiдженнi задач для систем типу (2.88) замiсть власне Wt часто слiд
розглядати похiдну в сенсi розподiлiв bt , наприклад, вiд функцiї

b(x, t, ω) = b0(x)W (t, ω), (x, t, ω) ∈ Π0,T , (2.119)

де W – вiнерiвський процес з означення 2.8. Функцiя b0 має властивостi, що
продиктованi специфiкою задачi, яка ставиться для системи (2.88). Зокрема,
b0 може задовольняти краєвi умови та/або рiвнiсть типу (2.88 2 ). Детальнiше
ми зупинемося на цьому у наступному пiдроздiлi.

Зауваження 2.5. Аналогiчно як (2.89) та (2.92) для кожних числа p ≥ 1 ,
нормованого простору Y та функцiй r = r(t) та q = q(x, t) визначимо
простори випадкових величин (функцiй) Lp(S;Y ) , Lp(Θ0,T ;Y ) , Lp(Π0,T ;Y ) ,
Lr(t)(Π0,T ) , Lq(x,t)(Π0,T ) i т.д.

Висновки до пiдроздiлу 2.2. В цьому допомiжному пiдроздiлi розглянуто де-
якi аспекти стохастичного iнтегрування i диференцiювання, введено поняття
бiлого шуму.
Результати пiдроздiлу висвiтлено у [18].
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2.3. Системи Стокса зi змiнними показниками нелiнiйностi та ви-
падковим збуренням. Перенесемо результати пiдроздiлу 2.1 на випадок
системи (2.2) зi змiнним показником нелiнiйностi q = q(x, t) , збуреної випад-
ковим доданком bt типу бiлого шуму, який ми почали розглядати у пiдроздi-
лi 2.2. Для спрощення опустимо нелокальний доданок в системi. Отож, нехай
виконуються позначення (1.4)-(1.6), n ≥ 2 та, додатково, (1.8)-(1.9).
Шукатимемо залежний вiд випадкового параметра ω ∈ S слабкий розв’я-

зок {u, π} , де u = (u1, . . . , un) : Π0,T → Rn та π : Π0,T → R , задачi

ut −
n∑

i,j=1

(
Aij(x, t)uxi

)
xj

+G(x, t)|u|q(x,t)−2u+

+∇π = F (x, t, ω) + bt(x, t, ω), (x, t, ω) ∈ Π0,T , (2.120)

div u = 0, (x, t, ω) ∈ Π0,T , (2.121)∫
Ω

π(x, t, ω) dx = 0, (t, ω) ∈ Θ0,T , (2.122)

u(x, t, ω) = 0, x ∈ ∂Ω, (t, ω) ∈ Θ0,T , (2.123)

u(x, 0, ω) = u0(x, ω), x ∈ Ω, ω ∈ S, (2.124)

зi змiнним показником нелiнiйностi q = q(x, t) та випадковим збуренням
bt = bt(x, t, ω) . Припустимо, що виконуються такi умови:
(A1): Aij – квадратнi матрицi n -го порядку з елемантами з L∞(Q0,T ) ;

Aij = Aji ( i, j = 1, n ); м.д.в. (x, t) ∈ Q0,T та д.в. ξ1, . . . , ξn ∈ Rn ,
виконуються оцiнки

a0

n∑
i=1

|ξi|2 ≤
n∑

i,j=1

(
Aij(x, t)ξ

i, ξj
)
Rn
≤ a0

n∑
i=1

|ξi|2 (0 < a0 ≤ a0 < +∞);

(G1): q ∈ P log(Q0,T ) (див. (1.36)) та q0 ≥ 2 (див. (1.20)); G – квадратна
матриця n -го порядку, G = diag(g1, . . . , gn) , gl ∈ L∞(Q0,T ) та
0 < g0 ≤ gl(x, t) ≤ g0 < +∞ м.д.в. (x, t) ∈ Q0,T , l = 1, n ;

Нехай H – простiр з (2.12), Z1 – простiр з (2.13) при s = 1 ,

V (t) := Z1 ∩ [Lq(x,t)(Ω)]n, U(Q0,T ) := L2(0, T ;Z1) ∩ [Lq(x,t)(Q0,T )]n, (2.125)

V− := Z1 ∩ [Lq0(Ω)]n, U−(Q0,T ) := L2(0, T ;Z1) ∩ [Lq0(Q0,T )]n, (2.126)
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V+ := Z1 ∩ [Lq
0

(Ω)]n, U+(Q0,T ) := L2(0, T ;Z1) ∩ [Lq
0

(Q0,T )]n. (2.127)

Нехай виконуються такi додатковi умови:
(F1): F ∈ L2

(
S;L2(0, T ;H)

)
(див. зауваження 2.5);

(U1): u0 ∈ L2(S;H) (див. зауваження 2.5);
(W1): W – вiнерiвський процес (див. означення 2.8), b0 ∈ Cdiv ,

b(x, t, ω) = b0(x)W (t, ω), (x, t, ω) ∈ Π0,T . (2.128)

Щоб ввести поняття розв’язку задачi (2.120)-(2.124) зробимо в нiй замiну
невiдомої функцiї u! ũ за правилом

u(x, t, ω) = ũ(x, t, ω) + b(x, t, ω). (2.129)

Оскiльки div b = 0 , b|x∈∂Ω = 0 та b|t=0 , то для знаходження нової пари
функцiй {ũ, π} , де ũ = (ũ1, . . . , ũn) : Π0,T → Rn та π : Π0,T → R , отримаємо
таку задачу:

ũt−
n∑

i,j=1

(
Aij(x, t)

(
ũ+b(x, t, ω)

)
xi

)
xj
+G(x, t)

∣∣∣ũ+b(x, t, ω)
∣∣∣q(x,t)−2(

ũ+b(x, t, ω)
)

+

+∇π = F (x, t, ω), (x, t, ω) ∈ Π0,T , (2.130)

div ũ = 0, (x, t, ω) ∈ Π0,T , (2.131)∫
Ω

π(x, t, ω) dx = 0, (t, ω) ∈ Θ0,T , (2.132)

ũ(x, t, ω) = 0, x ∈ ∂Ω, (t, ω) ∈ Θ0,T , (2.133)

ũ(x, 0, ω) = u0(x, ω), x ∈ Ω, ω ∈ S. (2.134)

Нехай оператори A(t) : Z1 → Z∗1 та A : L2(0, T ;Z1) → L2(0, T ;Z∗1) взято
з (2.16)-(2.17). Визначимо оператори N(t) : [Lq(x,t)(Ω)]n → [Lq

′(x,t)(Ω)]n та
N : [Lq(x,t)(Q0,T )]n → [Lq

′(x,t)(Q0,T )]n за правилами

(N(t)s)(x) := G(x, t)|s(x)|q(x,t)−2s(x), (x, t) ∈ Q0,T , s ∈ [Lq(x,t)(Ω)]n, (2.135)

(Nr)(x, t) := G(x, t)|r(x, t)|q(x,t)−2r(x, t), (x, t) ∈ Q0,T , (2.136)

r ∈ [Lq(x,t)(Q0,T )]n . По аналогiї з (2.22)-(2.23) введемо оператори
S(t) : V (t)→ V ∗(t) та S : U(Q0,T )→ [U(Q0,T )]∗ так:

〈S(t)z, w〉V (t) := 〈A(t)z, w〉Z1
+ (N(t)z, w)Ω, z, w ∈ V (t), t ∈ (0, T ), (2.137)
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〈Su, v〉U(Q0,T ) := 〈Au, v〉L2(0,T ;Z1) +

∫
Q0,T

(Nu)(x, t) v(x, t) dxdt, (2.138)

u, v ∈ U(Q0,T ) . Припустимо, що виконується умова

q0 > 1, s ∈ N, s ≥ max
{

2,
n

2
, n
(1

2
− 1

q0

)}
, h = min

{
2,

q0

q0 − 1

}
. (2.139)

Зазначимо, що з (2.139) випливає, що простiр Zs з позначення (2.13) задо-
вольняє включення: Zs 	 (Z1 ∩ [Lq

0

(Ω)]n) 	 V (t) , t ∈ [0, T ] .

Означення 2.13. Пара функцiй {ũ, π} називається узагальненим розв’яз-
ком задачi (2.130)-(2.134), якщо
1) ũ ∈ U(Q0,T ) ∩ C([0, T ];Z∗s ) м.н., ũt ∈ [U(Q0,T )]∗ м.н.,

π ∈ W−1,h(0, T ; [Lh(Ω)]n) м.н.;
2) м.н. функцiя ũ задовольняє рiвнiсть∫
Q0,T

[
−ũ zt +

n∑
i,j=1

(
Aij(ũxi + bxi), zxj

)
+
(
G|ũ+ b|q(x,t)−2(ũ+ b), z

)]
dxdt =

=

∫
Q0,T

(F, z) dxdt (2.140)

для всiх пробних функцiй z ∈ Ddiv , тобто, в сенсi просторiв [U(Q0,T )]∗

та D∗div (див. (2.38)) м.н. виконується рiвнiсть

ũt + S(ũ+ b) = F ; (2.141)

3) м.н. функцiя π = π0 + π1
t (π0, π1 ∈ Lh(Q0,T ) , див. (2.14)) задовольняє

рiвнiсть∫
Q0,T

[
−ũ yt +

n∑
i,j=1

(
Aij(ũxi + bxi), yxj

)
+
(
G|ũ+ b|q(x,t)−2(ũ+ b), y

)
−

− π0 div y + π1 div yt

]
dxdt =

∫
Q0,T

(F, y) dxdt. (2.142)

для всiх пробних функцiй y ∈ D , тобто, м.н. в сенсi простору
D∗ виконується рiвняння (2.130) – рiвнiсть

ũt + S(ũ+ b) +∇π = F ; (2.143)

4) π м.н. задовольняє умову (2.132); ũ м.н. задовольняє умову (2.134).
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Означення 2.14. Пара функцiй {u, π} називається узагальненим розв’яз-
ком задачi (2.120)-(2.124), якщо u має вигляд (2.129) та пара функцiй
{ũ, π} є узагальненим розв’язком задачi (2.130)-(2.134).

Основним результатом пiдроздiлу є такi твердження.

Теорема 2.3. Нехай виконуються умови (A1)-(G1), (F1)-(W1). Тодi за-
дача (2.120)-(2.124) має єдиний узагальнений розв’язок {u, π} . Крiм того,
u ∈ L2

(
S; L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;Z1)

)
∩ Lq(x,t)(Π0,T ).

Бенсуссан А. та Темам Р. однi з перших розглянули слабке формулювання
рiвнянь Нав’є-Стокса з бiлим шумом, яке стало основою для багатьох до-
слiджень в теорiї стохастичних диференцiальних рiвнянь. У своїй працi [27],
вони розглядають стохастичну систему

du+ (u · ∇)u dt− ν∆u dt+∇π dt = f(x, t) dt+ Φ(t) dW (t), (2.144)

з умовами (2.121), (2.123), (2.124). Тут ν > 0 , W (t) – цилiндричний вiне-
рiвський процес, f,Φ – деякi функцiї. Задачi для стохастичних диферен-
цiальних рiвнянь, якi охоплюють рiзнi пiдходи до включення бiлого шуму,
розглядають зокрема, у працях [37], [63], [64], [70] та [92]. Мiшану задачу
(2.120)-(2.124) з залежним вiд змiнних (x, t) показником нелiнiйностi та бi-
лим шумом розглянуто, мабуть, вперше.

2.3.1. Детермiнована задача. Розглянемо схожу до (2.130)-(2.134) задачу

ũt −
n∑

i,j=1

(
Aij(x, t)

(
ũ+ b(x, t)

)
xi

)
xj

+G(x, t)
∣∣∣ũ+ b(x, t)

∣∣∣q(x,t)−2(
ũ+ b(x, t)

)
+

+∇π = F (x, t), (x, t) ∈ Q0,T , (2.145)

div ũ = 0, (x, t) ∈ Q0,T , (2.146)∫
Ω

π(x, t) dx = 0, t ∈ (0, T ), (2.147)

ũ|Σ0,T
= 0, (2.148)

ũ(x, 0) = ũ0(x), x ∈ Ω, (2.149)

де функцiї F, b, u0 не залежать вiд випадкового параметра ω (тому казати-
мемо, що це – детермiнована задача). Припустимо, що виконуються умови
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(F2): F ∈ L2(0, T ;H) ;
(U2): u0 ∈ H ;
(W2): b ∈ U(Q0,T ) .

Означення 2.15. Пара функцiй {ũ, π} називається узагальненим розв’яз-
ком детермiнованої задачi (2.145)-(2.149), якщо
1) ũ ∈ U(Q0,T ) ∩ C([0, T ];Z∗s )) , ũt ∈ [U(Q0,T )]∗ ,

π ∈ W−1,h(0, T ; [Lh(Ω)]n) (тут Zs взято з (2.13), h взято з (2.139)),
2) функцiя ũ задовольняє рiвнiсть∫
Q0,T

[
−ũ zt +

n∑
i,j=1

(
Aij(ũxi + bxi), zxj

)
+
(
G|ũ+ b|q(x,t)−2(ũ+ b), z

)]
dxdt =

=

∫
Q0,T

(F, z) dxdt. (2.150)

для всiх пробних функцiй z ∈ Ddiv , тобто, в сенсi просторiв [U(Q0,T )]∗

та D∗div (див. (2.38)) виконується рiвнiсть

ũt + S(ũ+ b) = F ; (2.151)

3) функцiя π = π0 + π1
t (π0, π1 ∈ Lh(Q0,T ) , див. (2.14)) задовольняє

рiвнiсть∫
Q0,T

[
−ũ yt +

n∑
i,j=1

(
Aij(ũxi + bxi), yxj

)
+
(
G|ũ+ b|q(x,t)−2(ũ+ b), y

)
−

− π0 div y + π1 div yt

]
dxdt =

∫
Q0,T

(F, y) dxdt. (2.152)

для всiх пробних функцiй y ∈ D , тобто, в сенсi простору
D∗ виконується рiвняння (2.145) – рiвнiсть

ũt + S(ũ+ b) +∇π = F ; (2.153)

4) π задовольняє умову (2.147); ũ задовольняє умову (2.149).

Теорема 2.4. Нехай виконуються умови (A1)-(G1), (F2)-(W2), сталi s
та h взято з умови (2.139). Тодi iснує розв’язок {ũ, π} детермiнованої
задачi (2.145)-(2.149).

Детермiнованi задачi типу (2.145)-(2.149) мають самостiйний iнтерес. Такi
задачi зi змiнними показниками нелiнiйностi ранiше не вивчалися.
Перш нiж перейти до доведення теореми 2.4 наведемо кiлька фактiв.
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Лема 2.7. Якщо q ∈ B+(O) , q0 > 1 , q′ взято з (1.22), то для всiх a, b ∈ R ,
ε > 0 , та м.д.в. y ∈ O виконується узагальнена нерiвнiсть Юнга

ab ≤ ε |a|q′(y) + Ỹq′(ε) |b|q(y), (2.154)

де Ỹ2(ε) = 1/(4ε) при q(y) ≡ 2 та Ỹq′(ε) = max{ε−
1

q0−1 , ε
− 1
q0−1} iнакше.

Доведення. При q(y) ≡ 2 нерiвнiсть очевидна. При q(y) 6≡ 2 зi стандартної
нерiвностi Юнга для показникiв-чисел q′(y) та q(y) матимемо, що

ab =
(
ε

1
q′(y) |q′(y)|

1
q′(y) a

)
·
(
ε
− 1
q′(y) |q′(y)|−

1
q′(y) b

)
≤

≤ 1

q′(y)

(
ε

1
q′(y) |q′(y)|

1
q′(y) a

)q′(y)

+
1

q(y)

(
ε
− 1
q′(y) |q′(y)|−

1
q′(y) b

)q(y)

=

= ε aq
′(y) +R(y)bq(y),

де

R(y) =
1

q(y)

(
ε
− 1
q′(y) |q′(y)|−

1
q′(y)
)q(y)

=
1

q(y)

1

εq(y)−1

1

|q′(y)|q(y)−1
≤ 1

εq(y)−1
,

що i доводить лему. �

Твердження 2.15 (Зауваження 2, [38], c. 441). Нехай q ∈ B+(O) , q0 ≥ 1 ,
Sq – функцiя з (1.21), ρq є визначеною в (1.23). Тодi для будь-якої функцiї
v ∈ L0(O) виконуються наступнi твердження:
(i) ||v;Lq(y)(O)|| ≤ S1/q(ρq(v;O)) при ρq(v;O) < +∞ ;
(ii) ρq(v;O) ≤ Sq(||v;Lq(y)(O)||) при ||v;Lq(y)(O)|| < +∞ .

Твердження 2.16 (Твердження 4 [42], с. 701). Якщо q ∈ B+(O) та q0 > 1 ,
то правильними є такi твердження:
i) для всiх η1, η2 ∈ Rn та м.д.в. y ∈ O виконується оцiнка∣∣∣|η1|q(y)−2η1−|η2|q(y)−2η2

∣∣∣ ≤ C1(q0, q
0)
(
|η1|+|η2|

)q(y)−1−α(y)

|η1−η2|α(y), (2.155)

де 0 ≤ α(y) ≤ min{1, q(y)− 1} , C1(q0, q
0) := max{1, 22q0, (q0 − 1)22q0};

ii) для всiх ξ1, ξ2 ∈ Rn та м.д.в. y ∈ O виконується оцiнка(
|ξ1|q(y)−2ξ1 − |ξ2|q(y)−2ξ2, ξ1 − ξ2

)
≥

≥ C2(q0, q
0)
(
|ξ1|+ |ξ2|

)q(y)−β(y)

|ξ1 − ξ2|β(y), (2.156)

де max{q(y), 2} ≤ β(y) <∞ , C2(q0, q
0) := min{22q0

, (q0 − 1)22q0}.
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Лема 2.8. Якщо q ∈ B+(O) та q0 > 1 , то для всiх a, b ∈ R виконується
така оцiнка:

|a± b|q(y) ≥ 2−q
0|a|q(y) − |b|q(y). (2.157)

Доведення. Зрозумiло, що |a| = |a± b∓ b| ≤ |a± b|+ |b|. Тому

|a|q(y) ≤ (|a± b|+ |b|)q(y) ≤ (2 max{|a± b|, |b|})q(y) ≤ 2q
0

(|a± b|q(y) + |b|q(y)).

Подiливши цю нерiвнiсть на 2q
0 , отримаємо (2.157). �

Лема 2.9. Якщо v = (v1, . . . , vn) ∈ U(Q0,T ) та ||v;U(Q0,T )|| ≤ 1, то вико-
нуються нерiвностi∫

Q0,T

|(vk)xi|2 dxdt ≤ 1,

∫
Q0,T

|vk|2 dxdt ≤ 1, k, i = 1, n, (2.158)

||vk;Lq(x,t)(Q0,T )|| ≤ 1, k = 1, n, (2.159)

∫
Q0,T

|vk|q(x,t) dxdt ≤ 1, k = 1, n. (2.160)

Доведення. Нехай k ∈ {1, . . . , n} . З (1.3), (2.8), (2.10) матимемо, що

1 ≥ ||v;U(Q0,T )|| = ||v;L2(0, T ;Z1)||+ ||v; [Lq(x,t)(Q0,T )]n|| =

=
( T∫

0

( n∑
l=1

||vl(t);H1(Ω)||
)2

dt
)1/2

+
n∑
l=1

||vl;Lq(x,t)(Q0,T )|| ≥

≥
( T∫

0

||vk(t);H1(Ω)||2 dt
)1/2

+ ||vk;Lq(x,t)(Q0,T )|| =

=
( ∫
Q0,T

[ n∑
i=1

|(vk)xi|2 + |vk|2
]
dt
)1/2

+ ||vk;Lq(x,t)(Q0,T )||.

Звiдси зразу випливають оцiнки (2.158)-(2.159). Нерiвнiсть (2.160) є очеви-
дним наслiдком (2.159) та твердження 2.15. �
Доведення теореми 2.4 розiб’ємо на кiлька крокiв.
Крок 1 (побудова гальоркiнських наближень). Нехай простiр Zs та набiр

функцiй {wµ}µ∈N взято з Твердження 2.2, причому {wµ}µ∈N – ортонормованi
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в H , а тому i в [L2(Ω)]n . Зокрема, {wµ}µ∈N є базою простору V (t) для
кожного t ∈ [0, T ] . Нехай вектор (αm1 , . . . , α

m
m) ∈ Rm є таким, що функцiя

um0 (x) =
m∑
µ=1

αmµ w
µ(x), x ∈ Ω,

задовольняє умову:

um0 −→
m→∞

u0 сильно в H та в [L2(Ω)]n. (2.161)

Не зменшуючи загальностi, вважатимемо, що виконується оцiнка∫
Ω

|um0 (x)|2 dx ≤
∫
Ω

|u0(x)|2 dx. (2.162)

Для кожного m ∈ N розглянемо таку функцiю:

ũm(x, t) =
m∑
µ=1

ϕmµ (t)wµ(x), (x, t) ∈ Q0,T , (2.163)

де (ϕm1 , . . . , ϕ
m
m) – розв’язок системи звичайних диференцiальних рiвнянь

(ũmt (t), wµ)Ω +
〈
S(t)

(
ũ(t) + b(t)

)
, wµ

〉
V (t)

= (F (t), wµ)Ω, (2.164)

t ∈ (0, T ) , µ = 1,m , (див. позначення (2.137)) з початковими умовами

ϕm1 (0) = αm1 , . . . , ϕmm(0) = αmm. (2.165)

Аналогiчно як при доведеннi теореми 2.1 показуємо iснування глобального
розв’язку ϕ = (ϕm1 , ..., ϕ

m
m) ∈ H1(0, T ;Rm) задачi Кошi (2.164)-(2.165). Зро-

зумiло також, що
ũm(0) = um0 . (2.166)

Крок 2 (апрiорнi оцiнки). Помножимо µ -е рiвняння (2.164) на функцiю
ϕmµ (t) i, просумувавши за µ = 1,m , отримаємо:

m∑
µ=1

(
ũmt (t), wµϕmµ (t)

)
Ω
+

m∑
µ=1

〈
S(t)(ũm(t) + b(t)), wµϕmµ (t)

〉
V (t)

=

=
m∑
µ=1

(
F (t), wµϕmµ (t)

)
Ω
, t ∈ (0, T ).

Пiсля iнтегрування за t ∈ (0, τ) ⊂ (0, T ) i певних перетворень, отримаємо:∫
Q0,τ

[
(ũmt , ũ

m)Rn +
n∑

i,j=1

(Aijũ
m
xi
, ũmxj)Rn + (G|ũm + b|q(x,t)−2(ũm + b), ũm)Rn

]
dxdt =



73

=

∫
Q0,τ

[
(F, ũm)Rn −

n∑
i,j=1

(Aijbxi, ũ
m
xj

)Rn
]
dxdt, τ ∈ (0, T ]. (2.167)

Використавши формулу (2.163), ортонормованiсть функцiї {wµ}µ∈N в H та
в [L2(Ω)]n , пiсля iнтегрування частинами i використання (2.162), отримаємо∫

Q0,τ

(ũmt , ũ
m)Rn dxdt =

m∑
µ,s=1

τ∫
0

(ϕms )t(t)ϕ
m
µ (t) dt

∫
Ω

(ws(x), wµ(x))Rn dx =

=
m∑
µ=1

τ∫
0

(ϕmµ )tϕ
m
µ (t) dt =

1

2

m∑
µ=1

τ∫
0

d

dt

(
|ϕmµ (t)|2

)
dt =

=
1

2

m∑
µ=1

|ϕmµ (τ)|2 − 1

2

m∑
µ=1

|ϕmµ (0)|2 =

=
1

2

m∑
µ=1

|ϕmµ (τ)|2
∫
Ω

|wµ(x)|2 dx− 1

2

m∑
µ=1

|ϕmµ (0)|2
∫
Ω

|wµ(x)|2 dx =

=
1

2

∫
Ω

|ũm(x, τ)|2 dx− 1

2

∫
Ω

|ũm(x, 0)|2 dx =
1

2

∫
Ω

|ũm(x, τ)|2 dx−

− 1

2

∫
Ω

|um0 (x)|2 dx ≥ 1

2

∫
Ω

|ũm(x, τ)|2 dx− 1

2

∫
Ω

|u0(x)|2 dx. (2.168)

З узагальненої нерiвностi Юнга типу (2.154) та умови (G1) випливає, що
(вiзьмемо тут ε1 = g0/2 )(

G|ũm + b|q(x,t)−2(ũm + b), ũm
)
Rn

=
(
G|ũm + b|q(x,t)−2(ũm + b), ũm + b

)
Rn
−

−
(
G|ũm + b|q(x,t)−2(ũm + b), b

)
Rn
≥ g0|ũm + b|q(x,t) − g0|ũm + b|q(x,t)−1|b| ≥

≥ g0|ũm + b|q(x,t) − ε1|ũm + b|q(x,t) − C3(ε1)|b|q(x,t) =

=
g0

2
|ũm + b|q(x,t) − C4|b|q(x,t). (2.169)

Зi стандартної нерiвностi Юнга (при q′(x, t) ≡ q(x, t) ≡ 2) одержимо

−
n∑

i,j=1

(
Aijbxi, ũ

m
xj

)
≤

n∑
i,j=1

|Aij| · |bxi| · |ũmxj | ≤ C5

n∑
i,j=1

|ũmxj | · |bxi| ≤

≤
n∑

i,j=1

(
ε2|ũmxj |

2 +C6(ε2) ·C2
5 · |bxi|2

)
= nε2

n∑
i=1

|ũxi|2 +C7(ε2)
n∑
i=1

|bxi|2. (2.170)
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Використавши стандартну нерiвнiсть Юнга, отримаємо таке:

(F, ũm)Rn ≤ |F | · |ũm| ≤
1

2
|F |2 +

1

2
|ũm|2. (2.171)

Використавши (2.168)-(2.171), з рiвностi (2.167) одержимо оцiнку

1

2

∫
Ω

|ũm(x, τ)|2 dx+

∫
Q0,τ

[
(a0 − nε2)

n∑
i=1

|ũmxi|
2 +

g0

2
|ũm + b|q(x,t)

]
dxdt ≤

≤ C8(ε2)F(τ) +
1

2

∫
Q0,τ

|ũm|2 dxdt, (2.172)

де

F(τ) =

∫
Ω

|u0(x)|2 dx+

∫
Q0,τ

[
|F |2+

n∑
i=1

|bxi|2+|b|q(x,t)
]
dxdt, τ ∈ (0, T ]. (2.173)

Нехай y(t) :=
∫

Ω |u
m(x, t)|2 dx, t ∈ [0, T ] . Тодi з (2.172) при ε2 = a0

2n отрима-
ємо оцiнку

1

2
y(τ) ≤ C9F(τ) +

1

2

τ∫
0

y(t) dt, τ ∈ [0, T ].

Тому, з узагальненої леми Гронуола-Белмана (твердження 2.8) випливає, що
y(τ) ≤ C10F(τ) , тобто∫

Ω

|ũm(x, τ)|2 dx ≤ C10F(τ), τ ∈ (0, T ]. (2.174)

З (2.172) i (2.174) слiдує, що∫
Q0,τ

[ n∑
i=1

|ũmxi|
2 + |ũm|2 + |ũm + b|q(x,t)

]
dxdt ≤ C11F(τ), τ ∈ (0, T ]. (2.175)

Враховуючи оцiнку (2.157), звiдси отримаємо∫
Q0,τ

[ n∑
i=1

|ũmxi|
2 + |ũm|2 + |ũm|q(x,t)

]
dxdt ≤ C12 F(τ), τ ∈ (0, T ]. (2.176)

З цiєї оцiнки випливає, що∫
Q0,τ

∣∣∣G|ũm|q(x,t)−2ũm
∣∣∣q′(x,t) dxdt ≤ C13

∫
Q0,τ

|ũm|q(x,t) dxdt ≤ C14. (2.177)

З (2.174) i (2.175) слiдують оцiнки (використаємо позначення (2.136))

||ũm;L∞(0, T ;H)||+ ||ũm;U(Q0,T )|| ≤ C15. (2.178)
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||Nũm; [Lq
′(x,t)(Q0,T )]n|| ≤ C15. (2.179)

Тут сталi C4, . . . , C15 не залежать вiд m .
З (2.178)-(2.179) випливає iснування {ũmk}k∈N ⊂ {ũm}m∈N такої що,

ũmk −→
k→∞

ũ ∗ −слабко в L∞(0, T ;H) i слабко в U(Q0,T ), (2.180)

Nũm −→
k→∞

χ1 слабко в [Lq
′(x,t)(Q0,T )]n. (2.181)

Крок 3 (додатковi оцiнки). Оскiльки, s задовольняє (2.139), то з побудови
простору U(Q0,T ) отримаємо:

U(Q0,T )
_
	 L2(0, T ;H)

_
	 [U(Q0,T )]∗. (2.182)

Використавши позначення (2.126)-(2.127) одержимо, що

Lmax{2,q0}(0, T ;Zs)
_
	 Lmax{2,q0}(0, T ;V+)

_
	 U(Q0,T )

_
	

_
	 Lmin{2,q0}(0, T ;V−). (2.183)

Тому
[U(Q0,T )]∗

_
	 Lr(0, T ;V ∗+)

_
	 Lr(0, T ;Z∗s ), (2.184)

де

r :=
max{2, q0}

max{2, q0} − 1
. (2.185)

Використавши (2.183) i (2.178), отримаємо

||ũm;Lmin{2,q0}(0, T ;V−)|| ≤ C16||ũm;U(Q0,T )|| ≤ C17. (2.186)

З (2.138), (1.33), оцiнки (2.176) та леми 2.9, для всiх v ∈ U(Q0,T ) таких, що
||v;U(Q0,T )|| ≤ 1 , випливає нерiвнiсть

〈S(ũm + b), v〉U(Q0,T ) =

∫
Q0,T

[ n∑
i,j=1

(Aij(ũ
m
xi

+ bxi), vxj) + (G|ũm + b|q(x,t)−2(ũm +

+ b), v)
]
dxdt ≤ C18

∫
Q0,T

[ n∑
i,j=1

|ũmxi + bxi| · |vxj |+ |ũm + b|q(x,t)−1 · |v|
]
dxdt ≤

≤ C19

∫
Q0,T

[ n∑
i=1

|ũmxi|
2+

n∑
i=1

|bxi|2+
n∑
i=1

|vxi|2+|ũm|q(x,t)+|b|q(x,t)+|v|q(x,t)
]
dxdt ≤

≤ C20

{ ∫
Q0,T

[ n∑
i=1

|ũmxi|
2 +

n∑
i=1

|bxi|2 + |ũm|q(x,t) + |b|q(x,t)
]
dxdt+
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+
n∑
k=1

∫
Q0,T

[ n∑
i=1

|(vk)xi|2 + |vk|q(x,t)
]
dxdt

}
≤ C21, (2.187)

де стала C21 > 0 не залежить вiд m . Тому для довiльного v ∈ U(Q0,T )

виконується оцiнка 〈S(ũm + b), v
||v;U(Q0,T )||〉U(Q0,T ) ≤ C21, а тому i оцiнки

〈S(ũm + b), v〉U(Q0,T ) ≤ C21||v;U(Q0,T )|| та

||S(ũm + b); [U(Q0,T )]∗|| ≤ C21, (2.188)

де оператор S взято з (2.138), стала C21 > 0 не залежать вiд m .
Використавши Твердження 2.1, позначення (2.16)-(2.17), (2.138) i (2.27), в

такий же спосiб, як i у [86, Розд. 1, §5.3], перепишимо (2.164) у виглядi

ũmt = P̂ ∗m(F − S(ũm + b)). (2.189)

Таким чином, для чисел r з (2.185) та s з (2.139), використавши (2.189),
оцiнку (2.31), вкладення (2.184) i (2.182) та оцiнку (2.188), отримаємо:

||umt ;Lr(0, T ;Z∗s )|| = ||P̂ ∗m(F − S(ũm + b));Lr(0, T ;Z∗s )|| ≤

≤ ||F − S(ũm + b);Lr(0, T ;Z∗s )|| ≤ C22||F − S(ũm + b); [U(Q0,T )]∗|| ≤

≤ C23

(
||F ;L2(0, T ;H)||+ ||S(ũm + b); [U(Q0,T )]∗||

)
≤ C24, (2.190)

де стала C24 > 0 не залежить вiд m .
Оскiльки, V−

K

⊂ H 	 Z∗s , з (2.186), (2.190), теореми Обена (див. Твердже-
ння 2.5) i Твердження 2.7 отримаємо:

ũmk −→
k→∞

ũ в просторi Lmin{2,q0}(0, T ;H) ∩ C([0, T ];Z∗s ),

ũmk −→
k→∞

ũ майже скрiзь Q0,T .

Тому, (2.149) виконується i (див. (2.181)) χ1 = Nũ .
Крок 4 (граничний перехiд). Вiзьмемо ψ ∈ C1

0([0, T ]) . Коли ми перемно-
жимо рiвнiсть (2.164) на ψ(t) , проiнтегруємо по t ∈ (0, T ) , i перший доданок
проiнтегруємо частинами, отримаємо наступне:∫

Q0,T

[
−
(
ũm, wµ

)
Rn
ψt +

n∑
i,j=1

(
Aij(ũ

m
xi

+ bxi), w
µ
xj

)
Rn
ψ +

+
(
G|ũm + b|q(x,t)−2(ũm + b), wµ

)
Rn
ψ
]
dxdt =

∫
Q0,T

(
F,wµ

)
Rn
ψ dxdt.
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Взявши m = mk i спрямувавши k → ∞ , завдяки довiльностi ψ , того, що
{wµ}µ∈N – база в V (t) та щiльностi Ddiv в U(Q0,T ) отримаємо (2.150) та

〈F , z〉U(Q0,T ) = 0 ∀ z ∈ U(Q0,T ), (2.191)

де F := F − ũt−S(ũ+b) . Отже, ũt ∈ [U(Q0,T )]∗ i (2.151) доведено. Очевидно

F ∈ W−1,2(0, T ; [L2(Ω)]n) + L2(0, T ; [H−1(Ω)]n) + [L
q(x,t)
q(x,t)−1 (Q0,T )]n ⊂

⊂ W−1,h(0, T ; [W−1,h(Ω)]n),

де h взяте з (2.139). Тодi, з узагальненої теореми де Рама (див. Тверджен-
ня 2.4) випливає, що iснує π ∈ W−1,h(0, T ; [W 0,h(Ω)]n) таке, що (2.147), (2.152)
виконуються. Теорему 2.4 доведено. �
Нехай SP (u0, F, b) – множина узагальнених розв’язкiв {ũ, π} детермiно-

ваної задачi (2.145)-(2.149) в сенсi означення 2.15. В теоремi 2.4 ми довели,
що SP (u0, F, b) 6= ∅ .

Означення 2.16. Казатимемо, що розв’язок задачi (2.145)-(2.149) непе-
рервно залежить вiд вхiдних даних u0, F, b , якщо для всiх функцiй u0 ∈ H ,
F ∈ L2(0, T ;H) , b ∈ U(Q0,T ) i для довiльних ε > 0 iснує таке δ > 0 ,
що для довiльних функцiй uδ0 ∈ H , F δ ∈ L2(0, T ;H) , bδ ∈ U(Q0,T ) , якi
задовольняють оцiнки

||uδ0 − u0;H|| < δ, ||F δ − F ;L2(0, T ;H)|| < δ, (2.192)

||bδ − b;U(Q0,T )|| < δ, (2.193)

вiдповiднi розв’язки {ũ, π} ∈ SP (u0, F, b) та {ũδ, πδ} ∈ SP (uδ0, F
δ, bδ) справ-

джують нерiвнiсть

||uδ − u;L∞(0, T ;H)||+ ||uδ − u;U(Q0,T )|| < ε. (2.194)

Зауважимо, що ми в цьому означеннi нiчого не стверджуємо про близькiсть
елементiв π та πδ .

Теорема 2.5. Нехай виконуються умови теореми 2.4. Тодi розв’язок {ũ, π}
задачi (2.145)-(2.149) неперервно залежить вiд вхiдних даних u0, F, b .

Доведення. Нехай {ũ1, π1} ∈ SP (u1
0, F

1, b1) , {ũ2, π2} ∈ SP (u2
0, F

2, b2) . За-
пишемо (2.151) для ũ1 :

ũ1 t + S(ũ1 + b1) = F 1. (2.195)
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Запишемо (2.151) для ũ2 :

ũ2 t + S(ũ2 + b2) = F 2. (2.196)

Вiднявши (2.196) вiд (2.195), подiємо елементами з цiєї рiвностi на елемент
ũ · χ0,τ ∈ U(Q0,T ) , де χ0,τ взято з (1.40) та ũ := ũ1 − ũ2 . Отримаємо:

τ∫
0

[
〈ũt(t), ũ(t)〉V (t) + 〈S(t)(ũ1(t) + b1(t))− S(t)(ũ2(t) + b2(t)), ũ(t)〉V (t)

]
dt =

=

τ∫
0

(F 1(t)− F 2(t), ũ(t))Ω dt, τ ∈ (0, T ].

Використавши формулу iнтегрування частинами (1.44), звiдси одержимо

1

2

∫
Ω

|ũ(x, τ)|2 dx+

∫
Q0,τ

[ n∑
i,j=1

(Aijũxi, ũxj) +
n∑

i,j=1

(Aij(b
1
xi
− b2

xi
), ũxj) +

+
(
G|ũ1 + b1|q(x,t)−2(ũ1 + b1)−G|ũ2 + b2|q(x,t)−2(ũ2 + b2), (ũ1 + b1)− (ũ2 + b2)

)
−

−
(
G|ũ1 + b1|q(x,t)−2(ũ1 + b1)−G|ũ2 + b2|q(x,t)−2(ũ2 + b2), b1 − b2

)]
dxdt =

=
1

2

∫
Ω

|u1
0 − u2

0| dx+

∫
Q0,τ

(F 1 − F 2, ũ) dxdt. (2.197)

Оскiльки q(x, t) ≥ q0 ≥ 2 , то, використавши (2.156) для цього q = q(x, t) та
для β = β(x, t) = q(x, t) , пiсля елементарних перетворень, з (2.197) отрима-
ємо оцiнку

1

2

∫
Ω

|ũ(x, τ)|2 dx+

∫
Q0,τ

[
a0

n∑
i=1

|ũxi|2 + C25|ũ+ b1 − b2|q(x,t)
]
dxdt ≤

≤ 1

2

∫
Ω

|u1
0 − u2

0|2 dx+ I1(τ) + I2(τ) + I3(τ), (2.198)

де стала C25 > 0 залежить лише вiд g0, q0, q
0 ;

I1(τ) =

∫
Q0,τ

|F 1−F 2| · |ũ| dxdt, I2(τ) =

∫
Q0,τ

n∑
i,j=1

||Aij|| · |b1
xi
− b2

xi
| · |ũxj | dxdt,

I3(τ) =

∫
Q0,τ

||G||·
∣∣∣|ũ1 +b1|q(x,t)−2(ũ1 +b1)−|ũ2 +b2|q(x,t)−2(ũ2 +b2)

∣∣∣·|b1−b2| dxdt.
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Зi стандартностi нерiвностi Юнга легко отримати оцiнки:

I1(τ) ≤ 1

2

∫
Q0,τ

|F 1 − F 2|2 dxdt+
1

2

∫
Q0,τ

|ũ|2 dxdt, (2.199)

I2(τ) ≤ C26

∫
Q0,τ

n∑
i,j=1

|b1
xi
− b2

xi
| · |ũxj | dxdt ≤ C27(ε3)

∫
Q0,τ

n∑
i=1

|b1
xi
− b2

xi
|2 dxdt+

+ ε3

∫
Q0,τ

n∑
i=1

|ũxi|2 dxdt, (2.200)

де ε3 > 0 – довiльна стала.
Оскiльки q(x, t) ≥ q0 ≥ 2 , то з оцiнки (2.155) для α = α(x, t) ≡ 1 маємо

I3(τ) ≤ C28

∫
Q0,τ

(
|ũ1 + b1|+ |ũ2 + b2|

)q(x,t)−2

·|ũ+ b1 − b2| · |b1 − b2| dxdt ≤

≤ I1
3(τ) + I2

3(τ), (2.201)

де

I1
3(τ) = C29

∫
A0,τ

(
|ũ1|+|ũ2|+|b1|+|b2|

)q(x,t)−2

·|ũ+b1−b2|·|b1−b2| dxdt, (2.202)

A0,τ = {(x, t) ∈ Q0,τ | q(x, t) > 2}, (2.203)

I2
3(τ) = C30

∫
B0,τ

|ũ+ b1 − b2| · |b1 − b2| dxdt, (2.204)

B0,τ = Q0,τ \ A0,τ = {(x, t) ∈ Q0,τ | q(x, t) ≡ 2}. (2.205)

Очевидно, що виконується оцiнка

I2
3(τ) ≤ ε4

∫
B0,τ

|ũ+ b1 − b2|2 dxdt+ C31(ε4)

∫
B0,τ

|b1 − b2|2 dxdt =

= ε4

∫
B0,τ

|ũ+ b1 − b2|q(x,t) dxdt+ C31(ε4)

∫
B0,τ

|b1 − b2|q(x,t) dxdt. (2.206)

Легко, також, отримати таке узагальнення нерiвностi (2.154):

abc ≤ ε1|a|p(y) + ε2|b|q(y) + Ŷ (ε1, ε2)|c|r(y), (2.207)

де p, q, r ∈ B+(O) , p0, q0, r0 > 1 , 1
p(y) + 1

q(y) + 1
r(y) = 1 для y ∈ O .
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Оскiльки, в кожнiй точцi (x, t) ∈ A0,τ виконується рiвнiсть

1
q(x,t)
q(x,t)−2

+
1

q(x, t)
+

1

q(x, t)
=
q(x, t)− 2

q(x, t)
+

2

q(x, t)
=
q(x, t)

q(x, t)
= 1,

то можна використати нерiвнiсть (2.207) для показникiв q(x,t)
q(x,t)−2 , q(x, t), q(x, t) .

Зробивши це, отримаємо таке:

I1
3(τ) ≤ ε5

∫
A0,τ

(
|ũ1|+ |ũ2|+ |b1|+ |b2|

)q(x,t)
dxdt+

+ ε6

∫
A0,τ

|ũ+ b1 − b2|q(x,t) dxdt+ C32(ε5, ε6)

∫
A0,τ

|b1 − b2|q(x,t) dxdt. (2.208)

Пiдставивши (2.206) та (2.208) в оцiнку (2.201) та збiльшивши областi iнте-
грування A0,τ та B0,τ до Q0,τ , одержимо:

I3(τ) ≤ ε5

∫
Q0,τ

(
|ũ1|+ |ũ2|+ |b1|+ |b2|

)q(x,t)
dxdt+

+(ε4+ε6)

∫
Q0,τ

|ũ+b1−b2|q(x,t) dxdt+C33(ε4, ε5, ε6)

∫
Q0,τ

|b1−b2|q(x,t) dxdt. (2.209)

Застосувавши нерiвностi (2.199), (2.200) та (2.209) до правої частини нерiв-
ностi (2.198), пiсля певних перетворень, отримаємо таке:

1

2

∫
Ω

|ũ(x, τ)|2 dx+

∫
Q0,τ

[
(a0−ε3)

n∑
i=1

|ũxi|2+(C25−ε4−ε6)|ũ+b1−b2|q(x,t)
]
dxdt ≤

≤ ε5

∫
Q0,τ

(|ũ1|+ |ũ2|+ |b1|+ |b2|)q(x,t) dxdt+
1

2

∫
Ω

|u1
0 − u2

0|2dx+

+
1

2

∫
Q0,τ

|F 1 − F 2| dxdt+ C27(ε3)

∫
Q0,τ

n∑
i=1

|b1
xi
− b2

xi
|2 dxdt+

+ C33(ε4, ε5, ε6)

∫
Q0,τ

|b1 − b2|q(x,t) dxdt+
1

2

∫
Q0,τ

|ũ|2 dxdt. (2.210)

Нехай
J(τ) =

∫
Q0,τ

(
|ũ1|+ |ũ2|+ |b1|+ |b2|

)q(x,t)
dxdt. (2.211)

Вибравши ε3, ε4, ε6 > 0 досить малими та використавши (див. (2.157)) оцiнку

|ũ+ (b1 − b2)|q(x,t) ≥ 2−q
0|ũ|q(x,t) − |b1 − b2|q(x,t), (2.212)
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з (2.210) пiсля деяких перетворень одержимо нерiвнiсть∫
Ω

|ũ(x, τ)|2 dxdt+

∫
Q0,τ

[ n∑
i=1

|ũxi|2 + |ũ|q(x,t)
]
dxdt ≤

≤ C34

{
ε5J(τ) + C35(ε5)M(τ) +

∫
Q0,τ

|ũ|2 dxdt
}
, (2.213)

де

M(τ) =

∫
Ω

|u1
0 − u2

0| dx+

∫
Q0,τ

|F 1 − F 2|2 dxdt+

+

∫
Q0,τ

[ n∑
i=1

|b1
xi
− b2

xi
|2 + |b1 − b2|q(x,t)

]
dxdt; (2.214)

ε5 > 0 – довiльне число; стала C35(ε5) > 0 залежить вiд ε5 та не залежить
вiд τ, J(τ),M(τ), ũ ; стала C34 > 0 не залежить вiд ε5, τ, J(τ),M(τ), ũ .
Нехай y(τ) :=

∫
Ω |u(x, τ)|2 dx, τ ∈ (0, T ]. Тодi з (2.213) випливає, що

y(τ) ≤ C34

(
ε5J(τ) + C35(ε5)M(τ) +

τ∫
0

y(t) dt
)
, τ ∈ (0, T ].

Використавши твердження 2.8, бачимо, що

y(τ) ≤
(
C34 · ε5J(τ) + C34 · C35(ε5)M(τ)

)
eC34τ .

Оскiльки J(τ) ≤ J(T ) , M(τ) ≤ M(T ) , eC34τ ≤ eC34T , то з цiєї нерiвностi,
пiсля деяких перепозначень, випливає, що

y(τ) ≤ ε7J(T ) + C36(ε7)M(T ), τ ∈ [0, T ], (2.215)

де ε7 > 0 – довiльне число, стала C36(ε7) залежить вiд ε7 але не залежить
вiд τ, y(τ), J(T ),M(T ) .
Нехай B1(R) – куля радiуса R > 0 в просторi U(Q0,T ) з центром в точцi

нуль цього простору. Тодi iснує R1 > 0 таке, що b1, b2 ∈ B1(R1) . Нехай B2(R)

та B3(R) – кулi радiуса R > 0 в просторах H та L2(0, T ;H) , вiдповiдно, з
центрами у вiдповiдних нульових точках цих просторiв. Тодi iснують числа
R2 > 0 та R3 > 0 такi, що u1

0, u
2
0 ∈ B2(R2) та F 1, F 2 ∈ B3(R3) . З оцiнки

типу (2.175) випливає iснування такого числа R4 > 0 , що ũ1, ũ2 ∈ B1(R4) .
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Нехай R5 = max{R1, ..., R4} . Зафiксуємо довiльне ε > 0 . Розглянемо пра-
ву частину нерiвностi (2.215). З наведених вище мiркувань випливає оцiнка
J(T ) ≤ C37(R5) . Тодi вiзьмемо в (2.215) ε7 = ε

2C37(R5) . Матимемо, що

y(τ) ≤ ε

2
+ C38(R5)M(T ). (2.216)

Вибравши u1
0 близьким до u2

0 , F 1 – до F 2 , b1 – до b2 (у вiдповiдних
просторах), можна зробити M(T ) > 0 досить малим i досягнути оцiнки
C38(R5) ·M(T ) < ε

2 . Пiдставивши її в (2.216), одержимо, що y(τ) < ε . Вра-
ховуючи вигляд y(τ) , звiдси випливає, що

||ũ;L∞(0, T ;H)|| ≤ ε, (2.217)

Використавши (2.217) в правiй частинi (2.213) та провiвши мiркування, ана-
логiчнi як при отриманнi (2.217), з (2.213) отримаємо, що

||ũ;U(Q0,T )|| ≤ C39(ε), (2.218)

де C39(ε)→ +0 при ε→ +0 . Теорему 2.5 доведено. �

Теорема 2.6. Нехай виконуються умови теореми 2.4. Тодi детермiнована
задача (2.145)-(2.149) не може мати бiльше одного розв’язку.

Доведення. Нехай {ũ1, π̃1}, {ũ2, π̃2} ∈ SP (u0, F, b), ũ = ũ1 − ũ2 . Аналогi-
чно як в доведеннi теореми 2.5 отримаємо оцiнку типу (2.198) з b1 = b2 та
нульовою правою частиною. Тому ũ = 0 i тодi аналогiчно як в теоремi 2.2
показуємо, що π1 = π2 . �

2.3.2. Задача з випадковим параметром. Нехай

Γ : H × L2(0, T ;H)× U(Q0,T )→ L∞(0, T ;H) ∩ U(Q0,T )

– таке вiдображення, що
Γ{u0, f, b} = ũ, (2.219)

де {ũ, π} – розв’язок задачi (2.145)-(2.149). З теорем 2.4-2.6 випливає, що
функцiя Γ визначена коректно i є неперервною.
Введемо функцiю випадкового аргументу φ : S→ H×L2(0, T ;H)×U(Q0,T )

за правилом

φ(ω) := {u0(·, ω), F (·, ·, ω), b(·, ·, ω)}, ω ∈ S. (2.220)

Використаємо позначення (2.219) та (2.220) для означення функцiї
Ψ : S→ L∞(0, T ;H) ∩ U(Q0,T ) за таким правилом:
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Ψ(ω) := Γ ◦ φ(ω) = Γ(φ(ω)), ω ∈ S. (2.221)

Отже, для кожного ω ∈ S значення Ψ(ω) дорiвнює ũ(·, ·, ω) , де {ũ, π} –
розв’язок детермiнованої задачi (2.145)-(2.149) з випадковим параметром ω .

Теорема 2.7. Якщо F ∈ L2(S;L2(0, T ;H)) , u0 ∈ L2(S;H) , а також
b ∈ L2(S;L2(0, T ;Z1)) ∩ Lq(x,t)(Π0,T ) , то задача (2.130)-(2.134) має єдиний
розв’язок {ũ, π} . Крiм того,

ũ ∈ L2

(
S;L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;Z1)

)
, ũ ∈ Lq(x,t)(Π0,T ). (2.222)

Доведення. Крок 1. Для кожного фiксованого ω ∈ S задача (2.130)-(2.134)
має розв’язок в сенсi означення 2.13 як розв’язок детермiнованої задачi
(2.145)-(2.149) з випадковим параметром ω ∈ S .
Оскiльки функцiя φ з (2.220) є вимiрною, а Γ є неперервною, то функцiя

Ψ з (2.221) є вимiрною. Отже, ũ буде L∞(0, T ;H)∩U(Q0,T ) -значною випад-
ковою величиною. Крiм того, ũ задовольняє такий аналог оцiнок (2.174) та
(2.176) з доведення теореми 2.4:∫

Ω

|ũ(x, τ, ω)|2 dx ≤ C40F(τ, ω), (2.223)

∫
Q0,τ

[ n∑
i=1

|ũxi(x, t, ω)|2 + |ũ(x, t, ω)|2 + |ũ(x, t, ω)|q(x,t)
]
dxdt ≤

≤ C40F(τ, ω), (2.224)

де стала C40 > 0 не залежить вiд ω, u0, F, b ,

F(τ, ω) =

∫
Ω

|u0(x, ω)|2 dx+

∫
Q0,τ

[
|F (x, t, ω)|2 +

+
n∑
i=1

|bxi(x, t, ω)|2 + |b(x, t, ω)|q(x,t)
]
dxdt, τ ∈ (0, T ], ω ∈ S. (2.225)

Вiзьмемо в (2.223) суттєвий супремум за τ , а в (2.224) вiзьмемо τ = T .
Оскiльки функцiя F(T, ·) належить до L1(S) , то, зiнтегрувавши отриманi
рiвностi за змiнною ω ∈ S , отримаємо iснування iнтегралiв, що гарантують
виконання вкладень (2.222).

Крок 2. Доведення єдиностi проводимо аналогiчно як в теоремi 2.6. Анало-
гiчно, як в доведеннi теореми 2.5 отримаємо оцiнку типу (2.198) з b1 = b2 та
нульовою правою частиною, де ω ∈ S виступатиме як параметр:
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1

2

∫
Ω

|ũ(x, τ, ω)|2 dx+

∫
Q0,τ

[
a0

n∑
i=1

|ũxi(x, t, ω)|2 +

+ C25|ũ(x, t, ω)|q(x,t)
]
dxdt ≤ 0, τ ∈ (0, T ], ω ∈ S, (2.226)

де C25 > 0 , ũ = ũ1 − ũ2 , {ũ1, π1} та {ũ2, π2} – розв’язки задачi (2.130)-
(2.134). Зiнтегрувавши за ω ∈ S , отримаємо звiдси, що ũ1 = ũ2 , наприклад,
в сенсi простору Lq(x,t)(Π0,T ) . Затим стандартно показуємо, що π1 = π2 . �

2.3.3. Доведення теореми 2.3. Якщо виконується умова (W1), то функцiя b

має вигляд (2.128), де b0 ∈ Cdiv . Тодi iснує стала C41 > 0 така, що для всiх
x ∈ Ω виконуються оцiнки

|b0(x)| ≤ C41, |(b0)xi(x)| ≤ C41, i = 1, n. (2.227)

Тому |b(x, t, ω)| ≤ C41|W (t, ω)|, |bxi(x, t, ω)| ≤ C41|W (t, ω)|, i = 1, n. З цих
оцiнок, аналогiчно як при доведеннi леми 2.6 показуємо, що∫
Π0,T

[ n∑
i=1

|bxi(x, t, ω)|2+|b(x, t, ω)|2+|b(x, t, ω)|q(x,t)
]
dxdt P (dω) ≤ C42. (2.228)

Тому функцiя b з умови (W1) задовольняє умови теореми 2.7.
Оскiльки в теоремi 2.7 ми довели iснування єдиного узагальненого розв’яз-

ку задачi (2.145)-(2.149), то згiдно формули (2.129) та означення 2.14 маємо
виконання тверджень теореми 2.3. �

Висновки до пiдроздiлу 2.3. У цьому пiдроздiлi розглянуто нелiнiйну систему
Стокса зi змiнним показником нелiнiйностi та випадковим збуренням. Пока-
зано iснування та єдинiсть її узагальненого розв’язку {ũ, π} .

Висновки до роздiлу 2. У роздiлi 2 дослiджено нелiнiйнi системи Стокса
рiзного типу – детермiнованi, iнтегро-диференцiальнi та стохастичнi. Спершу
розглянуто параболiчну систему Стокса зi сталими показниками нелiнiйностi
та нелокальним оператором пам’ятi. У завершальному пiдроздiлi дослiджено
нелiнiйну систему Стокса зi змiнним показником нелiнiйностi та випадковим
збуренням. Доведено iснування й єдинiсть узагальнених розв’язкiв мiшаних
задач для розглянутих систем.
Результати роздiлу опублiковано у статтях [1], [2] та додатково висвiтлено

у працях [4], [7], [8] та [18].
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3. РОЗДIЛ
СИСТЕМИ ОСКОЛКОВА-СТОКСА

Третiй роздiл дисертацiйної роботи присвячено задачам для систем скла-
днiшого за (2.2) вигляду. Зокрема, розглянемо нелiнiйне входження iнте-
грального доданку та змiнний показник нелiнiйностi, що залежить вiд всiх
незалежних змiнних. Запропонуємо пiдхiд до побудови розв’язку системи ме-
тодом параболiчної регуляризацiї рiвняння div u = 0 . Такий метод в певному
сенсi зручнiший при чисельному знаходженнi розв’язку систем Стокса.

3.1. Системи рiвнянь з малим параметром.
Нехай n ∈ N \ {1} та виконуються позначення (1.4)-(1.7). Спершу шукати-

мемо слабкий розв’язок {uε, πε} задачi

uεt −∆uε + g(x, t) |uε|q(x,t)−2uε + Φ
(∫

Ω

Z(x, t, y)uε(y, t) dy
)

+

+∇πε = F (x, t) в Q0,T , (3.1)

ε(πεt −∆ πε) + div uε = f(x, t) в Q0,T , (3.2)

uε|Σ0,T
= 0, (3.3)

πε|Σ0,T
= 0, (3.4)

uε|t=0 = u0(x) в Ω, (3.5)

πε|t=0 = π0(x) в Ω, (3.6)

де uε = (uε1, . . . , u
ε
n) : Q0,T → Rn та πε : Q0,T → R . Нехай ε > 0 – число,

∆ := ∂2

∂x2
1

+ ∂2

∂x2
2

+ . . . + ∂2

∂x2
n

– лапласiан, ∇ := ( ∂
∂x1
, ∂
∂x2
, . . . , ∂

∂xn
) – градiєнт,

div uε := ∂uε1
∂x1

+∂uε2
∂x2

+. . .+∂uεn
∂xn

– дивергенцiя, Z – n -вимiрна квадратна матрична
функцiя, g, q,Φ, F, f, u0, π0 – деякi функцiї, зокрема, q – змiнний показник
нелiнiйностi системи (3.1). Ми дослiджуємо розв’язнiсть задачi (3.1)-(3.6) та
поведiнку розв’язкiв {uε, πε} цiєї задачi при ε→ +0 .
У своїй статтi [98], Осколков А.П. запропонував апроксимувати систему

Нав’є-Стокса певними параболiчними системами з малим параметром. Цей
пiдхiд є корисним у методах скiнченних рiзниць для розв’язання крайових
задач для систем рiвнянь типу Нав’є-Стокса (див., наприклад, [98]). Перене-
семо цi результати на системи Стокса зi змiнним показником нелiнiйностi i
назвемо їх системи Осколкова-Стокса.
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3.1.1. Формулювання основних результатiв. Нехай Λt(Q0,T ) – множина та-
ких функцiй q : Q0,T → R для яких iснують продовження за межами Q0,T

(ми знову позначимо їх через q ), такi, що виконуються наступнi умови:
(i) q ∈ C(Rt;L

∞(Rn
x)) ∩ B+(Rn+1

x,t ) ; (ii) q0 > 1 ;
(iii) iснує така стала L > 0 , що |q(x, t)−q(x, s)| ≤ L|t−s|, x ∈ Rn, t, s ∈ R.
Множину функцiй p : (0, T )→ R , що задовольняють вiдповiднi умови (i)-

(iii) без змiнної x , позначимо через Λt(0, T ) . Припустимо, що виконуються
такi умови.
(G): g ∈ B+(Q0,T ) ; q ∈ Λt (Q0,T ) ∪ P log(Q0,T ) , q0 > 1 (див. (1.36));
(E): Z– квадратна матриця порядку n з елементами з L∞(Q0,T × Ω) ,

Φ = (φ1, . . . , φn) , Φ(0) = 0 , φ1, . . . , φn ∈ C (R) , iснує константа
L > 0 така, що для всiх ξ1, ξ2 ∈ Rn отримаємо:

|Φ(ξ1)− Φ(ξ2)| ≤ L|ξ1 − ξ2|;

(U): F ∈ [L2(Q0,T )]n , u0 ∈ H (див. позначення (2.12));
(W): f ∈ L2(Q0,T ) , π0 ∈ L2(Ω) .

Введемо такi позначення:

Y1 := H1
0(Ω), Y2 := [H1

0(Ω)]n, Y (t) := Y2 ∩ [Lq(x,t)(Ω)]n, t ∈ [0, T ], (3.7)

U1(Q0,T ) := L2(0, T ;Y1), (3.8)

U2(Q0,T ) := L2(0, T ;Y2) ∩ [Lq(x,t)(Q0,T )]n. (3.9)

Визначимо оператори A1 : Y1 → Y ∗1 , A2 : Y2 → Y ∗2 ,
A1 : U1(Q0,T )→ [U1(Q0,T )]∗ та A2 : L2(0, T ;Y2)→ L2(0, T ;Y ∗2 ) так:

〈A1ξ, η〉Y1
:=

∫
Ω

n∑
i=1

ξxi(x)ηxi(x) dx, ξ, η ∈ Y1; (3.10)

〈A2z, w〉Y2
:=

∫
Ω

n∑
i=1

(
zxi(x), wxi(x)

)
Rn
dx, z, w ∈ Y2; (3.11)

〈A1u, v〉U1(Q0,T ) :=

T∫
0

〈A1u(t), v(t)〉Y1
dt, u, v ∈ U1(Q0,T ); (3.12)

〈A2u, v〉U2(Q0,T ) :=

T∫
0

〈A2u(t), v(t)〉Y2
dt, u, v ∈ U2(Q0,T ). (3.13)
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Аналогiчно як (2.135)-(2.136) визначимо такi оператори:

(N(t)z)(x) := g(x, t)|z(x)|q(x,t)−2z(x), (3.14)

z = z(x) , x ∈ Ω , t ∈ (0, T ) ;

(Nu)(x, t) :=
(
N(t)u(t)

)
(x) = g(x, t)|u(x, t)|q(x,t)−2u(x, t), (3.15)

u = u(x, t), (x, t) ∈ Q0,T . Нехай (див. також (2.20)-(2.21))

(E(t)z)(x) :=

∫
Ω

Z(x, t, y)z(y) dy, (3.16)

z = z(x) , x ∈ Ω , t ∈ (0, T ) ;

(Eu)(x, t) :=
(
E(t)u(t)

)
(x) =

∫
Ω

Z(x, t, y)u(y, t) dy, (3.17)

u = u(x, t) , (x, t) ∈ Q0,T .
Як i (2.22)-(2.23), використовуватимемо позначення (2.9) та такi оператори

S2(t) : Y (t)→ [Y (t)]∗ та S2 : U2(Q0,T )→ [U2(Q0,T )]∗ :

〈S2(t)z, w〉Y (t) := 〈A2(t)z, w〉Y2
+

+ (N(t)z, w)Ω + (E(t)z, w)Ω, z, w ∈ Y (t), t ∈ (0, T ); (3.18)

〈S2u, v〉U2(Q0,T ) := 〈A2u, v〉L2(0,T ;Y2) +

+

∫
Q0,T

[
(Nu)(x, t) + (Eu)(x, t)

]
v(x, t) dxdt, u, v ∈ U2(Q0,T ). (3.19)

Зауваження 3.1. Для гладких функцiй π : Ω→ R1 та z : Ω→ Rn , таких
що z|∂Ω = 0 матимемо∫

Ω

(∇π, z)Rn dx =

∫
Ω

n∑
l=1

πxlzl dx = −
∫
Ω

π
n∑
l=1

(zl)xl dx = −
∫
Ω

π div z dx.

Використавши Зауваження 3.1, дамо наступне означення.

Означення 3.1. Пара функцiй {uε, πε} називається узагальненим розв’яз-
ком задачi (3.1)-(3.6) якщо,

uε ∈ U2(Q0,T ) ∩ C([0, T ]; [L2(Ω)]n), uεt ∈ [U2(Q0,T )]∗,

πε ∈ U1(Q0,T ) ∩ C([0, T ];L2(Ω)), πεt ∈ [U1(Q0,T )]∗;
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для всiх w ∈ U2(Q0,T ) , η ∈ U1(Q0,T ) та τ ∈ (0, T ] отримаємо, що

〈uεt , χ0,τw〉U2(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[ n∑
i=1

(uεxi, wxi)Rn + (Nuε, w)Rn + (Φ(Euε), w)Rn −

− πε divw
]
dxdt =

∫
Q0,τ

(F,w)Rn dxdt, (3.20)

ε〈πεt , χ0,τη〉U1(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[
ε

n∑
i=1

πεxiηxi + η div uε
]
dxdt =

∫
Q0,τ

(f, η)Rn dxdt; (3.21)

також виконуються початковi умови (3.5)-(3.6).

Теорема 3.1. Нехай ε > 0 i виконується умова (G)-(E). Тодi задача (3.1)-
(3.6) не може мати бiльше одного узагальненого розв’язку {uε, πε} .

Нехай ∆0v := v , ∆1v := ∆v – лапласiан, ∆sv := ∆(∆s−1v) , s ∈ N ,

Ws := {v ∈ H2s(Ω) | v|∂Ω = ∆v|∂Ω = . . . = ∆s−1v|∂Ω = 0}, (3.22)

W∗s := [Ws]
∗. (3.23)

Припустимо, що

s ∈ N, s ≥ n
(1

2
− 1

q0

)
, h := min

{
2,

q0

q0 − 1

}
. (3.24)

Зауважимо, що якщо параметр s задовольняє умову (3.24), то матимемо
вкладення [Ws]

n 	 [H1
0(Ω) ∩ Lq0

(Ω)]n 	 Y (t) , t ∈ [0, T ] .

Теорема 3.2. Нехай s взято з (3.24), ∂Ω ∈ C2s , ε > 0 , i виконуються
умови (G)-(W). Тодi задача (3.1)-(3.6) має узагальнений розв’язок {uε, πε} .

Якщо f ≡ 0 , ε = 0 , u := u0 та π := π0 , то з (3.1)-(3.3) та (3.5) отримаємо

ut −∆u+ g(x, t) |u|q(x,t)−2u+ Φ
(∫

Ω

Z(x, t, y)u(y, t) dy
)

+

+∇π = F (x, t) в Q0,T , (3.25)

div u = 0 в Q0,T , (3.26)

u|Σ0,T
= 0, (3.27)

u|t=0 = u0(x) в Ω. (3.28)
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Нехай множини соленоїдальних функцiй (функцiй, для яких виконується
умова нестискуваностi div u = 0 ) Cdiv , H , Zs ( s ∈ N ) та Ddiv взято з (2.11)-
(2.13), (2.38). Зокрема, нехай H – замикання множини Cdiv в [L2(Ω)]n , Z1

– замикання Cdiv в [H1(Ω)]n . Нехай виконуються позначення (2.38), (2.125)-
(2.127), зокрема,

V (t) := Z1 ∩ [Lq(x,t)(Ω)]n, t ∈ [0, T ]; (3.29)

U(Q0,T ) := L2(0, T ;Z1) ∩ [Lq(x,t)(Q0,T )]n. (3.30)

Оскiльки Z1 та [Lq(x,t)(Ω)]n неперервно вкладенi в локально-опуклий про-
стiр [L1(Ω)]n (див. [65, c. 17]), то iз Зауваження 5.12 [65, c. 22] отримаємо, що
простiр V (t) є банаховим зi стандартною нормою перетину просторiв. Легко
показати, що V (t) рефлексивний i сепарабельний. Проведемо аналогiчнi мiр-
кування для U(Q0,T ) . Зауважимо також, що якщо s та h взято з (3.24), то

Zs 	 (Z1 ∩ [Lq
0

(Ω)]n) 	 V (t) , H−1(Ω) 	 W−1,h(Ω) та L
q0

q0−1 (Ω) 	 W−1,h(Ω) .
Розглянемо також простiр

W (Q0,T ) := {u ∈ U(Q0,T ) | ut ∈ [U(Q0,T )]∗} (3.31)

з нормою ||u;W (Q0,T )|| := ||u;U(Q0,T )|| + ||ut; [U(Q0,T )]∗||. Тут ut означає
похiдну за часом в сенсi розподiлiв, яка визначається за правилом

〈ut, ϕ〉Ddiv
:= −

∫
Q0,T

u(x, t)ϕt(x, t) dxdt, ϕ ∈ Ddiv. (3.32)

Згiдно [75, с. 172] маємо виконання формули iнтегрування частинами для
функцiй з W (Q0,T ) та вкладення W (Q0,T ) ⊂ C([0, T ];H) .

Означення 3.2. Пара функцiй {u, π} називається узагальненим розв’яз-
ком задачi (3.25)-(3.28), якщо

u ∈ W (Q0,T ) ∩ C([0, T ];Z∗s ), π ∈ W−1,h(0, T ;Lh(Ω));

для всiх w ∈ U(Q0,T ) та τ ∈ (0, T ] отримаємо, що виконується

〈ut, χ0,τw〉U(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[ n∑
i=1

(uxi, wxi)Rn +

+ (Nu,w)Rn + (Φ(Eu), w)Rn − (F,w)Rn
]
dxdt = 0; (3.33)

виконується початкова умова (3.28); π задовольняє (3.25) в сенсi простору
D∗(Q0,T ) .
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Теорема 3.3. Нехай s взято з (3.24), ∂Ω ∈ C2s , i виконуються умови
(G)-(U). Тодi задача (3.25)-(3.28) має узагальнений розв’язок {u, π} . Крiм
того: i) u буде границею пiдпослiдовностi з множини {uε}ε>0 , де кожне
uε взято з Теореми 3.2; ii) у сенсi простору D∗(0, T ) виконується рiвнiсть∫

Ω

π(x, t) dx = 0. (3.34)

Класичнi системи Стокса зi змiнними показниками нелiнiйностi та iнтегро-
диференцiальними членами розглядали у працях [62], [77], [93] та [109]. Отри-
манi тут результати є узагальненням i доповненням результатiв працi Бугрiя
О.М. [39], де розглянутi деякi системи Стокса зi змiнним показником нелi-
нiйностi, що не залежить вiд t . Задача (3.25)-(3.28) для системи Стокса зi
змiнними показниками нелiнiйностi ранiше не розглядалася.

3.1.2. Допомiжнi факти. Зрозумiло, що (див., зокрема, [12, с. 168])

αβ ≤ εα2

2
+
β2

2ε
, α, β ≥ 0, ε > 0, (3.35)

|γ1 + . . .+ γm|p ≤ mp−1(|γ1|p + . . .+ |γm|p), γ1, . . . , γm ∈ R, m ∈ N. (3.36)

Твердження 3.1 (аналог леми Фату [36], c. 58, 63). Нехай B – банахiв
простiр. Якщо zj −→

j→∞
z слабко, чи ∗ -слабко в просторi B , то виконується

така нерiвнiсть: ||z||B ≤ lim
j→∞
||zj||B .

Твердження 3.2 (лема 2 [41], с. 134). Припустимо, що оператори Неми-
цького N та N визначено в (3.14)-(3.15). Якщо виконується умова (G),
то N : [Lq(x,t)(Ω)]n → [Lq

′(x,t)(Ω)]n та N : [Lq(x,t)(Q0,T )]n → [Lq
′(x,t)(Q0,T )]n –

обмеженi та неперервнi оператори.

Нехай Ws взято з (3.22), s ∈ N . Легко перевiрити, що Ws є рефлексивним
гiльбертовим простором вiдносно скалярного добутку

(u, v)Ws
:= (∆su,∆sv)Ω, u, v ∈ Ws.

Твердження 3.3 (лема 3 [91], c. 229). Якщо ∂Ω ⊂ C2s , то iснує стала
C1 > 0 така, що для кожного v ∈ Ws виконується нерiвнiсть:

||v;H2s(Ω)|| ≤ C1||∆sv;L2(Ω)||. (3.37)
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Твердження 3.3 означає, що Ws 	 H2s(Ω), Ws

_
	 L2(Ω)

_
	 [Ws]

∗.

Нехай {vµ}µ∈N ⊂ H1
0(Ω) – ортонормована база простору L2(Ω) , яка скла-

дається з усiх власних функцiй задачi

−∆ v = λ v в Ω, v|∂Ω = 0, (3.38)

та {λµ}µ∈N ⊂ R>0 – множина вiдповiдних власних значень.

Твердження 3.4 (Теорема 8 [91], с. 230). Якщо ∂Ω ⊂ C2s , то множина
{vµ}µ∈N ⊂ Ws усiх власних функцiй задачi (3.38) є базою в просторi Ws .

Лема 3.1. Якщо ∂Ω ⊂ C2s , ` ∈ N , то iснує база {wµ}µ∈N ⊂ [Ws]
` про-

стору [Ws]
` . Крiм того, для кожного µ ∈ N , всi, крiм однiєї координати

вектор-функцiї wµ дорiвнюють нулю, а ненульова координата wµ є вла-
сною функцiєю задачi (3.38).

Доведення. Для зручностi розглянемо лише випадок ` = 2 . Нехай s ∈ N i
множина {vµ}µ∈N ⊂ Ws взятi з Твердження 3.4. Тодi для всiх v ∈ Ws iснує
послiдовнiсть {vm}m∈N така, що vm −→

m→∞
v в Ws i для всiх m ∈ N отримаємо

vm(x) =
m∑
k=1

γmk v
k(x), x ∈ Ω, де γm1 , . . . , γmm ∈ R . Тодi, для всiх (v, z) ∈ [Ws]

2

ми можемо знайти {(vm, zm)}m∈N таку, що (vm, zm) −→
m→∞

(v, z) в [Ws]
2 i для

кожного m ∈ N отримаємо(
vm(x), zm(x)

)
=
( m∑
k=1

γmk v
k(x),

m∑
k=1

γ̃mk v
k(x)

)
=

=
m∑
k=1

γmk (vk(x), 0) +
m∑
k=1

γ̃mk (0, vk(x)), x ∈ Ω,

де, γm1 , . . . , γmm , γ̃m1 , . . . , γ̃mm ∈ R . Очевидно, що {z | z = (vk, 0) чи z = (0, vk),

k ∈ N} є злiченою множиною. �
Знову розглянемо оператори проектування типу (2.26). Нехай H – гiльбер-

товий простiр, V – рефлексивний сепарабельний банахiв простiр,

V
_
	 H ∼= H∗

_
	 V∗. (3.39)

Нагадаємо, що якщо g ∈ V∗ i, крiм того, g ∈ H , то

〈g, v〉V = (g, v)H, v ∈ V . (3.40)
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Нехай {wj}j∈N – ортонормована база H , m ∈ N– деяке фiксоване число,
M– лiнiйна оболонка {w1, . . . , wm} . Визначимо оператор Pm : H → M рiв-
нiстю (див. (2.26) та [112, с. 527])

Pmh =
m∑
j=1

(h,wj)Hw
j, h ∈ H. (3.41)

Тодi Pm є (єдиним) ортогональним проектором H на M . Крiм того, Pm –
самоспряжений оператор, а з теореми 7.3.6 [112, с. 515] маємо неперервнiсть
Pm i нерiвнiсть

|Pmh|H ≤ |h|H, h ∈ H. (3.42)

Зауваження 3.2. Якщо H = [L2(Ω)]n , V = [Hr(Ω)]n , то формула (3.41)
набуде вигляду

(Pmu)(x) =
m∑
j=1

(u,wj)[L2(Ω)]n w
j(x), x ∈ Ω, u : Ω→ R. (3.43)

Нехай, додатково, {wj}j∈N ⊂ V . Поряд з оператором Pm ∈ L(H,H) роз-
глядатимемо, взагалi кажучи, несамоспряжений оператор P̂m : V → V ви-
значений так:

P̂mv = Pmv для всiх v ∈ V . (3.44)

Спряжений до P̂m оператор позначимо P̂ ∗m . Можна показати, що

P̂ ∗mz =
m∑
j=1

〈z, wj〉V wj, z ∈ V∗, (3.45)

i тому оператор P̂ ∗m : V∗ → V∗ насправдi переводить V∗ в V .
Можна довести, що при нашому виборi {wj}j∈N оператор P̂m належить
L(V ,V) , тобто

|P̂mv|V ≤ |v|V , v ∈ V . (3.46)

Розглянемо тепер функцiї, залежнi i вiд t ∈ [0, T ] . Якщо f ∈ Ls(0, T ;H) ,
s > 1 , Pm : H →M задано в (3.41), то Pmf(t) ∈ H для t ∈ [0, T ] ,

Pmf(t) =
m∑
j=1

(f(t), wj)Hw
j, (3.47)

i з (3.42) випливає оцiнка

||Pmf ||Ls(0,T ;H) ≤ ||f ||Ls(0,T ;H), f ∈ Ls(0, T ;H), (3.48)
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а з (3.46) – оцiнка

||P̂mu||Ls(0,T ;V) ≤ ||u||Ls(0,T ;V), u ∈ Ls(0, T ;V), s > 1. (3.49)

Оскiльки ||D∗||L(B∗,A∗) = ||D||L(A,B) , D ∈ L(A,B) , то з (3.49) для всiх s > 1

матимемо оцiнку

||P̂ ∗mf ;L
s
s−1 (0, T ;V∗)|| ≤ ||f ;L

s
s−1 (0, T ;V∗)||, f ∈ L

s
s−1 (0, T ;V∗). (3.50)

Отже, матимемо таке твердження.

Твердження 3.5 (див. [40], с. 866, 880). Нехай ∂Ω ⊂ C2s , ` ∈ N , Pm та P̂m
визначенi в (2.26) i (2.27) вiдповiдно, де H = [L2(Ω)]` , V = [Ws]

` , s ∈ N ,
{wµ}µ∈N – ортонормована база простору H , взята з Леми 3.1. Тодi, для
всiх w ∈ Lr(0, T ; [W∗s ]`) та r > 1 , отримаємо наступну нерiвнiсть

||P̂ ∗mw;Lr(0, T ; [W∗s ]`)|| ≤ ||w;Lr(0, T ; [W∗s ]`)||. (3.51)

Лема 3.2. Якщо виконується умова (E), то для кожного r > 1 iснує стала
C2 > 0 , така що, для кожного u1, u2 ∈ [Lr(Q0,T )]n отримаємо

||Φ(Eu1)− Φ(Eu2); [Lr(Q0,T )]n|| ≤ C2||u1 − u2; [Lr(Q0,T )]n||. (3.52)

Доведення. Використавши умову (E) i нерiвнiсть Гельдера, отримаємо

||Φ(Eu1)− Φ(Eu2); [Lr(Q0,T )]n||r =
( n∑
l=1

||φl(Eu1)− φl(Eu2);L
r(Q0,T )||

)r
≤

≤ C3

n∑
l=1

∫
Q0,T

|φl(Eu1)− φl(Eu2)|r dxdt ≤

≤ C4

∫
Q0,T

|Φ(Eu1)− Φ(Eu2)|r dxdt ≤ C4L
r

∫
Q0,T

|Eu1 − Eu2|r dxdt =

= C4L
r

∫
Q0,T

∣∣∣∫
Ω

Z(x, t, y)
(
u1(y, t)− u2(y, t)

)
dy
∣∣∣r dxdt ≤

≤ C5

∫
Q0,T

∣∣∣∫
Ω

||Z(x, t, y)||n · |u1(y, t)− u2(y, t)| dy
∣∣∣rdxdt ≤ C6

∫
Q0,T

|u1 − u2|r dydt

i виконується (3.52). �
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Лема 3.3. Нехай виконується умова (G) i позначення (2.127), z ∈ V+ ,

w1, . . . , wm ∈ V+ , m ∈ N , ξ = (ξ1, . . . , ξm) ∈ Rm та w(x, ξ) =
m∑
µ=1

ξµw
µ(x) ,

x ∈ Ω . Тодi функцiя

I(t, ξ) :=

∫
Ω

(
G(x, t)|w(x, ξ)|q(x,t)−2w(x, ξ), z(x)

)
Rn
dx, (3.53)

t ∈ (0, T ) , ξ ∈ Rm , задовольняє L∞ -умову Каратеодорi.

Опустимо доведення, бо воно аналогiчне доведенню леми 3.25 [40, с. 874].

Лема 3.4. Нехай виконується умова (E), z∈ [L2(Ω)]n, w1, . . . , wm∈ [L2(Ω)]n,

m ∈ N , ξ = (ξ1, . . . , ξm) ∈ Rm , w(x, ξ) =
m∑
µ=1

ξµw
µ(x) , x ∈ Ω , оператор E

взято з (3.17). Тодi функцiя

J(t, ξ) :=

∫
Ω

(
Φ
(
(Ew(·, ξ))(x, t)

)
, z(x)

)
Rn
dx, t ∈ (0, T ), ξ ∈ Rm, (3.54)

задовольняє L∞ -умову Каратеодорi.

Опустимо доведення, бо воно аналогiчне доведенню леми 3.27 [40, с. 875].

Лема 3.5. Нехай виконуються умови (G)-(E), позначення (2.9),
{wj}j∈N ⊂ Y2 , {vj}j∈N ⊂ Y1 , m ∈ N , L = col(L1

1, . . . , L
1
m, L

2
1, . . . , L

2
m) , де

L1
µ(t, ξ) := 〈A2z

m, wµ〉Y2
+ (N(t)zm, wµ)Ω + (Φ(E(t)zm), wµ)Ω − (sm, divwµ)Ω,

L2
µ(t, ξ) := ε〈A1s

m, vµ〉Y1
+ (div zm, vµ)Ω,

µ = 1,m , t ∈ (0, T ) , ξ = (ϕ̂1, . . . , ϕ̂m, ψ̂1, . . . , ψ̂m) ∈ Rm ,
zm(x) :=

∑m
µ=1 ϕ̂µw

µ(x), sm(x) :=
∑m

µ=1 ψ̂µv
µ(x), x ∈ Ω . Тодi,(

L(t, ξ), ξ
)
R2m
≥
∫
Ω

[ n∑
i=1

|zmxi |
2 +ε

n∑
i=1

|smxi|
2 +g0|zm|q(x,t)−LE0|zm|2

]
dx, (3.55)

t ∈ (0, T ) , де L взято з умови (E), E0 взято з Леми 2.2 (також див.
позначення типу (1.20) ).

Доведення. Очевидно, що(
L(t, ξ), ξ

)
R2m

=
m∑
µ=1

L1
µ(t, ξ)ϕ̂µ +

m∑
µ=1

L2
µ(t, ξ)ψ̂µ =

〈
A2z

m,
m∑
µ=1

ϕ̂µw
µ
〉
Y2

+
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+
(
N(t)zm,

m∑
µ=1

ϕ̂µw
µ
)

Ω
+
(

Φ(E(t)zm),
m∑
µ=1

ϕ̂µw
µ
)

Ω
−
(
sm, div

m∑
µ=1

ϕ̂µw
µ
)

Ω
+

+ ε
〈
A1s

m,
m∑
µ=1

ψ̂µv
µ
〉
Y1

+
(

div zm,
m∑
µ=1

ψ̂µv
µ
)

Ω
=

= 〈A2z
m, zm〉Y2

+ (N(t)zm, zm)Ω+
(

Φ(E(t)zm), zm
)

Ω
+ε〈A1s

m, sm〉Y1
.

Тодi, отримаємо(
L(t, ξ), ξ

)
R2m

=

∫
Ω

[ n∑
i=1

(zmxi(x), zmxi(x))Rn +
n∑
l=1

g(x, t)|zm(x)|q(x,t)−2|zml (x)|2 +

+
(

Φ(E(t)zm(x)), zm(x)
)
Rn

+ε
n∑
i=1

smxi(x)smxi(x)
]
dx ≥

∫
Ω

[ n∑
i=1

|zmxi |
2 +

+ ε
n∑
i=1

|smxi|
2 + g0|zm|q(x,t)

]
dx−

∫
Ω

∣∣∣(Φ(E(t)zm), zm
)
Rn

∣∣∣ dx. (3.56)

Для наступного доданка використаємо умову (E) i оцiнку (2.45):∫
Ω

∣∣∣(Φ(E(t)zm), zm
)
Rn

∣∣∣ dx ≤ L

∫
Ω

|E(t)zm| · |zm| dx ≤

≤ L|| |E(t)zm|;L2(Ω)|| · || |zm|;L2(Ω)|| ≤

≤ LE0|| |zm|;L2(Ω)|| · || |zm|;L2(Ω)|| = LE0

∫
Ω

|zm|2 dx. (3.57)

Використавши (3.57), з (3.56) отримаємо (3.55). �

3.1.3. Доведення основних теорем. Доведемо основнi твердження.
Доведення Теореми 3.1.Нехай {u1,ε, π1,ε} та {u2,ε, π2,ε} узагальненi розв’яз-

ки задачi (3.1)-(3.6). Нехай uε = u1,ε − u2,ε , πε = π1,ε − π2,ε .
Запишимо (3.20)-(3.21) для {u1,ε, π1,ε} :

〈u1,ε
t , χ0,τw〉U2(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[ n∑
i=1

(u1,ε
xi
, wxi)Rn +

+ (Nu1,ε, w)Rn + (Φ(Eu1,ε), w)Rn − π1,ε divw − (F,w)Rn
]
dxdt = 0, (3.58)

ε〈π1,ε
t , χ0,τη〉U1(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[
ε

n∑
i=1

π1,ε
xi
ηxi + η div u1,ε − (f, η)Rn

]
dxdt = 0. (3.59)
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Запишимо (3.20)-(3.21) для {u2,ε, π2,ε} :

〈u2,ε
t , χ0,τw〉U2(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[ n∑
i=1

(u2,ε
xi
, wxi)Rn +

+ (Nu2,ε, w)Rn + (Φ(Eu2,ε), w)Rn − π2,ε divw − (F,w)Rn
]
dxdt = 0, (3.60)

ε〈π2,ε
t , χ0,τη〉U1(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[
ε

n∑
i=1

π2,ε
xi
ηxi + η div u2,ε − (f, η)Rn

]
dxdt = 0. (3.61)

Вiднявши (3.60) вiд (3.58) i (3.61) вiд (3.59), отримаємо:

〈uεt , χ0,τw〉U2(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[ n∑
i=1

(uεxi, wxi)Rn +

+
(
Nu1,ε−Nu2,ε, w

)
Rn

+
(

Φ(Eu1,ε)−Φ(Eu2,ε), w
)
Rn
−πε divw

]
dxdt = 0, (3.62)

ε〈πεt , χ0,τη〉U1(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[
ε

n∑
i=1

πεxiηxi + η div uε
]
dxdt = 0. (3.63)

Вiзьмемо w = uε в (3.62) i η = πε в (3.63). Додавши отриманi рiвностi,
отримаємо

〈uεt , χ0,τu
ε〉U2(Q0,T ) + ε〈πεt , χ0,τπ

ε〉U1(Q0,T ) +

+

∫
Q0,τ

[ n∑
i=1

|uεxi|
2 + ε

n∑
i=1

|πεxi|
2
]
dxdt+ I1 = I2, (3.64)

де

I1 :=

∫
Q0,τ

g(|u1,ε|q(x,t)−2u1,ε − |u2,ε|q(x,t)−2u2,ε, u1,ε − u2,ε)Rn dxdt ≥ 0,

I2 := −
∫
Q0,τ

(Φ(Eu1,ε)− Φ(Eu2,ε), u1,ε − u2,ε)Rn dxdt.

З умови (E), нерiвностi Кошi-Буняковського-Шварца i (2.46) отримаємо

|I2| ≤
∫
Q0,τ

|Φ(Eu1,ε)− Φ(Eu2,ε)| · |u1,ε − u2,ε| dxdt ≤

≤ L

∫
Q0,τ

|Eu1,ε − Eu2,ε| · |u1,ε − u2,ε| dxdt ≤
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≤ L
( ∫
Q0,τ

|E(u1,ε − u2,ε)|2 dxdt
) 1

2 ·
( ∫
Q0,τ

|u1,ε − u2,ε|2 dxdt
) 1

2

=

= L|| |E(u1,ε − u2,ε)|;L2(Q0,τ)|| ×

× || |u1,ε− u2,ε|;L2(Q0,τ)|| ≤ LE0|| |u1,ε− u2,ε|;L2(Q0,τ)||2 = LE0

∫
Q0,τ

|uε|2 dxdt.

Очевидно, що (див. [23, §1.4], Лема 4.5 [23, с. 119] та [16, с. 46-52])

〈uεt , χ0,τu
ε〉U2(Q0,T ) + ε〈πεt , χ0,τπ

ε〉U1(Q0,T ) =

=
1

2

∫
Ωτ

|uε|2 dx+
ε

2

∫
Ωτ

|πε|2 dx ≥ 1

2

∫
Ωτ

|uε|2 dx.

Тодi, з (3.64) отримаємо
1

2

∫
Ωτ

|uε|2 dx ≤ LE0

∫
Q0,τ

|uε|2 dxdt, τ ∈ (0, T ].

Використавши лему Гронуола-Белмана, матимемо, що
∫

Ωτ
|uε|2 dx ≤ 0 для

τ ∈ (0, T ] . Отже, u1,ε = u2,ε i з (3.64) отримаємо ε
2

∫
Ωτ
|πε|2 dx ≤ 0 for

τ ∈ (0, T ] . Таким чином π1,ε = π2,ε i Теорему 3.1 доведено. �
Доведення Теореми 3.2. Розв’язок будемо будувати за допомогою методу

Фаедо-Гальоркiна.
Крок 1 (побудова наближень). Припустимо, що s задовольняє (3.24), Ws

вiзьмемо з (3.22), {wµ}µ∈N ⊂ [Ws]
n з Леми 3.1 для ` = n , множина

{vµ}µ∈N ⊂ Ws взята з Твердження 3.4. Для простоти припускаємо, що
{wµ}µ∈N ортонормована в [L2(Ω)]n i {vµ}µ∈N ортонормована в L2(Ω) . За-
уважимо, що виконуються вкладення

[Ws]
n

_
	 Y2, Ws

_
	 Y1. (3.65)

Нехай

uε,m(x, t) :=
m∑
k=1

ϕε,mk (t)wk(x), πε,m(x, t) :=
m∑
k=1

ψε,mk (t)vk(x), (x, t) ∈ Q0,T ,

m ∈ N , де невiдомi функцiї ϕε,m1 , . . . , ϕmε,m , ψε,m1 , . . . , ψmε,m задовольняють

(uε,mt (t), wµ)Ω +〈A2u
ε,m(t), wµ〉Y2

+(N(t)uε,m(t), wµ)Ω +(Φ(E(t)uε,m(t)), wµ)Ω−

− (πε,m(t), divwµ)Ω = (F (t), wµ)Ω, t ∈ (0, T ), µ = 1,m, (3.66)
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ε(πε,mt (t), vµ)Ω + ε〈A1π
ε,m(t), vµ〉Y1

+ (div uε,m(t), vµ)Ω =

= (f(t), vµ)Ω, t ∈ (0, T ), µ = 1,m, (3.67)

ϕε,m1 (0) = αm1 , . . . , ϕε,mm (0) = αmm, (3.68)

ψε,m1 (0) = βm1 , . . . , ψε,mm (0) = βmm . (3.69)

Тут числа αm1 , . . . , αmm , βm1 , . . . , βmm ∈ R вибираємо так, що uε,m0 −→
k→∞

u0 сильно

в [L2(Ω)]n , πε,m0 −→
k→∞

π0 сильно в L2(Ω) , де

um0 (x) :=
m∑
µ=1

αmµ w
µ(x), πm0 (x) :=

m∑
µ=1

βmµ v
µ(x), x ∈ Ω.

Зрозумiло, що виконуються наступнi умови: uε,m(0) = um0 , πε,m(0) = πm0 .

Покажемо, що вказанi функцiї iснують. Нехай

ξ = col(ϕε,m1 , . . . , ϕε,mm , ψε,m1 , . . . , ψε,mm ), ξ0 = col(αm1 , . . . , α
m
m, β

m
1 , . . . , β

m
m),

L– функцiя з Леми 3.5. Тодi задача (3.66)-(3.69) набуде вигляду (2.34), де

M(t) = col
(
(F (t), w1)Ω, . . . , (F (t), wm)Ω, (f(t), v1)Ω, . . . , (f(t), vm)Ω

)
.

Аналогiчно до Леми 3.25 та 3.27 [40, с. 874-875] доведемо, що L задовольняє
L∞ -умову Каратеодорi. З умов (U)-(W) випливає, що M ∈ L2(0, T ;R2m) .
Використавши оцiнки (3.55), (3.36) i умови ε,G0 > 0 , отримаємо(
L(t, ξ), ξ

)
R2m
≥ −LE0

∫
Ω

|uε,m|2 dx ≥ −LE0m

∫
Ω

m∑
k=1

|ϕmk (t)|2|wk(x)|2 dx =

= −LE0m(|ϕm(t)|2 + |ψm(t)|2).

Тодi виконується оцiнка (2.36) з функцiями α(t) ≡ LE0m та β(t) ≡ 0 i тому
з теореми Каратеодорi-Ласаля (див. Твердження 2.3) матимемо iснування
ϕm, ψm ∈ W 1,2(0, T ;Rm) , якi задовольняють (3.66)-(3.69).
Крок 2. Помножимо µ -ту рiвнiсть з (3.66) на ϕε,mµ (t) i пiдсумувавши за

µ = 1,m отримаємо:
m∑
µ=1

(
uε,mt (t), wµϕε,mµ (t)

)
Ω
+

m∑
µ=1

〈A2 u
ε,m(t), wµϕε,mµ (t)〉Y2

+

+
m∑
µ=1

(
N(t)uε,m(t), wµϕε,mµ

)
Rn

+
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+
m∑
µ=1

(
Φ(E(t)uε,m(t)), wµϕε,mµ (t)

)
Ω
−

m∑
µ=1

(
πε,m(t), divwµϕε,mµ (t)

)
Ω
=

=
m∑
µ=1

(
F (t), wµϕε,mµ (t)

)
Ω
. (3.70)

Тодi, помноживши µ -ту рiвнiсть (3.67) на ψε,mµ (t) i пiдсумувавши за параме-
тром µ = 1,m , отримаємо

ε
m∑
µ=1

(
πε,mt (t), vµψε,mµ (t)

)
Ω
+ε

m∑
µ=1

〈A1 π
ε,m(t), vµψε,mµ (t)〉Y1

+

+
m∑
µ=1

(
div uε,m(t), vµψε,mµ (t)

)
Ω
=

m∑
µ=1

(
f(t), vµψε,mµ (t)

)
Ω
. (3.71)

Таким чином отримаємо наступне:

(uε,mt (t), uε,m(t))Ω + 〈A2u
ε,m(t), uε,m(t)〉Y2

+ (N(t)uε,m(t), uε,m(t))Rn +

+ (Φ(E(t)uε,m(t)), uε,m(t))Ω − (div uε,m(t), πε,m(t))Ω = (F (t), uε,m(t))Ω,

ε(πε,mt (t), πε,m(t))Ω + ε〈A1π
ε,m(t), πε,m(t)〉Y1

+ (div uε,m(t), πε,m(t))Ω =

= (f(t), πε,m(t))Ω.

Додавши цi рiвностi та проiнтегрувавши за t ∈ (0, τ) ⊂ (0, T ) , отримаємо∫
Q0,τ

[
(uε,mt , uε,m)Rn + επε,mt πε,m

]
dxdt+

τ∫
0

(
L(t, ξ(t)), ξ(t)

)
Rn
dt =

=

∫
Q0,τ

[
(F, uε,m)Rn + (f, πε,m)Rn

]
dxdt, τ ∈ (0, T ]. (3.72)

Очевидно, що∫
Q0,τ

(uε,mt , uε,m)Rn dxdt =

∫
Q0,τ

1

2

∂

∂t
(|uε,m|2) dxdt =

1

2

∫
Ωτ

|uε,m|2 dx− 1

2

∫
Ω

|um0 |2 dx,

∫
Q0,τ

πε,mt πε,m dxdt =

∫
Q0,τ

1

2

∂

∂t
(|πε,m|2) dxdt =

1

2

∫
Ωτ

|πε,m|2 dx− 1

2

∫
Ω

|πm0 |2 dx,

∣∣∣(F, uε,m)Rn + (f, πε,m)Rn
∣∣∣ ≤ |F | · |uε,m|+ |f | · |πε,m| ≤

≤ 1

2

(
|F |2 + |uε,m|2

)
+

1

2ε
|f |2 +

ε

2
|πε,m|2.
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(див. (3.35)). Тодi, з (3.72) та (3.55) випливає, що
1

2

∫
Ωτ

[
|uε,m|2 + ε|πε,m|2

]
dx+

+

∫
Q0,τ

[ n∑
i=1

|umxi|
2 + g0|uε,m|q(x,t) + ε

m∑
i=1

|πmxi |
2
]
dxdt ≤

≤ 1

2

∫
Ω

[
|um0 |2 + ε|πm0 |2

]
dx+

1

2

∫
Q0,τ

[
|F |2 +

1

ε
|f |2
]
dxdt+

+

∫
Q0,τ

[(1

2
+ LE0

)
|uε,m|2 +

ε

2
|πε,m|2

]
dxdt. (3.73)

Нехай y(τ) =
∫

Ω[|uε,m(x, τ)|2 + ε|πε,m(x, τ)|2] dx, τ ∈ [0, T ] . Тодi, з (3.73),
матимемо:

y(τ) ≤ C7Fε(τ) + C8

τ∫
0

y(t) dt, τ ∈ [0, T ],

де

Fε(τ) =

∫
Ω

[
|um0 |2 + ε|πm0 |2

]
dx+

∫
Q0,τ

[
|F |2 +

1

ε
|f |2
]
dxdt, τ ∈ (0, T ], (3.74)

додатнi сталi C7 i C8 не залежать вiд m, τ, ε . Використавши твердження 2.8,
отримаємо оцiнку:

y(τ) ≤ C7 e
C8TFε(τ), τ ∈ [0, T ]. (3.75)

Очевидно, що 0 ≤ Fε(τ) ≤ Fε(T ) ≤ C9 , де додатна стала C9 не залежить
вiд m, τ .
З (3.73) та (3.75) випливає, що∫

Ωτ

[
|uε,m(x, τ)|2 + ε|πε,m(x, τ)|2

]
dx+

∫
Q0,τ

[ n∑
i=1

|uε,mxi |
2 +

+ |uε,m|2 + |uε,m|q(x,t) + ε
n∑
i=1

|πε,mxi |
2 + ε|πε,m|2

]
dxdt ≤ C10, τ ∈ [0, T ]. (3.76)

З Твердження 3.2, Твердження 2.15 та (3.76), отримаємо

||Nuε,m; [Lq
′(x,t)(Q0,T )]n|| ≤ C11||uε,m; [Lq(x,t)(Q0,T )]n|| ≤ C12. (3.77)

З (E), (2.46) та (3.76) випливає оцiнка

||Φ(Euε,m); [L2(Q0,T )]n|| ≤ C13. (3.78)
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Тут сталi C9, . . . , C13 не залежать вiд m, τ . Зауважимо, що якщоf ≡ 0 та
π0 ≡ 0 , то цi сталi також не залежать вiд ε .
З (3.76)-(3.78) випливає iснування пiдпослiдовностей
{uε,mk}k∈N ⊂ {uε,m}m∈N and {πε,mk}k∈N ⊂ {πε,m}m∈N таких, що

uε,mk −→
k→∞

uε ∗ -слабко в L∞(0, T ; [L2(Ω)]n) та слабко в U2(Q0,T ),

πε,mk −→
k→∞

πε ∗ -слабко в L∞(0, T ;L2(Ω)) та слабко в U1(Q0,T ).

Крiм того,
Nuε,mk −→

k→∞
χε1 слабко в [Lq

′(x,t)(Q0,T )]n, (3.79)

Φ(Euε,mk) −→
k→∞

χε2 слабко [L2(Q0,T )]n. (3.80)

Крок 3 (додатковi оцiнки). Використаємо позначення (3.13). З (3.76) випли-
ває нерiвнiсть

||A2u
ε,m; [U2(Q0,T )]∗|| ≤ C14. (3.81)

З побудови простору U2(Q0,T ) i вкладень (3.65) випливає

U2(Q0,T )
_
	 L2(0, T ; [L2(Ω)]n)

_
	 [U2(Q0,T )]∗, (3.82)

U2(Q0,T )
_
	 [Lq(x,t)(Q0,T )]n, [Lq

′(x,t)(Q0,T )]n
_
	 [U2(Q0,T )]∗, (3.83)

Lmax{2,q0}(0, T ; [Ws]
n)

_
	

_
	 Lmax{2,q0}(0, T ;Y2)

_
	 U2(Q0,T )

_
	 Lmin{2,q0}(0, T ;Y2). (3.84)

Таким чином,

[U2(Q0,T )]∗
_
	 Lr(0, T ;Y ∗2 )

_
	 Lr(0, T ; [W∗s ]n), r =

max{2, q0}
max{2, q0} − 1

. (3.85)

Використавши (3.76) i (3.84), отримаємо

||uε,m;Lmin{2,q0}(0, T ;Y2)|| ≤ C15||uε,m;U2(Q0,T )|| ≤ C16. (3.86)

З оцiнки (3.76) випливає нерiвнiсть

||A1π
ε,m; [U1(Q0,T )]∗|| ≤ C17(ε). (3.87)

З побудови простору U1(Q0,T ) , отримаємо

U1(Q0,T )
_
	 L2(0, T ;L2(Ω))

_
	 [U1(Q0,T )]∗ =
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= L2(0, T ;H−1(Ω))
_
	 L2(0, T ;W∗s ). (3.88)

Використавши Твердження 2.1 i позначення (2.26)-(2.27) для H = [L2(Ω)]n

i V = [Ws]
n , таким ж чином як i в [86, с. 77], перепишимо (3.66) у виглядi

uε,mt = P̂ ∗m(F − A1u
ε,m − Nuε,m − Φ(Euε,m)−∇πε,m). (3.89)

Таким чином, з (3.51) при ` = n , вкладень (3.82)-(3.85), i оцiнок (3.76)-(3.78)
та (3.81), випливає, що:

||uε,mt ;Lr(0, T ; [W∗s ]n)|| =

= ||P̂ ∗m(F − S2u
ε,m −∇πε,m);Lr(0, T ; [W∗s ]n)|| ≤

≤ ||F − S2u
ε,m −∇πε,m;Lr(0, T ; [W∗s ]n)|| ≤

≤ C18||F − S2u
ε,m −∇πε,m; [U1(Q0,T )]∗|| ≤

≤ C19

(
||F ; [L2(Q0,T )]n||+ ||A2u

ε,m; [U2(Q0,T )]∗||+ ||Nuε,m; [Lq
′(x,t)(Q0,T )]n||+

+ ||Φ(Euε,m); [L2(Q0,T )]n||+ ||∇πε,m; [L2(Q0,T )]n||
)
≤ C20(ε). (3.90)

Використавши Твердження 2.1 i позначення (2.26)-(2.27) для H = L2(Ω) i
V =Ws , з (3.67) так само, як i (3.89), отримаємо

πε,mt = P̂ ∗m

(1

ε
f − A1π

ε,m − 1

ε
div uε,m

)
. (3.91)

Таким чином, з (3.51) при ` = 1 , вкладень (3.88) i оцiнок (3.76) та (3.87),
отримаємо:

||πε,mt ;L2(0, T ;W∗s )|| =
∣∣∣∣∣∣P̂ ∗m(1

ε
f − A1π

ε,m − 1

ε
div uε,m

)
;L2(0, T ;W∗s )

∣∣∣∣∣∣≤
≤
∣∣∣∣∣∣1
ε
f − A1π

ε,m − 1

ε
div uε,m;L2(0, T ;W∗s )

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ C21

∣∣∣∣∣∣1
ε
f − A1π

ε,m − 1

ε
div uε,m; [U1(Q0,T )]∗

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ C22

(1

ε
||f ;L2(Q0,T )||+ ||A1π

ε,m; [U1(Q0,T ]∗||+ 1

ε
|| div uε,m;L2(Q0,T )||

)
≤

≤ C23(ε). (3.92)
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Оскiльки, Y2

K

⊂ [L2(Ω)]n 	 [W∗s ]n , то з (3.86), (3.90), теореми Обена (див.
Твердження 2.5) i Твердження 2.7 отримаємо:

uε,mk −→
k→∞

uε в просторi Lmin{2,q0}(0, T ; [L2(Ω)]n) ∩ C([0, T ]; [W∗s ]n)

та майже скрiзь в Q0,T .

Отже, χε1 = g|uε|q(x,t)−2uε та χε2 = Φ(Euε) (див. збiжностi (3.79) та (3.80);
використавши (3.52) при r = min{2, q0} ), i (3.5) виконується. Оскiльки,
Y1

K

⊂ L2(Ω) 	 W∗s , з (3.76), (3.92), теореми Обена (див. Твердження 2.5) i
Твердження 2.7 отримаємо:

πε,mk −→
k→∞

πε in L2(0, T ;L2(Ω)) ∩ C([0, T ];W∗s )

та майже скрiзь в Q0,T

i (3.6) виконується.
Крок 4 (граничний перехiд). З (3.66)-(3.67) i наведених вище збiжностей

отримаємо (3.20)-(3.21). Оскiльки uε ∈ U2(Q0,T ) i uεt ∈ [U2(Q0,T )]∗ , отри-
маємо, що uε ∈ C([0, T ]; [L2(Ω)]n) (див. Лема 4.5 [23, с. 119]). Аналогiчно,
πε ∈ C([0, T ];L2(Ω)) i Теорема 3.2 доведена. �
Доведення Теореми 3.3. Використаємо метод параболiчної регуляризацiї.

Припустимо, що функцiї {uε,m}m∈N , {πε,m}m∈N , {uε}ε>0 та {πε}ε>0 взято з
доведення теореми 3.2, де f ≡ 0 та π0 ≡ 0 (див. (3.2) та (3.6)). Вiзьмемо
ε ∈ (0, 1) для спрощення.
Крок 1 (оцiнки). З (3.76) отримаємо∫

Ω

|uε,mk(x, τ)|2 dx+

∫
Q0,τ

n∑
i=1

|uε,mk
xi
|2 dxdt ≤ C24, ε ∈ (0, 1), (3.93)

τ ∈ (0, T ] , k ∈ N . Нагадаємо, що C24 не залежить вiд m, τ, ε . З (3.93) при
τ = T отримаємо

||uε,mk;L2(0, T ;Y2)|| ≤
√
C24.

Для першого доданка з (3.93) отримаємо

ess sup
τ∈(0,T )

||uε,m(τ); [L2(Ω)]n|| ≤
√
C24,

тобто ||uε,mk;L∞(0, T ; [L2(Ω)]n)|| ≤
√
C24. Додавши цi нерiвностi, отримаємо:

||uε,mk;L∞(0, T ; [L2(Ω)]n)||+ ||uε,mk;L2(0, T ;Y2)|| ≤ 2
√
C24. (3.94)
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З (3.94) i Твердження 3.1 матимемо:

2
√
C24 = lim

k→∞
2
√
C24 ≥

≥ lim
k→∞

(
||uε,mk;L∞(0, T ; [L2(Ω)]n)||+ ||uε,mk;L2(0, T ;Y2)||

)
≥

≥ ||uε;L∞(0, T ; [L2(Ω)]n)||+ ||uε;L2(0, T ;Y2)||.
З цiєї нерiвностi випливає, що (див. (3.93) для порiвняння)∫

Ω

|uε(x, τ)|2 dx+

∫
Q0,τ

n∑
i=1

|uεxi|
2 dxdt ≤ C25. (3.95)

З (3.76)-(3.78), (3.86) i Твердження 3.1, аналогiчно до (3.95), матимемо

ε

∫
Ω

|πε(x, τ)|2 dx+

+

∫
Q0,τ

[
|uε|2 + |uε|q(x) + ε

n∑
i=1

|πεxi|
2 + ε|πε|2

]
dxdt ≤ C26, τ ∈ (0, T ], (3.96)

||Nuε; [Lq
′(x,t)(Q0,T )]n|| ≤ C27, (3.97)

||Φ(Euε); [L2(Q0,T )]n|| ≤ C28, (3.98)

||uε;Lmin{2,q0}(0, T ;Y2)|| ≤ C29. (3.99)

Тут сталi C25, . . . , C29 не залежать вiд ε, τ . Отримаємо iснування послiдов-
ностей {uεj}j∈N ⊂ {uε}ε∈(0,1) та {πεj}j∈N ⊂ {πε}ε∈(0,1) таких що

uεj −→
j→∞

u ∗ -слабко в L∞(0, T ; [L2(Ω)]n) та слабко в U2(Q0,T ), (3.100)

√
εjπ

εj −→
j→∞

χ0 ∗ -слабко в L∞(0, T ;L2(Ω)) та слабко в U1(Q0,T ), (3.101)

Nuεj −→
j→∞

χ1 слабко в [Lq
′(x,t)(Q0,T )]n, (3.102)

Φ(Euεj)−→
j→∞

χ2 слабко в [L2(Q0,T )]n. (3.103)

Крок 2 (додатковi оцiнки). Оскiльки U(Q0,T ) ⊂ U2(Q0,T ) , то
A2u

ε ∈ [U(Q0,T )]∗ ,

〈A2u
ε, v〉U(Q0,T ) := 〈A2u

ε, v〉U2(Q0,T ) =

∫
Q0,T

n∑
i=1

(uεxi, vxi)Rn dxdt ≤
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≤ C30||v;U(Q0,T )||,

для всiх v ∈ U(Q0,T ) , де C30 не залежать вiд ε , а також

||A2u
ε; [U(Q0,T )]∗|| ≤ C30. (3.104)

Вiзьмемо ψ ∈ D(0, T ) , помножимо µ -те рiвняння (3.67) з m = mk та
ε = εj на ψ(t) , проiнтегруємо по t ∈ (0, T ) , а перший доданок проiнтегруємо
частинами. Отримаємо∫

Q0,T

[
−εj πεj ,mkvµψt + εj

n∑
i=1

πεj ,mk
xi

vµxiψ + vµψ div uεj ,mk

]
dxdt = 0

(нагадаємо, що f ≡ 0 ). Якщо ми спрямуємо k → ∞ , тодi, пiсля деяких
перетворень, отримаємо

√
εj

∫
Q0,T

[
−(
√
εj π

εj)vµψt +
n∑
i=1

(
√
εjπ

εj)xiv
µ
xi
ψ
]
dxdt+

∫
Q0,T

vµψ div uεj dxdt = 0.

Якщо ми спрямуємо j →∞ , то
∫
Q0,T

vµψ div u dxdt = 0, µ ∈ N , ψ ∈ D(0, T ) ,
а також (3.26) виконується.
Вiзьмемо ϕ ∈ D(0, T ) , помножимо µ -те рiвняння (3.66) з m = mk та

ε = εj на ϕ(t) , проiнтегруємо по t ∈ (0, T ) та перший доданок проiнтегрумо
частинами. Отримаємо∫

Q0,T

[
−(uεj ,mk, wµ)Rnϕt +

n∑
i=1

(uεj ,mk
xi

, wµ
xi

)Rnϕ+ (Nuεj ,mk, wµ)Rnϕ+

+ (Φ(Euεj ,mk), wµ)Rnϕ− πεj ,mϕ divwµ
]
dxdt =

∫
Q0,T

(F,wµ)Rnϕ dxdt.

Якщо ми спрямуємо k →∞ , то отримаємо∫
Q0,T

[
−(uεj , wµ)Rnϕt +

n∑
i=1

(uεjxi, w
µ
xi

)Rnϕ+ (Nuεj , wµ)Rnϕ+ (Φ(Euεj), wµ)Rnϕ−

− πεjϕ divwµ
]
dxdt =

∫
Q0,T

(F,wµ)Rnϕ dxdt.
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Оскiльки Z1 ⊂ H1
0(Ω) , ми легко отримаємо цю рiвнiсть для кожного z ∈ Z1

замiсть wµ . Але div z = 0 i тому, пiсля деяких перетворень, отримаємо∫
Q0,T

−(uεj , z)Rnϕt dxdt =

=

∫
Q0,T

[
−

n∑
i=1

(uεjxi, zxi)Rnϕ+ (F − Nuεj − Φ(Euεj), z)Rnϕ
]
dxdt (3.105)

для кожного ϕ ∈ D(0, T ) та z ∈ Z1 . Аналогiчно, отримаємо (3.105) для
кожного z ∈ Zs , де s взято з (3.24). Тодi, в сенсi просторiв [U(Q0,T )]∗ та
D∗(0, T ;Z∗s ) , отримаємо

u
εj
t = F − A2u

εj − Nuεj − Φ(Euεj). (3.106)

З побудови простору U(Q0,T ) та вибору s з (3.24), матимемо

U(Q0,T )
_
	 [L2(Q0,T )]n

_
	 [U(Q0,T )]∗, (3.107)

Lmax{2,q0}(0, T ;Zs)
_
	 Lmax{2,q0}(0, T ;V1)

_
	 U(Q0,T ). (3.108)

Отже, для r > 1 яке вiзьмемо з (3.85), отримаємо

[U(Q0,T )]∗
_
	 Lr(0, T ;V ∗1 )

_
	 Lr(0, T ;Z∗s ). (3.109)

Використавши (3.97)-(3.98), (3.104), i (3.106)-(3.109), отримаємо

||uεjt ;Lr(0, T ;Z∗s )|| = ||F − A2u
εj − Nuεj − Φ(Euεj);Lr(0, T ;Z∗s )|| ≤

≤ C31||F − A2u
εj − Nuεj − Φ(Euεj); [U(Q0,T )]∗|| ≤

≤ C32(||F ; [L2(Q0,T )]n||+ ||A2u
εj ; [U(Q0,T )]∗||+ ||Nuεj ; [Lq

′(x,t)(Q0,T )]n||+

+ ||Φ(Euεj); [L2(Q0,T )]n||) ≤ C33, (3.110)

де C33 > 0 не залежить вiд εj (див. (3.90) для порiвняння).
Крок 4 (граничний перехiд). Оскiльки, Y2

K

⊂ [L2(Ω)]n 	 Z∗s , з (3.99), (3.110),
теореми Обена (див. Твердження 2.5), i Твердження 2.7 отримаємо:

uεj −→
j→∞

u в просторi Lmin{2,q0}(0, T ; [L2(Ω)]n) ∩ C([0, T ];Z∗s )

та майже скрiзь в Q0,T .
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Тому,
χ1 = g|u|q(x,t)−2u, χ2 = Φ(Eu)

(див. (3.102), (3.103); використавши (3.52) з r = min{2, q0} ) i (3.28) виконує-
ться. Таким чином, з (3.105) та збiжностей наведених вище, випливає що, u
задовольняє (3.33).
Крок 5 (знаходження π ). Зауважимо, що ми поки не можемо довести збi-

жнiсть {πεj}j∈N , наприклад, для розв’язку π задачi (3.25)-(3.28). Знайдемо
π з узагальненої теореми де Рама. З (3.105) отримаємо,

T∫
0

〈F(t), w〉[D(Ω)]n ϕ(t) dt = 0, w ∈ [D(Ω)]n, ϕ ∈ D(0, T ),

де
F := ut + A2u+ Nu+ Φ(Eu)− F, divw = 0,

тому (2.39) виконується.
Нагадаємо, що якщо p1 ≥ p2 , 1

p1
+ 1

p′1
= 1 , 1

p2
+ 1

p′2
= 1 , то p′2 ≥ p′1 та

W
1,p′2
0 (Ω)

_
	 W

1,p′1
0 (Ω) . Тодi

W−1,p1(Ω)
_
	 W−1,p2(Ω) (3.111)

i тому

H−1(Ω) + L
q0

q0−1 (Ω)
_
	 W−1,2(Ω) +W

−1,
q0

q0−1 (Ω)
_
	 W−1,h(Ω), (3.112)

де h взято з (3.24). Якщо X – рефлексивний банахiв простiр та 1
h + 1

h′ = 1 ,
то W 1,1(0, T ;X∗)

_
	 C([0, T ];X∗)

_
	 Lh

′
(0, T ;X∗) ,

Lh(0, T ;X)
_
	 W−1,∞(0, T ;X). (3.113)

Оскiльки u ∈ L∞(0, T ; [L2(Ω)]n) , то ut ∈ W−1,∞(0, T ; [L2(Ω)]n) за означен-
ням (2.14) (див. [107, p. 1099]). Тодi

A2u+Nu+Φ(Eu)−F ∈ L2(0, T ; [H−1(Ω)]n)+[L
q(x,t)
q(x,t)−1 (Q0,T )]n+[L2(Q0,T )]n ⊂

⊂ L2(0, T ; [H−1(Ω)]n) + [L
q0

q0−1 (Q0,T )]n ⊂ Lh
(

0, T ; [H−1(Ω) + L
q0

q0−1 (Ω)]n
)
⊂

⊂ Lh(0, T ; [W−1,h(Ω)]n) ⊂ W−1,∞(0, T ; [W−1,h(Ω)]n),

де h взято з (3.24). Таким чином, F ∈ W−1,∞(0, T ; [W−1,h(Ω)]n) i узагальнена
теорема де Рама (див. Твердження 2.4) показує, що iснує розподiл

π ∈ W−1,∞(0, T ;W 0,h(Ω)) = W−1,∞(0, T ;Lh(Ω))
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такий, що (2.40)-(2.41) виконується. Таким чином, π задовольняє (3.25) в D∗

i задовольняє (3.34) на D∗(0, T ) . Теорему 3.3 доведено. �

Висновки до роздiлу 3. У третьому роздiлi дисертацiї розглянуто не-
лiнiйну iнтегро-диференцiальну систему, яку названо системою Осколкова-
Стокса, бо вона узагальнює систему, отриману при наближеннi типу Оскол-
кова вiдповiдної системи Нав’є-Стокса.
В узагальнених просторiв Лебега-Соболєва було встановлено, що мiшана

задача має єдиний узагальнений розв’язок для кожного значення параметра
ε > 0 , який отримано методом Фаедо-Гальоркiна. Також доведено збiжнiсть
при ε→ 0 розв’язку цiєї задачi до розв’язку вiдповiдної задачi для ε = 0 .
Результати роздiлу опублiковано у статтi [3] та додатково висвiтлено у [5].
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4. РОЗДIЛ
СИСТЕМИ БУСIНЕСКА-СТОКСА

Четвертий роздiл дисертацiйної роботи присвячено задачам для еволюцiй-
них систем типу 

ut + Y1(u, θ) +∇π = F,

div u = 0,

θt + Y2(u, θ) = f,

(4.1)

де u = (u1, . . . , un) : Q0,T → Rn – невiдома вектор-функцiя, π, θ : Q0,T → R
– невiдомi скалярнi функцiї; div u = ∂u1

∂x1
+ . . . + ∂un

∂xn
– дивергенцiя функцiї

u ; ∇π = ( ∂π∂x1
, . . . , ∂π∂xn ) – градiєнт π ; Y1 , Y2 – нелiнiйнi диференцiальнi чи

iнтегро-диференцiальнi вирази; F, f – деякi функцiї та виконуються позначе-
ння (1.4)-(1.7), причому, n ≥ 2 . Також, у цьому роздiлi розглянуто вiдповiдну
(4.1) стохастичну систему, збурену доданком типу бiлого шуму.

4.1. Детермiнована система Бусiнеска-Стокса. Розглянемо задачу зна-
ходження функцiї u = (u1, . . . , un) : Q0,T → Rn , функцiй π : Q0,T → R та
θ : Q0,T → R , що задовольняють такi спiввiдношення:

ut − A∆u+G |u|q(x,t)−2u+

∫
Ω

Z(x, t, y)u(y, t) dy +

+B θ +∇π = F (x, t) в Q0,T , (4.2)

div u = 0 в Q0,T , (4.3)

θt − a∆ θ + (B, u)Rn = f(x, t) в Q0,T , (4.4)

∫
Ω

π(x, t) dx = 0 в (0, T ), (4.5)

u|Σ0,T
= 0, (4.6)

θ|Σ0,T
= 0, (4.7)

u|t=0 = u0(x) в Ω, (4.8)

θ|t=0 = θ0(x) в Ω, (4.9)

де A,G, a > 0 – деякi фiксованi числа; Z – матриця-функцiя порядку n ;
B,B ∈ Rn – деякi вектори; q = q(x, t) – змiнний показник нелiнiйностi.
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Нехай D – простiр основних функцiй з (2.37),

Y1 := H1
0(Ω), U1(Q0,T ) := L2(0, T ;Y1). (4.10)

Нехай множини соленоїдальних функцiй (функцiй, для яких виконується
умова нестискуваностi div u = 0 ) Cdiv , H , Zs ( s ∈ N ) та Ddiv взято з
(2.11)-(2.13), (2.38). Зокрема, нехай H – замикання Cdiv в [L2(Ω)]n , Z1 – за-
микання Cdiv в [H1(Ω)]n . Припустимо, що виконуються позначення (2.125)-
(2.127), (3.31), зокрема,

V (t) := Z1 ∩ [Lq(x,t)(Ω)]n, t ∈ [0, T ], (4.11)

U(Q0,T ) := L2(0, T ;Z1) ∩ [Lq(x,t)(Q0,T )]n, (4.12)

W (Q0,T ) := {u ∈ U(Q0,T ) | ut ∈ [U(Q0,T )]∗}. (4.13)

Нехай виконуються такi умови.
(A): A,G, a > 0 ; B,B ∈ Rn ;
(Q): q ∈ P log(Q0,T ) (див. (1.36)) та q0 ≥ 2 (див. (1.20));
(E): Z – квадратна матриця порядку n з елементами з L∞(Q0,T × Ω) ;
(F): F ∈ L2(0, T ;H) , f ∈ L2(Q0,T ) ;
(U): u0 ∈ H , θ0 ∈ L2(Ω) .
Визначимо оператори A1 : Y1 → Y ∗1 , A2 : Z1 → Z∗1 ,

A1 : U1(Q0,T )→ [U1(Q0,T )]∗ та A2 : L2(0, T ;Z1)→ L2(0, T ;Z∗1) так:

〈A1ξ, η〉Y1
:=

∫
Ω

a

n∑
i=1

ξxi(x)ηxi(x) dx, ξ, η ∈ Y1; (4.14)

〈A2z, w〉Z1
:=

∫
Ω

A
n∑
i=1

(
zxi(x), wxi(x)

)
Rn
dx, z, w ∈ Z1; (4.15)

〈A1u, v〉U1(Q0,T ) :=

T∫
0

〈A1u(t), v(t)〉Y1
dt, u, v ∈ U1(Q0,T ); (4.16)

〈A2u, v〉L2(0,T ;Z1) :=

T∫
0

〈A2u(t), v(t)〉Z1
dt, u, v ∈ L2(0, T ;Z1). (4.17)

Аналогiчно як (3.14)-(3.17) визначимо такi оператори:

(N(t)z)(x) := g(x, t)|z(x)|q(x,t)−2z(x), (4.18)

z = z(x) , x ∈ Ω , t ∈ (0, T ) ;
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(Nu)(x, t) :=
(
N(t)u(t)

)
(x) = g(x, t)|u(x, t)|q(x,t)−2u(x, t), (4.19)

u = u(x, t), (x, t) ∈ Q0,T ;

(E(t)z)(x) :=

∫
Ω

Z(x, t, y)z(y) dy, (4.20)

z = z(x) , x ∈ Ω , t ∈ (0, T ) ;

(Eu)(x, t) :=
(
E(t)u(t)

)
(x) =

∫
Ω

Z(x, t, y)u(y, t) dy, (4.21)

u = u(x, t) , (x, t) ∈ Q0,T .
Використовуватимемо позначення (2.9) i оператори S(t) : V (t) → [V (t)]∗

та S : U(Q0,T )→ [U(Q0,T )]∗ , якi визначимо так:

〈S(t)z, w〉V (t) := 〈A2z, w〉Z1
+

+ (N(t)z, w)Ω + (E(t)z, w)Ω, z, w ∈ V (t), t ∈ (0, T ); (4.22)

〈Su, v〉U(Q0,T ) := 〈A2u, v〉L2(0,T ;Z1) +

+

∫
Q0,T

[
(Nu)(x, t) + (Eu)(x, t)

]
v(x, t) dxdt, u, v ∈ U(Q0,T ). (4.23)

Дамо означення розв’язку нашої задачi. Нехай χ0,τ взято з (1.40),

s ∈ N, s ≥ n
(1

2
− 1

q0

)
, h = min

{
2,

q0

q0 − 1

}
. (4.24)

Означення 4.1. Трiйка функцiй {u, π, θ} називається узагальненим ро-
зв’язком задачi (4.2)-(4.9), якщо

u ∈ W (Q0,T ) ∩ C([0, T ];Z∗s ), π ∈ W−1,h(0, T ;Lh(Ω)),

θ ∈ U1(Q0,T ) ∩ C([0, T ];L2(Ω)), θt ∈ [U1(Q0,T )]∗;

для всiх z ∈ U(Q0,T ) , v ∈ U1(Q0,T ) та τ ∈ (0, T ] виконуються рiвностi

〈ut, χ0,τz〉U(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[
A

n∑
i=1

(uxi, zxi)Rn + (Nu, z)Rn + (Eu, z)Rn +

+ θ(B, z)Rn − (F, z)Rn
]
dxdt = 0, (4.25)
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〈θt, χ0,τv〉U1(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[
a

n∑
i=1

θxivxi + (B, u)Rnv − fv
]
dxdt = 0; (4.26)

виконуються початковi умови (4.8)-(4.9); функцiя π задовольняє (4.2) в
сенсi простору D∗ i задовольняє (4.5) в D∗(0, T ) .

Теорема 4.1 (єдиностi). Якщо виконуються умови (A)-(E), то задача
(4.2)-(4.9) не може мати бiльше одного узагальненого розв’язку {u, π, θ} .

Теорема 4.2 (iснування). Якщо виконуються умови (A)-(U), то iснує уза-
гальнений розв’язок {u, π, θ} задачi (4.2)-(4.9).

Система Буссiнеска зi змiнним показником нелiнiйностi, що залежить тiль-
ки вiд часової змiнної розглядалися Конка К., Роджас-Медер М. та Суес-
Грау Ф. у працi [55]. Задачi (4.2)-(4.9) для iнтегро-диференцiальних систем
Бусiнеска-Стокса зi змiнними показниками нелiнiйностi, що залежать вiд
(x, t) ранiше не вивчалися.

4.1.1. Доведення основних результатiв. Перейдемо до доведень.
Доведення теореми 4.1. Нехай {u1, π1, θ1} та {u2, π2, θ2} є розв’язками

задачi (4.2)-(4.9), w = u1 − u2 , M = θ1 − θ2 . Запишемо рiвностi (4.25)-(4.26)
для трiйки {u1, π1, θ1} :

〈u1
t , χ0,τz〉U(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[
A

n∑
i=1

(u1
xi
, zxi)Rn + (Nu1, z)Rn + (Eu1, z)Rn +

+ θ1(B, z)Rn − (F, z)Rn
]
dxdt = 0, (4.27)

〈θ1
t , χ0,τv〉U1(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[
a

n∑
i=1

θ1
xi
vxi + (B, u1)Rnv − fv

]
dxdt = 0. (4.28)

Запишемо (4.25)-(4.26) для {u2, π2, θ2} :

〈u2
t , χ0,τz〉U(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[
A

n∑
i=1

(u2
xi
, zxi)Rn + (Nu2, z)Rn + (Eu2, z)Rn +

+ θ2(B, z)Rn − (F, z)Rn
]
dxdt = 0, (4.29)

〈θ2
t , χ0,τv〉U1(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[
a

n∑
i=1

θ2
xi
vxi + (B, u2)Rnv − fv

]
dxdt = 0. (4.30)
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Вiднявши (4.29) вiд (4.27) та (4.30) вiд (4.28), отримаємо:

〈wt, χ0,τz〉U(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[
A

n∑
i=1

(wxi, zxi)Rn + (Nu1 − Nu2, z)Rn +

+ (Ew, z)Rn +M(B, z)Rn
]
dxdt = 0, (4.31)

〈Mt, χ0,τv〉U1(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[
a

n∑
i=1

Mxivxi + v(B, w)Rn
]
dxdt = 0. (4.32)

Вiзьмемо в (4.31) z = w , а в (4.32) v = M . Додавши отриманi рiвностi
одержимо:

〈wt, χ0,τw〉U(Q0,T ) + 〈Mt, χ0,τM〉U1(Q0,T ) +

+

∫
Q0,τ

[
A

n∑
i=1

|wxi|2 + a
n∑
i=1

|Mxi|2
]
dxdt = I, (4.33)

де

I = −
∫
Q0,τ

[
G
(
|u1|q(x,t)−2u1 − |u2|q(x,t)−2u2, u1 − u2

)
Rn

+

+ (Ew,w)Rn +M(B,w)Rn +M(B, w)Rn
]
dxdt.

Використавши, зокрема, оцiнку (2.46), отримаємо таке:

I ≤
∫
Q0,τ

(
|Ew| · |w|+ |M | · |B + B| · |w|

)
dxdt ≤ C1

∫
Q0,τ

(
|w|2 + |M |2

)
dxdt.

Використавши формули (1.39) та (1.44) i початковi умови (4.8)-(4.9), одержи-
мо рiвнiсть

〈wt, χ0,τw〉U(Q0,T ) + 〈Mt, χ0,τM〉U1(Q0,T ) =
1

2

∫
Ωτ

|w|2 dx+
1

2

∫
Ωτ

|M |2 dx.

Тодi з (4.33) отримаємо нерiвнiсть

1

2

∫
Ωτ

(
|w|2 + |M |2

)
dx ≤ C1

∫
Q0,τ

(
|w|2 + |M |2

)
dxdt, τ ∈ (0, T ].

Тому, використавши узагальнену лему Гронуола-Белмана (твердження 2.8),
звiдси отримаємо, що

∫
Ωτ

(|w|2 + |M |2) dx ≤ 0 для τ ∈ (0, T ] . Отже, u1 = u2

та θ1 = θ2 . Тодi, аналогiчно як при доведеннi теореми 2.2 одержимо, що
π1 = π2 . Теорему доведено. �



114

Введемо додатковi позначення:

〈F1(t), y〉Y1
=

∫
Ω

f(x, t)y(x) dx, y ∈ Y1, t ∈ (0, T ); (4.34)

〈F2(t), z〉Z1
=

∫
Ω

(
F (x, t), z(x)

)
Rn
dx, z ∈ Z1, t ∈ (0, T ). (4.35)

Доведення теореми 4.2. Використаємо метод Фаедо-Гальоркiна.
Крок 1 (побудова гальоркiнських наближень). Нехай Zs та {wj}j∈N взято

з твердження 2.2. Нехай {vj}j∈N – база простору Y1 , яку ми (для спрощення)
вважатимемо ортогональною в L2(Ω) . Розв’язок задачi (4.2)-(4.9) починаємо
шукати у виглядi

um(x, t) =
m∑
µ=1

ϕmµ (t)wµ(x), (x, t) ∈ Q0,T , m ∈ N, (4.36)

θm(x, t) =
m∑
µ=1

ψmµ (t)vµ(x), (x, t) ∈ Q0,T , m ∈ N, (4.37)

де невiдомi скалярнi функцiї ϕm1 , ..., ϕmm , ψm1 , ..., ψmm шукатимемо з рiвностей

(umt (t), wµ)Ω + 〈A2 u
m(t), wµ〉Z1

+ (N(t)um(t), wµ)Ω +

+ (E(t)um(t), wµ)Ω + (Bθm, wµ)Ω = 〈F2(t), w
µ〉Z1

, (4.38)

(θmt (t), vµ)Ω + 〈A1 θ
m(t), vµ〉Y1

+
(

(B, um)Rn, v
µ
)

Ω
= 〈F1(t), v

µ〉Y1
, (4.39)

t ∈ (0, T ) , µ = 1,m ,

ϕm1 (0) = αm1 , . . . , ϕmm(0) = αmm, (4.40)

ψm1 (0) = βm1 , . . . , ψmm(0) = βmm , (4.41)

де числа αm1 , . . . , α
m
m , βm1 , . . . , βmm ∈ R вибираємо так, щоб um0 −→

k→∞
u0 сильно

в H , θm0 −→
k→∞

θ0 сильно в L2(Ω) , um0 (x) =
m∑
µ=1

αmµ w
µ(x) , θm0 (x) =

m∑
µ=1

βmµ v
µ(x) ,

x ∈ Ω . Зрозумiло, що виконуються рiвностi

um(0) = um0 , (4.42)

θm(0) = θm0 . (4.43)
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Аналогiчно, як при доведеннi теорем 2.1 та 3.2 показуємо, що такi функцiї
iснують. Крiм того, ϕ ∈ H1(0, T ;Rm) та ψ ∈ H1(0, T ;Rm)

Крок 2. Домножимо µ -ту рiвнiсть (4.38) на ϕmµ (t) i пiдсумовуємо за
µ = 1,m . Отримаємо, що

m∑
µ=1

(
umt (t), wµϕmµ (t)

)
Ω
+

m∑
µ=1

〈A2 u
m(t), wµϕmµ (t)〉Z1

+

+
m∑
µ=1

(
N(t)um(t), wµϕmµ (t)

)
Ω
+

m∑
µ=1

(
E(t)um(t), wµϕmµ (t)

)
Ω
+

+
m∑
µ=1

(
Bθm(t), wµϕmµ (t)

)
Ω
=

m∑
µ=1

〈F2(t), w
µϕmµ (t)〉Z1

. (4.44)

Тепер µ -ту рiвнiсть (4.39) помножимо на ψmµ (t) i пiдсумовуємо за µ = 1,m .
Отримаємо

m∑
µ=1

(
θmt (t), vµψmµ (t)

)
Ω
+

m∑
µ=1

〈A1 θ
m(t), vµψmµ (t)〉V +

+
m∑
µ=1

(
(B, um(t))Rn, v

µψmµ (t)
)

Ω
=

m∑
µ=1

〈F1(t), v
µϕmµ (t)〉Y1

. (4.45)

Тому з (4.44)-(4.45) матимемо, що

(umt (t), um(t))Ω + 〈A2u
m(t), um(t)〉Z1

+ (N(t)um(t), um(t))Ω +

+ (E(t)um(t), um(t))Ω + (Bθm(t), um(t))Ω = 〈F2(t), u
m(t)〉Z1

,

(θmt (t), θm(t))Ω + 〈A1θ
m(t), θm(t)〉Y1

+ ((B, um(t))Rn, θ
m(t))Ω =

= 〈F1(t), θ
m(t)〉Y1

.

Додавши цi рiвностi i зiнтегрувавши отриману рiвнiсть за t ∈ (0, τ) ⊂ [0, T ] ,
одержимо:∫
Q0,τ

[
(umt , u

m)Rn + A
n∑
i=1

|umxi|
2 +G|um|q(x,t) + (Eum, um)Rn + (Bθm, um)Rn +

+θmt θ
m+a

m∑
i=1

|θmxi|
2+(B, um)Rnθ

m
]
dxdt =

∫
Q0,τ

[
(F, um)Rn+fθm

]
dxdt. (4.46)
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Використавши (4.42)-(4.43), одержимо∫
Q0,τ

(umt , u
m)Rn dxdt =

1

2

∫
Ω

|um(x, t)|2 dx
∣∣∣t=τ
t=0

=
1

2

∫
Ωτ

|um|2 dx− 1

2

∫
Ω

|um0 |2 dx,

∫
Q0,τ

θmt θ
m dxdt =

1

2

∫
Ω

|θm(x, t)|2 dx
∣∣∣t=τ
t=0

=
1

2

∫
Ωτ

|θm|2 dx− 1

2

∫
Ω

|θm0 |2 dx.

Щоб оцiнити iнтегральний член, застосуємо нерiвнiсть Буняковського та
оцiнку (2.46): ∣∣∣ ∫

Q0,τ

(Eum, um)Rn dxdt
∣∣∣≤ ∫

Q0,τ

|Eum| · |um| dxdt ≤

≤ || |Eum|;L2(Q0,τ)|| · || |um|;L2(Q0,τ)|| ≤

≤ E0|| |um|;L2(Q0,τ)||2 = E0

∫
Q0,τ

|um|2 dxdt. (4.47)

Використавши нерiвнiсть αβ ≤ α2

2 + β2

2 , одержимо∣∣∣(F, um)Rn + fθm − (Bθm, um)Rn − (B, um)Rnθ
m
∣∣∣ ≤

≤ |F | · |um|+ |f | · |θm|+ |B| · |θm| · |um|+ |B| · |um| · |θm| ≤

≤ C2(B, b)
(
|F |2 + |um|2 + |f |2 + |θm|2 + |θm|2 + |um|2 + |um|2 + |θm|2

)
≤

≤ C3(B,B)
(
|F |2 + |um|2 + |f |2 + |θm|2

)
.

Тому з (4.46) отримаємо:

1

2

∫
Ωτ

[
|um|2 + |θm|2

]
dx+

∫
Q0,τ

[
A

n∑
i=1

|umxi|
2 +G|um|q(x,t) + a

m∑
i=1

|θmxi|
2
]
dxdt ≤

≤ 1

2

∫
Ω

[
|um0 |2 + |θm0 |2

]
dx+ C4(B,B)

∫
Q0,τ

[
|F |2 + |f |2

]
dxdt+

+ C5(E
0, B,B)

∫
Q0,τ

[
|um|2 + |θm|2

]
dxdt. (4.48)
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Нехай y(τ) :=
∫

Ωτ
[|um|2+|θm|2] dx, τ ∈ [0, T ]. Тодi з (4.48) випливає оцiнка

1

2
y(τ) ≤ C6 + C7

τ∫
0

y(t) dt, τ ∈ [0, T ].

Використавши узагальнену лему Гронуола-Белмана (твердження 2.8), звiдси
отримаємо оцiнку

y(τ) ≤ C8, τ ∈ [0, T ]. (4.49)

Тому з (4.48) матимемо, що∫
Ωτ

[
|um|2 + |θm|2

]
dx+

∫
Q0,τ

[ n∑
i=1

|umxi|
2 + |um|2 + |um|q(x,t) +

+
n∑
i=1

|θmxi|
2 + |θm|2

]
dtdt ≤ C9, τ ∈ [0, T ], (4.50)

де стала C9 > 0 не залежить вiд m, τ .
З (2.46) та (4.50) випливають такi оцiнки:

||Num; [Lq
′(x,t)(Q0,T ]n|| ≤ C10, (4.51)

||Eum;L2(0, T ;H)|| ≤ C11, (4.52)

де сталi C10, C11 > 0 не залежить вiд m .
З оцiнок (4.50)-(4.52) випливає iснування таких пiдпослiдовностей
{umk}k∈N ⊂ {um}m∈N та {θmk}k∈N ⊂ {θm}m∈N , що

umk −→
k→∞

u ∗ -слабко в L∞(0, T ;H),

umk −→
k→∞

u слабко в U(Q0,T ),

Numk −→
k→∞

χ1 слабко в [Lq
′(x,t)(Q0,T )]n, (4.53)

Eumk −→
k→∞

χ2 слабко в L2(0, T ;H), (4.54)

θmk −→
k→∞

θ ∗ -слабко в L∞(0, T ;L2(Ω)),

θmk −→
k→∞

θ слабко в U1(Q0,T ).

Крок 3 (додатковi оцiнки). З оцiнки (4.50) випливає нерiвнiсть

||A2u
m; [U(Q0,T )]∗|| ≤ C12. (4.55)
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З побудови простору U(Q0,T ) , аналогiчно як (2.182) та (2.183), маємо, що

U(Q0,T ) ⊂ L2(0, T ;H) ⊂ [U(Q0,T )]∗, (4.56)

Lmax{2,q0}(0, T ;Zs) ⊂ U(Q0,T ) ⊂ Lmin{2,q0}(0, T ;V−). (4.57)

Тому (див. (2.184) та (2.185))

[U(Q0,T )]∗ ⊂ Lr(0, T ;Z∗s ), r =
max{2, q0}

max{2, q0} − 1
. (4.58)

Використовуючи (4.50) та (4.57), одержимо оцiнку

||um;Lmin{2,q0}(0, T ;V−)|| ≤ C13||um;U(Q0,T )|| ≤ C14. (4.59)

З оцiнки (4.50) також випливає нерiвнiсть

||A1θ
m; [U1(Q0,T )]∗|| ≤ C15. (4.60)

З означення простору U1(Q0,T ) випливає, що

L2(0, T ;L2(Ω)) ⊂ [U1(Q0,T )]∗ = L2(0, T ;Y ∗1 ). (4.61)

Використавши твердження 2.1 i позначення (2.26), (2.27), (4.23) для H = H

та V = Zs , аналогiчно як в (2.189), перепишемо (4.38) у виглядi

umt = P̂ ∗m(F2 − Sum −Bθm). (4.62)

Тому з оцiнки типу (3.50) для V = Zs , використовуючи вкладення (4.56)-
(4.58) та оцiнки (4.50), (4.52) i (4.55), отримаємо нерiвностi

||umt ;Lr(0, T ;Z∗s )|| = ||P̂ ∗m(F2 − Sum −Bθm);Lr(0, T ;Z∗s )|| ≤

≤ ||F2 − Sum −Bθm;Lr(0, T ;Z∗s )|| ≤

≤ C16||F2 − A2u
m − Num − Eum −Bθm; [U(Q0,T )]∗|| ≤

≤ C17

(
||F2;L

2(0, T ;H)||+ ||A2u
m; [U(Q0,T )]∗||+ ||Num; [Lq

′(x,t)(Q0,T )]n||+

+ ||Eum;L2(0, T ;H)||+ ||Bθm;L2(0, T ;H)||
)
≤

≤ C18

(
||F ;L2(0, T ;H)||+ ||A2u

m; [U(Q0,T )]∗||+ ||Num; [Lq
′(x,t)(Q0,T )]n||+

+ ||Eum;L2(0, T ;H)||+ ||θm;L2(Q0,T )||
)
≤ C19. (4.63)
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Використавши твердження 2.1 для H = L2(Ω) та V = Y1 , з (4.39) аналогi-
чно як рiвнiсть (4.62) отримаємо, що

θmt = P̂ ∗m

(
F1 − A1θ

m − (b, um)Rn
)
. (4.64)

Тому з оцiнки типу (3.50) для V = Y1 , використавши вкладення (4.61) та
оцiнки (4.50) i (4.60), отримаємо нерiвностi

||θmt ;L2(0, T ;Y ∗1 )|| = ||P̂ ∗m(F1 − A1θ
m − (B, um)Rn);L

2(0, T ;Y ∗1 )|| ≤

≤ ||F1 − A1θ
m − (B, um)Rn;L

2(0, T ;Y ∗1 )|| ≤

≤ C20

(
||F1;L

2(Q0,T )||+ ||A1θ
m; [U1(Q0,T )]∗||+ ||(B, um)Rn;L

2(Q0,T )||
)
≤

≤ C21

(
||f ;L2(Q0,T )||+ ||A1θ

m; [U1(Q0,T ]∗||+ ||um;L2(0, T ;H)||
)
≤ C22. (4.65)

Крок 4 (граничний перехiд). Оскiльки V−
K

⊂ H 	 Z∗s , то з (4.59), (4.63),
теореми Обена (твердження 2.5) i твердження 2.7 отримаємо, що

umk −→
k→∞

u сильно в Lmin{2,q0}(0, T ;H) ∩ C([0, T ];Z∗s ) та м.с. в Q0,T .

Тому χ1 = Nu та χ2 = Eu (див. (4.53) та (4.54)).
Оскiльки Y1

K

⊂ L2(Ω) 	 Y ∗1 , то з (4.50), (4.65), теореми Обена (твердження
2.5) i твердження 2.7 отримаємо, що

θmk −→
k→∞

θ сильно в L2(0, T ;L2(Ω))∩C([0, T ];Y ∗1 ) та майже скрiзь в Q0,T .

Нехай ϕ ∈ C1
0([0, T ]) . Домноживши рiвнiсть (4.38) на ϕ(t), зiнтегрувавши

за t ∈ (0, T ) i перший доданок зiнтегрувавши частинами, отримаємо таке:∫
Q0,T

[
−
(
um, wµ

)
Rn
ϕt + A

n∑
i=1

(
umxi, w

µ
xi

)
Rn
ϕ+
(
Num, wµ

)
Rn
ϕ+
(
Eum, wµ

)
Rn
ϕ+

+
(
Bθm, wµ

)
Rn
ϕ
]
dxdt =

∫
Q0,T

(
F,wµ

)
Rn
ϕ dxdt. (4.66)

Нехай ψ ∈ C1
0([0, T ]) . Домноживши рiвнiсть (4.39) на ψ(t), зiнтегрувавши

за t ∈ (0, T ) i перший доданок зiнтегрувавши частинами, отримаємо таке:∫
Q0,T

[
−θmvµψt + a

n∑
i=1

θmxiv
µ
xi
ψ + (B, um)Rnv

µψ
]
dxdt =

∫
Q0,T

fvµϕ dxdt. (4.67)
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Взявши в (4.66) m = mk i спрямувавши k → ∞ , пiсля певних перетворень
одержимо таке:

〈F2, z〉U(Q0,T ) = 0 ∀ z ∈ U(Q0,T ), (4.68)

де F2 := ut + A2u+ Nu+ Eu+Bθ− F , а тому виконується рiвнiсть (4.25) та
ut ∈ [U(Q0,T )]∗ . З (4.67) випливає, що

〈F1, v〉U1(Q0,T ) = 0 ∀ v ∈ U1(Q0,T ), (4.69)

де F1 := θt +A1θ+ (b, u)Rn− f , а тому виконується (4.26) та θt ∈ [U1(Q0,T )]∗ .
Крок 5 (вiдшукання π ). З вигляду функцiї F2 випливає, що

F2 ∈ W−1,2(0, T ; [L2(Ω)]n) + L2(0, T ; [H−1(Ω)]n) +

+ [Lq
′(x,t)(Q0,T )]n ⊂ W−1,h(0, T ; [W−1,h(Ω)]n), (4.70)

де h взято з (4.24). Тому з узагальненої теореми де Рама (див. твердження
2.4) випливає iснування π ∈ W−1,h(0, T ;W 0,h(Ω)) = W−1,h(0, T ;Lh(Ω)) для
якого виконуються (2.40)-(2.41). Отже, π задовольняє (4.2) в сенсi простору
D∗ та задовольняє (4.5) в сенсi D∗(0, T ) . Теорему доведено. �

4.1.2. Висновки до пiдроздiлу 4.1. У цьому пiдроздiлi розглянуто нелiнiйну
iнтегро-диференцiальну систему Бусiнеска-Стокса зi змiнним показником не-
лiнiйностi. Доведено iснування та єдинiсть узагальненого розв’язку вiдповiд-
ної мiшаної задачi.
Результати пiдроздiлу висвiтлено у [6].
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4.2. Випадкова система Бусiнеска-Стокса. Перенесемо результати пiд-
роздiлу 4.1 на випадок системи (4.1), перше рiвняння якої збурене випадко-
вим доданком bt типу бiлого шуму (див. пiдроздiл 2.2). Аналогiчно як i в
пiдроздiлi 2.3 розглядатимемо вiдповiдну систему без нелокального доданку.
Нехай (S,F ,P ) – повний iмовiрнiсний простiр, зокрема, S – простiр еле-

ментарних подiй, F – σ -алгебра пiдмножин множини S , P : F → R –
iмовiрнiсна мiра. Нехай виконуються позначення (1.4)-(1.6), n ≥ 2 та, дода-
тково, (1.8)-(1.9).
Шукатимемо залежний вiд випадкового параметра ω ∈ S слабкий розв’я-

зок {u, π, θ} , де u = (u1, . . . , un) : Π0,T → Rn , π : Π0,T → R та θ : Π0,T → R ,
задачi

ut −
n∑

i,j=1

(
Aij(x, t)uxi

)
xj

+G(x, t)|u|q(x,t)−2u+

+Bθ +∇π = F (x, t, ω) + bt(x, t, ω), (x, t, ω) ∈ Π0,T , (4.71)

div u = 0, (x, t, ω) ∈ Π0,T , (4.72)

θt − a∆θ + (B, u)Rn = f(x, t, ω), (x, t, ω) ∈ Π0,T , (4.73)∫
Ω

π(x, t, ω) dx = 0, (t, ω) ∈ Θ0,T , (4.74)

u(x, t, ω) = 0, x ∈ ∂Ω, (t, ω) ∈ Θ0,T , (4.75)

θ(x, t, ω) = 0, (t, ω) ∈ Θ0,T , (4.76)

u(x, 0, ω) = u0(x, ω), x ∈ Ω, ω ∈ S, (4.77)

θ(x, 0, ω) = θ0(x, ω), x ∈ Ω, ω ∈ S, (4.78)

зi змiнним показником нелiнiйностi q = q(x, t) та збуренням bt типу бiлого
шуму (див. пiдроздiл 2.2). Припустимо, що виконуються такi умови:
(A1): Aij – квадратнi матрицi n -го порядку з елемантами з L∞(Q0,T ) ;

Aij = Aji ( i, j = 1, n ); м.д.в. (x, t) ∈ Q0,T та д.в. ξ1, . . . , ξn ∈ Rn ,
виконуються оцiнки

a0

n∑
i=1

|ξi|2 ≤
n∑

i,j=1

(
Aij(x, t)ξ

i, ξj
)
Rn
≤ a0

n∑
i=1

|ξi|2 (0 < a0 ≤ a0 < +∞);
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(B1): B,B ∈ Rn – деякi вектори, a > 0 – деяке фiксоване число;
(G1): q ∈ P log(Q0,T ) (див. (1.36)) та q0 ≥ 2 (див. (1.20)); G – квадратна

матриця n -го порядку, G = diag(g1, . . . , gn) , gl ∈ L∞(Q0,T ) та
0 < g0 ≤ gl(x, t) ≤ g0 < +∞ м.д.в. (x, t) ∈ Q0,T , l = 1, n ;

Нехай D взято з (2.37), виконуються позначення (4.10), тобто

Y1 := H1
0(Ω), U1(Q0,T ) := L2(0, T ;Y1), (4.79)

множини соленоїдальних функцiй (функцiй, для яких виконується умова не-
стискуваностi div u = 0 ) Cdiv , H , Zs ( s ∈ N ) та Ddiv взято з (2.11)-(2.13),
(2.38). Нехай також виконуються позначення (2.125)-(2.127), (3.31), зокрема,
нехай H – замикання Cdiv в [L2(Ω)]n , Z1 – замикання Cdiv в [H1(Ω)]n ,

V (t) := Z1 ∩ [Lq(x,t)(Ω)]n, U(Q0,T ) := L2(0, T ;Z1) ∩ [Lq(x,t)(Q0,T )]n, (4.80)

V− := Z1 ∩ [Lq0(Ω)]n, U−(Q0,T ) := L2(0, T ;Z1) ∩ [Lq0(Q0,T )]n, (4.81)

V+ := Z1 ∩ [Lq
0

(Ω)]n, U+(Q0,T ) := L2(0, T ;Z1) ∩ [Lq
0

(Q0,T )]n, (4.82)

W (Q0,T ) := {u ∈ U(Q0,T ) | ut ∈ [U(Q0,T )]∗}. (4.83)

Припустимо, що виконуються такi додатковi умови:
(F1): F ∈ L2

(
S;L2(0, T ;H)

)
, f ∈ L2

(
S;L2(Q0,T )

)
(див. зауваження 2.5);

(U1): u0 ∈ L2(S;H) , θ0 ∈ L2(S;L2(Ω)) (див. зауваження 2.5);
(W1): W – вiнерiвський процес (див. означення 2.8), b0 ∈ Cdiv ,

b(x, t, ω) = b0(x)W (t, ω), (x, t, ω) ∈ Π0,T . (4.84)

Щоб ввести поняття розв’язку задачi (4.71)-(4.78) зробимо в нiй замiну
однiєї з невiдомих функцiй u! ũ за правилом

u(x, t, ω) = ũ(x, t, ω) + b(x, t, ω). (4.85)

Оскiльки виконуються рiвностi div b = 0 , b|x∈∂Ω = 0 та b|t=0 , то для зна-
ходження нової трiйки функцiй {ũ, π, θ} , де ũ = (ũ1, . . . , ũn) : Π0,T → Rn ,
π : Π0,T → R , та θ = (θ1, . . . , θn) : Π0,T → Rn отримаємо таку задачу:

ũt −
n∑

i,j=1

(
Aij(x, t)

(
ũ+ b(x, t, ω)

)
xi

)
xj

+G(x, t)
∣∣∣ũ+ b(x, t, ω)

∣∣∣q(x,t)−2(
ũ+

+ b(x, t, ω)
)

+Bθ +∇π = F (x, t, ω), (x, t, ω) ∈ Π0,T , (4.86)
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div ũ = 0, (x, t, ω) ∈ Π0,T , (4.87)

θt − a∆θ +
(
B, ũ+ b(x, t, ω)

)
Rn

= f(x, t, ω), (x, t, ω) ∈ Π0,T , (4.88)∫
Ω

π(x, t, ω) dx = 0, (t, ω) ∈ Θ0,T , (4.89)

ũ(x, t, ω) = 0, x ∈ ∂Ω, (t, ω) ∈ Θ0,T , (4.90)

θ(x, t, ω) = 0, x ∈ ∂Ω, (t, ω) ∈ Θ0,T , (4.91)

ũ(x, 0, ω) = u0(x, ω), x ∈ Ω, ω ∈ S, (4.92)

θ(x, 0, ω) = θ0(x, ω), x ∈ Ω, ω ∈ S. (4.93)

Нехай A1 : Y1 → Y ∗1 взято з (4.14), A1 : U1(Q0,T ) → [U1(Q0,T )]∗ – з (4.16),
N(t) : [Lq(x,t)(Ω)]n → [Lq

′(x,t)(Ω)]n та N : [Lq(x,t)(Q0,T )]n → [Lq
′(x,t)(Q0,T )]n

взято з (4.18)-(4.19). Нехай A2(t) : Z1 → Z∗1 , A2 : L2(0, T ;Z1)→ L2(0, T ;Z∗1) ,

〈A2(t)z, w〉Z1
:=

∫
Ω

n∑
i,j=1

(
Aij(x, t)zxi(x), wxj(x)

)
dx, z, w ∈ Z1, t ∈ (0, T ), (4.94)

〈A2u, v〉L2(0,T ;Z1) :=

T∫
0

〈A2(t)u(t), v(t)〉Z1
dt, u, v ∈ L2(0, T ;Z1). (4.95)

Використовуватимемо позначення (2.9) i оператори S(t) : V (t) → [V (t)]∗

та S : U(Q0,T )→ [U(Q0,T )]∗ , якi визначимо так:

〈S(t)z, w〉V (t) := 〈A2(t)z, w〉Z1
+ (N(t)z, w)Ω, (4.96)

z, w ∈ V (t) , t ∈ (0, T ) ;

〈Su, v〉U(Q0,T ) := 〈A2u, v〉L2(0,T ;Z1) +

∫
Q0,T

(Nu)(x, t)v(x, t) dxdt, (4.97)

u, v ∈ U(Q0,T ) . Нехай χ0,τ взято з (1.40). Припустимо, що виконується умова

s ∈ N, s ≥ max
{

2,
n

2
, n
(1

2
− 1

q0

)}
, h = min

{
2,

q0

q0 − 1

}
. (4.98)

Зазначимо, що з (4.98) випливає, що простiр Zs з позначення (2.13) задо-
вольняє включення: Zs 	 (Z1 ∩ [Lq

0

(Ω)]n) 	 V (t) , t ∈ [0, T ] .
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Означення 4.2. Трiйка функцiй {ũ, π, θ} називається узагальненим розв’я-
зком задачi (4.86)-(4.93), якщо
1) ũ ∈ W (Q0,T ) ∩ C([0, T ];Z∗s ) м.н.,

θ ∈ U1(Q0,T ) ∩ C([0, T ];L2(Ω)) м.н., θt ∈ [U1(Q0,T )]∗ м.н,
π ∈ W−1,∞(0, T ;Lh(Ω)) м.н.;

2) м.н. функцiї ũ та θ задовольняють рiвностi

〈ũt, χ0,τz〉U(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[ n∑
i,j=1

(
Aij(ũxi + bxi), zxj

)
+
(
G|ũ+ b|q(x,t)−2(ũ+ b), z

)
+

+ θ (B, z)
]
dxdt =

∫
Q0,τ

(F, z) dxdt, (4.99)

〈θt, χ0,τv〉U1(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[
a

n∑
i=1

θxivxi + (B, ũ+ b) v
]
dxdt =

∫
Q0,τ

fv dxdt (4.100)

для всiх τ ∈ (0, T ] i всiх пробних функцiй z ∈ Ddiv (див. (2.38)) та
v ∈ D (див. (2.37), тобто, в сенсi просторiв [U(Q0,T )]∗ та D∗div

м.н. виконується рiвнiсть

ũt + S(ũ+ b) +Bθ = F, (4.101)

а в сенсi [U1(Q0,T )]∗ та D∗ м.н. виконується рiвнiсть

θt + A1θ + (B, ũ+ b) = f ; (4.102)

3) м.н. функцiя π = π0 + π1
t (π0, π1 ∈ Lh(Q0,T ) , див. (2.14)) для всiх

пробних функцiй y ∈ D задовольняє рiвнiсть∫
Q0,T

[
− ũyt +

n∑
i,j=1

(
Aij(ũxi + bxi), yxj

)
+
(
G|ũ+ b|q(x,t)−2(ũ+ b), y

)
+

+ θ(B, y)− π0 div y + π1 div yt

]
dxdt =

∫
Q0,T

(F, y) dxdt, (4.103)

тобто, м.н. в сенсi простору D∗ виконується (4.86), а саме рiвнiсть

ũt + S(ũ+ b) +B θ +∇π = F ; (4.104)

4) π м.н. задовольняє умову (4.89), ũ м.н. задовольняє умову (4.92),
θ м.н. задовольняє умову (4.93).
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Означення 4.3. Трiйка {u, π, θ} називається узагальненим розв’язком за-
дачi (4.71)-(4.78), якщо u має вигляд (4.85), а трiйка функцiй {ũ, π, θ} є
узагальненим розв’язком задачi (4.86)-(4.93).

Основним результатом пiдроздiлу є такi твердження.

Теорема 4.3. Нехай виконуються умови (A1)-(G1), (B1)-(W1). Тодi за-
дача (4.71)-(4.78) має єдиний узагальнений розв’язок {u, π, θ} . Крiм того,
u ∈ L2

(
S; L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;Z1)

)
∩ Lq(x,t)(Π0,T ),

θ ∈ L2

(
S; L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;Y1)

)
.

4.2.1. Детермiнована задача. Розглянемо схожу до (4.86)-(4.93) задачу

ũt −
n∑

i,j=1

(
Aij(x, t)

(
ũ+ b(x, t)

)
xi

)
xj

+G(x, t)
∣∣∣ũ+ b(x, t)

∣∣∣q(x,t)−2(
ũ+ b(x, t)

)
+

+B θ +∇π = F (x, t), (x, t) ∈ Q0,T , (4.105)

div ũ = 0, (x, t) ∈ Q0,T , (4.106)

θt − a∆θ +
(
B, ũ+ b(x, t)

)
Rn

= f(x, t), (x, t) ∈ Q0,T , (4.107)∫
Ω

π(x, t) dx = 0, t ∈ (0, T ), (4.108)

ũ(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ], (4.109)

θ(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ], (4.110)

ũ(x, 0) = ũ0(x), x ∈ Ω, (4.111)

θ(x, 0) = θ0(x), x ∈ Ω, (4.112)

де F, b, f, u0, θ0 не залежать вiд випадкового параметра ω (тому казатимемо,
що це – детермiнована задача). Припустимо, що виконуються умови
(F2): F ∈ L2(0, T ;H) , f ∈ L2(Q0,T ) ;
(U2): u0 ∈ H , θ0 ∈ L2(Ω) ;
(W2): b ∈ U(Q0,T ) .
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Означення 4.4. Трiйка {ũ, π, θ} називається узагальненим розв’язком де-
термiнованої задачi (4.105)-(4.112), якщо
1) ũ ∈ W (Q0,T ) ∩ C([0, T ];Z∗s )) ,

θ ∈ U1(Q0,T ) ∩ C([0, T ];L2(Ω)) , θt ∈ [U1(Q0,T )]∗ ,
π ∈ W−1,∞(0, T ;Lh(Ω)) (тут Zs взято з (2.13), h взято з (4.98)),

2) функцiї ũ та θ задовольняють рiвностi

〈ũt, χ0,τz〉U(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[ n∑
i,j=1

(
Aij(ũxi + bxi), zxj

)
+
(
G|ũ+ b|q(x,t)−2(ũ+ b), z

)
+

+ θ (B, z)
]
dxdt =

∫
Q0,τ

(F, z) dxdt, (4.113)

〈θt, χ0,τv〉U1(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[
a

n∑
i=1

θxivxi + (B, ũ+ b) v
]
dxdt =

∫
Q0,τ

fv dxdt (4.114)

для всiх τ ∈ (0, T ] i всiх пробних функцiй z ∈ Ddiv (див. (2.38) та
v ∈ D (див. (2.37), тобто, в сенсi просторiв [U(Q0,T )]∗ та D∗div

виконується рiвнiсть

ũt + S(ũ+ b) +B θ = F ; (4.115)

а в сенсi [U1(Q0,T )]∗ та D∗ виконується рiвнiсть

θt + A1θ + (B, ũ+ b) = f ; (4.116)

3) функцiя π = π0 + π1
t (π0, π1 ∈ Lh(Q0,T ) , див. (2.14)) задовольняє∫

Q0,T

[
−ũ yt +

n∑
i,j=1

(
Aij(ũxi + bxi), yxj

)
+
(
G|ũ+ b|q(x,t)−2(ũ+ b), y

)
+

+ θ (B, z)
]
dxdt− π0 div y + π1 div yt

]
dxdt =

∫
Q0,T

(F, y) dxdt (4.117)

для всiх пробних функцiй y ∈ D , тобто, в сенсi простору
D∗ виконується рiвняння (4.105), а саме рiвнiсть

ũt + S(ũ+ b) +B θ +∇π = F ; (4.118)

4) π задовольняє умову (4.108); ũ задовольняє умову (4.111);
θ задовольняє умову (4.112).
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Теорема 4.4. Нехай виконуються умови (A1)-(G1), (F2)-(W2), сталi s
та h взято з умови (4.98). Тодi iснує розв’язок {ũ, π, θ} детермiнованої
задачi (4.105)-(4.112).

Доведення. Крок 1 (побудова гальоркiнських наближень). Нехай простiр
Zs та набiр функцiй {wµ}µ∈N взято з Твердження 2.2, причому {wµ}µ∈N –
ортонормованi в H , а тому i в [L2(Ω)]n . Зокрема, {wµ}µ∈N є базою простору
V (t) для кожного t ∈ [0, T ] . Нехай {vµ}µ∈N – база простору Y1 , яку ми (для
спрощення) вважатимемо ортогональною в L2(Ω) .
Нехай вектори (αm1 , . . . , α

m
m), (βm1 , . . . , β

m
m) ∈ Rm є такими, що функцiї

um0 (x) =
m∑
µ=1

αmµ w
µ(x), θm0 (x) =

m∑
µ=1

βmµ w
µ(x), x ∈ Ω,

задовольняють умови:

um0 −→
m→∞

u0 сильно в H та в [L2(Ω)]n; θm0 −→
m→∞

θ0 сильно в L2(Ω). (4.119)

Не зменшуючи загальностi, вважатимемо, що виконуються оцiнки∫
Ω

|um0 (x)|2 dx ≤
∫
Ω

|u0(x)|2 dx, (4.120)

∫
Ω

|θm0 (x)|2 dx ≤
∫
Ω

|θ0(x)|2 dx. (4.121)

Для кожного m ∈ N розглянемо такi функцiї:

ũm(x, t) =
m∑
µ=1

ϕmµ (t)wµ(x), (x, t) ∈ Q0,T , (4.122)

θm(x, t) =
m∑
µ=1

ψmµ (t)vµ(x), (x, t) ∈ Q0,T , m ∈ N, (4.123)

де (ϕm1 , . . . , ϕ
m
m, ψ

m
1 , . . . , ψ

m
m) – розв’язок системи диференцiальних рiвнянь

(ũmt (t), wµ)Ω +
〈
S(t)

(
ũm(t) + b(t)

)
, wµ

〉
V (t)

+ (Bθm(t), wµ)Ω =

= (F (t), wµ)Ω, (4.124)

(θmt (t), vµ)Ω + 〈A1 θ
m(t), vµ〉Y1

+
(

(B, ũm(t) + b(t))Rn, v
µ
)

Ω
=

= (f(t), vµ)Ω, t ∈ (0, T ), µ = 1,m, (4.125)
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з початковими умовами

ϕm1 (0) = αm1 , . . . , ϕmm(0) = αmm, (4.126)

ψm1 (0) = βm1 , . . . , ψmm(0) = βmm , (4.127)

Аналогiчно як при доведеннi теореми 2.1 показуємо iснування глобального
розв’язку (ϕm1 , ..., ϕ

m
m, ψ

m
1 , ..., ψ

m
m) ∈ H1(0, T ;R2m) задачi Кошi (4.124)-(4.127).

Зрозумiло також, що

ũm(0) = um0 , (4.128)

θm(0) = θm0 . (4.129)

Крок 2 (апрiорнi оцiнки). Помножимо µ -е рiвняння (4.124) на функцiю
ϕmµ (t) i, просумувавши за µ = 1,m , отримаємо:

m∑
µ=1

(
ũmt (t), wµϕmµ (t)

)
Ω
+

m∑
µ=1

〈
S(t)(ũm(t) + b(t)), wµϕmµ (t)

〉
V (t)

+

+
m∑
µ=1

(
Bθm(t), wµϕmµ (t)

)
Ω
=

m∑
µ=1

(
F (t), wµϕmµ (t)

)
Ω
, t ∈ (0, T ). (4.130)

Тепер µ -ту рiвнiсть (4.125) помножимо на ψmµ (t) i пiдсумовуємо за µ = 1,m .
Отримаємо

m∑
µ=1

(
θmt (t), vµψmµ (t)

)
Ω
+

m∑
µ=1

〈
A1 θ

m(t), vµψmµ (t)
〉
V

+

+
m∑
µ=1

(
(B, ũm(t) + b(t))Rn, v

µψmµ (t)
)

Ω
=

m∑
µ=1

(
f(t), vµϕmµ (t)

)
Ω
. (4.131)

Додамо (4.131) до (4.130). Пiсля iнтегрування одержаної рiвностi за змiнною
t ∈ (0, τ) ⊂ (0, T ) i певних перетворень, отримаємо:∫
Q0,τ

[
(ũmt , ũ

m) +
n∑

i,j=1

(Aijũ
m
xi
, ũmxj) + (G|ũm + b|q(x,t)−2(ũm + b), ũm) + θmt θ

m +

+ a
m∑
i=1

|θmxi|
2
]
dxdt =

∫
Q0,τ

[
(F, ũm)−

n∑
i,j=1

(Aijbxi, ũ
m
xj

)− (B, ũm)θm +

+ fθm − (B, ũm + b)θm
]
dxdt, τ ∈ (0, T ]. (4.132)
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Використавши формулу (4.122), ортонормованiсть функцiї {wµ}µ∈N в H та
в [L2(Ω)]n , пiсля iнтегрування частинами i використання (4.120), отримаємо∫

Q0,τ

(ũmt , ũ
m) dxdt =

m∑
µ,s=1

τ∫
0

(ϕms )t(t)ϕ
m
µ (t) dt

∫
Ω

(ws(x), wµ(x))Rn dx =

=
m∑
µ=1

τ∫
0

(
ϕmµ (t)

)
t
ϕmµ (t) dt =

1

2

m∑
µ=1

τ∫
0

d

dt

(
|ϕmµ (t)|2

)
dt =

=
1

2

m∑
µ=1

|ϕmµ (τ)|2 − 1

2

m∑
µ=1

|ϕmµ (0)|2 =

=
1

2

m∑
µ=1

|ϕmµ (τ)|2
∫
Ω

|wµ(x)|2 dx− 1

2

m∑
µ=1

|ϕmµ (0)|2
∫
Ω

|wµ(x)|2 dx =

=
1

2

∫
Ω

|ũm(x, τ)|2 dx− 1

2

∫
Ω

|ũm(x, 0)|2 dx =

=
1

2

∫
Ω

|ũm(x, τ)|2 dx− 1

2

∫
Ω

|um0 (x)|2 dx ≥

≤ 1

2

∫
Ω

|ũm(x, τ)|2 dx− 1

2

∫
Ω

|u0(x)|2 dx. (4.133)

Аналогiчно матимемо, що∫
Q0,τ

θmt θ
m dxdt =

1

2

∫
Ω

|θm(x, τ)|2 dx− 1

2

∫
Ω

|θm0 (x)|2 dx ≥

≥ 1

2

∫
Ω

|θm(x, τ)|2 dx− 1

2

∫
Ω

|θ0(x)|2 dx. (4.134)

З умови (A) випливає, що
n∑

i,j=1

(Aijũ
m
xi
, ũmxj) ≥ a0

n∑
i=1

|ũmxi|
2. (4.135)

З узагальненої нерiвностi Юнга типу (2.154) та умови (G1) випливає, що
(вiзьмемо тут ε1 = g0/2 )(

G|ũm + b|q(x,t)−2(ũm + b), ũm
)
Rn

=
(
G|ũm + b|q(x,t)−2(ũm + b), ũm + b

)
Rn
−

−
(
G|ũm + b|q(x,t)−2(ũm + b), b

)
Rn
≥ g0|ũm + b|q(x,t) − g0|ũm + b|q(x,t)−1|b| ≥

≥ g0|ũm + b|q(x,t) − ε1|ũm + b|q(x,t) − C23(ε1)|b|q(x,t) =
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=
g0

2
|ũm + b|q(x,t) − C24|b|q(x,t). (4.136)

Зi стандартної нерiвностi Юнга (при q′(x, t) ≡ q(x, t) ≡ 2) одержимо

−
n∑

i,j=1

(
Aijbxi, ũ

m
xj

)
≤

n∑
i,j=1

|Aij| · |bxi| · |ũmxj | ≤ C25

n∑
i,j=1

|ũmxj | · |bxi| ≤

≤
n∑

i,j=1

(
ε2|ũmxj |

2+C26(ε2)·C2
25·|bxi|2

)
= nε2

n∑
i=1

|ũxi|2+C27(ε2)
n∑
i=1

|bxi|2. (4.137)

Використавши стандартну нерiвнiсть Юнга, отримаємо таке:∣∣∣(F, ũm) + fθm − (B, ũm)θm − (B, ũm + b)θm
∣∣∣ ≤

≤ |F | · |ũm|+ |f | · |θm|+ |B| · |ũm| · |θm|+ |B| · |ũm| · |θm|+ |B| · |b| · |θm| ≤

≤ C28(B,B)
(
|F |2 + |ũm|2 + |f |2 + |θm|2 + |ũm|2 + |θm|2 + |ũm|2 + |θm|2 +

+ |b|2 + |θm|2
)
≤ C29(B,B)

(
|F |2 + |ũm|2 + |f |2 + |θm|2 + |b|2

)
. (4.138)

Використавши (4.133)-(4.138), з рiвностi (4.132) одержимо оцiнку

1

2

∫
Ω

[
|ũm(x, τ)|2 + |θm(x, τ)|2

]
dx+

∫
Q0,τ

[
(a0 − nε2)

n∑
i=1

|ũmxi|
2 + a

n∑
i=1

|θmxi|
2 +

+
g0

2
|ũm + b|q(x,t)

]
dxdt ≤ C30(ε2)F(τ) +

1

2

∫
Q0,τ

[
|ũm|2 + |θm|2

]
dxdt, (4.139)

де

F(τ) =

∫
Ω

[
|u0(x)|2 + |θ0(x)|2

]
dx+

+

∫
Q0,τ

[
|F |2 + |f |2 +

n∑
i=1

|bxi|2 + |b|2 + |b|q(x,t)
]
dxdt, τ ∈ (0, T ]. (4.140)

Нехай y(t) :=
∫

Ω[|ũm(x, t)|2 + |θm(x, t)|2] dx, t ∈ [0, T ] . Тодi з (4.139) при
ε2 = a0

2n отримаємо оцiнку

1

2
y(τ) ≤ C31F(τ) +

1

2

τ∫
0

y(t) dt, τ ∈ [0, T ].
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Тому, з узагальненої леми Гронуола-Белмана (твердження 2.8) випливає, що
y(τ) ≤ C32F(τ) , тобто∫

Ω

[
|ũm(x, τ)|2 + |θm(x, τ)|2

]
dx ≤ C32F(τ), τ ∈ (0, T ]. (4.141)

З (4.139) та (4.141) слiдує, що∫
Q0,τ

[ n∑
i=1

|ũmxi|
2 + |ũm|2 + |ũm+b|q(x,t) +

n∑
i=1

|θmxi|
2 + |θm|2

]
dxdt ≤ C33F(τ), (4.142)

τ ∈ (0, T ] . Враховуючи оцiнку (2.157), звiдси отримаємо∫
Q0,τ

[ n∑
i=1

|ũmxi|
2 + |ũm|2 + |ũm|q(x,t) +

n∑
i=1

|θmxi|
2 + |θm|2

]
dxdt ≤ C34 F(τ), (4.143)

τ ∈ (0, T ] . З цiєї оцiнки випливає, що∫
Q0,τ

∣∣∣G|ũm + b|q(x,t)−2(ũm + b)
∣∣∣q′(x,t) dxdt ≤ C35

∫
Q0,τ

|ũm + b|q(x,t) dxdt ≤

≤ C36. (4.144)

З (4.141) та (4.142) слiдують оцiнки (використаємо позначення (4.19))

||ũm;L∞(0, T ;H)||+ ||ũm;U(Q0,T )|| ≤ C37, (4.145)

||θm;L∞(0, T ;L2(Ω))||+ ||θm;U1(Q0,T )|| ≤ C38, (4.146)

||N(ũm + b); [Lq
′(x,t)(Q0,T )]n|| ≤ C37. (4.147)

Тут сталi C24, . . . , C37 не залежать вiд m .
З (4.145)-(4.147) випливає iснування пiдпослiдовностi {ũmk}k∈N ⊂ {ũm}m∈N

такої що,

ũmk −→
k→∞

ũ ∗ −слабко в L∞(0, T ;H) i слабко в U(Q0,T ), (4.148)

θmk −→
k→∞

θ ∗ −слабко в L∞(0, T ;L2(Ω)) i слабко в U1(Q0,T ), (4.149)

N(ũm + b) −→
k→∞

χ1 слабко в [Lq
′(x,t)(Q0,T )]n. (4.150)

Крок 3 (додатковi оцiнки). З побудови простору U(Q0,T ) отримаємо:

U(Q0,T )
_
	 L2(0, T ;H)

_
	 [U(Q0,T )]∗. (4.151)
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Оскiльки, s задовольняє (4.98), то, використавши позначення (4.81)-(4.82)
одержимо, що

Lmax{2,q0}(0, T ;Zs)
_
	 Lmax{2,q0}(0, T ;V+)

_
	 U(Q0,T )

_
	

_
	 Lmin{2,q0}(0, T ;V−). (4.152)

Тому
[U(Q0,T )]∗

_
	 Lr(0, T ;V ∗+)

_
	 Lr(0, T ;Z∗s ), (4.153)

де

r :=
max{2, q0}

max{2, q0} − 1
. (4.154)

Використавши (4.152) i (4.145), отримаємо

||ũm;Lmin{2,q0}(0, T ;V−)|| ≤ C39||ũm;U(Q0,T )|| ≤ C40. (4.155)

Вiзьмемо довiльне v ∈ U(Q0,T ) . З (4.97) та нерiвностi Юнга (1.33) маємо

〈S(ũm + b), v〉U(Q0,T ) =

∫
Q0,T

[ n∑
i,j=1

(Aij(ũ
m
xi

+ bxi), vxj) +

+ (G|ũm + b|q(x,t)−2(ũm + b), v)
]
dxdt ≤

≤ C41

∫
Q0,T

[ n∑
i,j=1

|ũmxi + bxi| · |vxj |+ |ũm + b|q(x,t)−1 · |v|
]
dxdt ≤

≤ C42

∫
Q0,T

[ n∑
i=1

|ũmxi + bxi|2 +
n∑
i=1

|vxi|2 + |ũm + b|q(x,t) + |v|q(x,t)
]
dxdt. (4.156)

Зрозумiло, що для всiх α, β ∈ R виконується оцiнка

|α + β|q(x,t) ≤ C43(|α|q(x,t) + |β|q(x,t)), (4.157)

де стала C43 > 0 не залежить вiд α, β, x, t . З (4.156), (4.157), оцiнки (4.143)
та леми 2.9 випливає, що якщо ||v;U(Q0,T )|| ≤ 1 , то

〈S(ũm+b), v〉U(Q0,T ) ≤ C44

{ ∫
Q0,T

[ n∑
i=1

|ũmxi|
2+

n∑
i=1

|bxi|2+|ũm|q(x,t)+|b|q(x,t)
]
dxdt+

+
n∑
k=1

∫
Q0,T

[ n∑
i=1

|(vk)xi|2 + |vk|q(x,t)
]
dxdt

}
≤ C45, (4.158)
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де стала C45 > 0 не залежить вiд m . Тому для довiльного v ∈ U(Q0,T )

виконуються оцiнки〈
S(ũm + b),

v

||v;U(Q0,T )||

〉
U(Q0,T )

≤ C45

та 〈S(ũm + b), v〉U(Q0,T ) ≤ C45||v;U(Q0,T )||, а тому i оцiнка

||S(ũm + b); [U(Q0,T )]∗|| ≤ C45, (4.159)

де оператор S взято з (4.97), стала C45 > 0 не залежать вiд m .
Використавши твердження 2.1, позначення (4.97) та (2.27), аналогiчно як в

[86, Розд. 1, §5.3], перепишемо (4.124) у виглядi

ũmt = P̂ ∗m(F − S(ũm + b)−Bθm). (4.160)

Тому, для чисел r з (4.154) та s з (4.98), використавши (4.160), оцiнку (2.31),
вкладення (4.153) i (4.151) та оцiнку (4.159), отримаємо:

||ũmt ;Lr(0, T ;Z∗s )|| = ||P̂ ∗m(F − S(ũm + b)−Bθm);Lr(0, T ;Z∗s )|| ≤

≤ ||F − S(ũm + b)−Bθm;Lr(0, T ;Z∗s )|| ≤

≤ C46||F − S(ũm + b)−Bθm; [U(Q0,T )]∗|| ≤ C47

(
||F ;L2(0, T ;H)||+

+ ||S(ũm + b); [U(Q0,T )]∗||+ ||θm;L2(Q0,T )||
)
≤ C48, (4.161)

де стала C48 > 0 не залежить вiд m .
З означення простору U1(Q0,T ) випливає, що

L2(0, T ;L2(Ω)) ⊂ [U1(Q0,T )]∗ = L2(0, T ;Y ∗1 ). (4.162)

З оцiнки (4.143), обмеженостi оператора A1 та з (4.16) випливає оцiнка

||A1θ
m; [U1(Q0,T )]∗|| ≤ C49. (4.163)

Використавши твердження 2.1 для H = L2(Ω) та V = Y1 , з (4.125) аналогi-
чно як рiвнiсть (4.160) отримаємо, що

θmt = P̂ ∗m

(
f − A1θ

m − (B, ũm + b)Rn
)
. (4.164)

Тому з оцiнки типу (3.50) для V = Y1 , використавши вкладення (4.162) та
оцiнки (4.143) i (4.163), отримаємо нерiвностi

||θmt ;L2(0, T ;Y ∗1 )|| = ||P̂ ∗m(f − A1θ
m − (B, ũm + b)Rn);L

2(0, T ;Y ∗1 )|| ≤
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≤ ||f − A1θ
m − (B, ũm + b)Rn;L

2(0, T ;Y ∗1 )|| ≤

≤ C50

(
||f ;L2(Q0,T )||+ ||A1θ

m; [U1(Q0,T )]∗||+ ||(B, ũm + b)Rn;L
2(Q0,T )||

)
≤

≤ C51

(
||f ;L2(Q0,T )||+ ||A1θ

m; [U1(Q0,T ]∗||+ ||ũm;L2(0, T ;H)||+

+ ||b; [L2(Q0,T )]n||
)
≤ C52. (4.165)

Крок 4 (граничний перехiд). Оскiльки, V−
K

⊂ H 	 Z∗s , то з (4.155), (4.161),
теореми Обена (див. Твердження 2.5) та Твердження 2.7 отримаємо:

ũmk −→
k→∞

ũ в просторi Lmin{2,q0}(0, T ;H) ∩ C([0, T ];Z∗s ),

ũmk −→
k→∞

ũ майже скрiзь Q0,T .

Тому, (4.111) виконується i (див. (4.150)) χ1 = N(ũ+ b) .
Оскiльки Y1

K

⊂ L2(Ω) 	 Y ∗1 , то з (4.143), (4.165), теореми Обена (твердже-
ння 2.5) i твердження 2.7 отримаємо, що

θmk −→
k→∞

θ в L2(0, T ;L2(Ω)) ∩ C([0, T ];Y ∗1 ) та майже скрiзь в Q0,T .

Використаємо отриманi збiжностi.
Вiзьмемо ψ ∈ C1

0([0, T ]) . Коли ми перемножимо рiвнiсть (4.124) на ψ(t) ,
проiнтегруємо по t ∈ (0, T ) , i перший доданок проiнтегруємо частинами,
отримаємо наступне:∫

Q0,T

[
−
(
ũm, wµ

)
ψt +

n∑
i,j=1

(
Aij(ũ

m
xi

+ bxi), w
µ
xj

)
ψ +

+
(
G|ũm + b|q(x,t)−2(ũm + b), wµ

)
ψ + θm(B,wµ)ψ

]
dxdt =

∫
Q0,T

(
F,wµ

)
ψ dxdt.

Взявши m = mk i спрямувавши k → ∞ , завдяки довiльностi ψ , того, що
{wµ}µ∈N – база в V (t) та щiльностi Ddiv в U(Q0,T ) отримаємо (4.113) та

〈F , z〉U(Q0,T ) = 0 ∀ z ∈ U(Q0,T ), (4.166)

де F := ũt + S(ũ+ b) +Bθ − F . Отже, ũt ∈ [U(Q0,T )]∗ та (4.115) доведено.
Оскiльки u ∈ L∞(0, T ; [L2(Ω)]n) , то (див. [107, с. 1099]) з означення (2.14)

та вкладення (3.113) для h з умови (4.98) отримаємо, що

ut∈W−1,∞(0, T ; [L2(Ω)]n)⊂W−1,∞(0, T ; [Lh(Ω)]n)⊂W−1,∞(0, T ; [W−1,h(Ω)]n).
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Тому з вигляду оператора F , з (3.112) та (3.113) випливає, що

F ∈ W−1,∞(0, T ; [W−1,h(Ω)]n) + L2(0, T ; [H−1(Ω)]n) + [L
q(x,t)
q(x,t)−1 (Q0,T )]n ⊂

⊂ W−1,∞(0, T ; [W−1,h(Ω)]n) + L2(0, T ; [H−1(Ω)]n) + [L
q0

q0−1 (Q0,T )]n ⊂

⊂ W−1,∞(0, T ; [W−1,h(Ω)]n) + Lh(0, T ; [H−1(Ω) + L
q0

q0−1 (Ω)]n) ⊂

⊂ W−1,∞(0, T ; [W−1,h(Ω)]n).

Тодi, з узагальненої теореми де Рама (див. Твердження 2.4) випливає iсну-
вання такого π ∈ W−1,∞(0, T ;W 0,h(Ω)) = W−1,∞(0, T ;Lh(Ω)), що справджує
рiвностi (4.108), (4.117).
Нехай ψ ∈ C1

0([0, T ]) . Домноживши рiвнiсть (4.125) на ψ(t), зiнтегрувавши
за t ∈ (0, T ) i перший доданок зiнтегрувавши частинами, отримаємо таке:∫

Q0,T

[
−θmvµψt + a

n∑
i=1

θmxiv
µ
xi
ψ + (B, ũm + b)Rnv

µψ
]
dxdt =

=

∫
Q0,T

fvµψ dxdt. (4.167)

З (4.167) випливає, що

〈F1, v〉U1(Q0,T ) = 0 ∀ v ∈ U1(Q0,T ), (4.168)

де F1 := θt + A1θ + (B, u+ b)Rn − f , а тому θt ∈ [U1(Q0,T )]∗ та виконуються
рiвностi (4.114), (4.116). Теорему 4.4 доведено. �
Нехай SP (u0, F, b, θ0, f) – множина узагальнених розв’язкiв {ũ, π, θ} де-

термiнованої задачi (4.105)-(4.112) в сенсi означення 4.4. В теоремi 4.4 ми
довели, що SP (u0, F, b, θ0, f) 6= ∅ .

Означення 4.5. Казатимемо, що розв’язок задачi (4.105)-(4.112) неперерв-
но залежить вiд вхiдних даних u0, F, b, θ0, f , якщо для всiх функцiй u0 ∈ H ,
F ∈ L2(0, T ;H) , b ∈ U(Q0,T ) , θ0 ∈ L2(Ω) , f ∈ L2(Q0,T ) i для довiльних
ε > 0 iснує таке δ > 0 , що для довiльних uδ0 ∈ H , F δ ∈ L2(0, T ;H) ,
bδ ∈ U(Q0,T ) , θδ0 ∈ L2(Ω) , f δ ∈ L2(Q0,T ) , якi задовольняють оцiнки

||uδ0−u0;H|| < δ, ||F δ−F ;L2(0, T ;H)|| < δ, ||bδ−b;U(Q0,T )|| < δ, (4.169)

||θδ0 − θ0;L
2(Ω)|| < δ, ||f δ − f ;L2(Q0,T )|| < δ, (4.170)
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розв’язки {ũ, π, θ} ∈ SP (u0, F, b, f) та {ũδ, πδ, θδ} ∈ SP (uδ0, F
δ, bδ, f δ) справ-

джують нерiвнiсть

||ũδ − ũ;L∞(0, T ;H)||+ ||ũδ − ũ;U(Q0,T )||+

+ ||θδ0 − θ;L∞(0, T ;L2(Ω))||+ ||θδ − θ;U1(Q0,T )|| < ε. (4.171)

Зауважимо, що ми в цьому означеннi нiчого не стверджуємо про близькiсть
елементiв π та πδ .

Теорема 4.5. Нехай виконуються умови теореми 4.4. Тодi узагальнений
розв’язок {ũ, π, θ} задачi (4.105)-(4.112) неперервно залежить вiд вхiдних
даних u0, F, b, θ0, f .

Доведення. Нехай {ũ1, π1, θ1} ∈ SP (u1
0, F

1, b1, θ1
0, f

1) . Запишемо (4.115) для
функцiй ũ1, θ1 :

ũ1 t + S(ũ1 + b1) +Bθ1 = F 1. (4.172)

Нехай {ũ2, π2, θ2} ∈ SP (u2
0, F

2, b2, θ2
0, f

2) . Запишемо (4.115) для ũ2, θ2 :

ũ2 t + S(ũ2 + b2) +Bθ2 = F 2. (4.173)

Вiднявши (4.173) вiд (4.172), подiємо елементами з цiєї рiвностi на елемент
ũ·χ0,τ ∈ U(Q0,T ) , де χ0,τ взято з (1.40), ũ := ũ1−ũ2 , θ := θ1−θ2 . Отримаємо:

〈ũt, χ0,τ ũ〉U(Q0,T ) +

τ∫
0

[
〈S(t)(ũ1(t) + b1(t))− S(t)(ũ2(t) + b2(t)), ũ(t)〉V (t) +

+ (B, ũ)θ
]
dt =

τ∫
0

(F 1(t)− F 2(t), ũ(t))Ω dt, τ ∈ (0, T ]. (4.174)

Запишемо (4.116) для функцiй ũ1, θ1 :

θ1 t + A1θ1 + (B, ũ1 + b1) = f1. (4.175)

Запишемо (4.116) для ũ2, θ2 :

θ2 t + A1θ2 + (B, ũ2 + b2) = f2. (4.176)

Вiднявши (4.176) вiд (4.175), подiємо елементами з цiєї рiвностi на елемент
θ · χ0,τ ∈ U(Q0,T ) . Отримаємо:

〈θt, χ0,τθ〉U1(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[
a

n∑
i=1

|θxi|2 + (B, ũ+ b1 − b2) θ
]
dxdt =
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=

∫
Q0,τ

(f 1 − f 2)θ dxdt, τ ∈ (0, T ]. (4.177)

Додавши (4.174) та (4.177), використавши формули iнтегрування частина-
ми (1.39) та (1.44), одержимо

1

2

∫
Ω

[
|ũ(x, τ)|2 + θ(x, τ)|2

]
dx+

∫
Q0,τ

[ n∑
i,j=1

(Aijũxi, ũxj) +
n∑

i,j=1

(Aij(b
1
xi
− b2

xi
), ũxj) +

+
(
G|ũ1 + b1|q(x,t)−2(ũ1 + b1)−G|ũ2 + b2|q(x,t)−2(ũ2 + b2), (ũ1 + b1)− (ũ2 + b2)

)
−

−
(
G|ũ1 + b1|q(x,t)−2(ũ1 + b1)−G|ũ2 + b2|q(x,t)−2(ũ2 + b2), b1 − b2

)
+

+(B, ũ)θ+a
n∑
i=1

|θxi|2+(B, ũ+b1−b2) θ
]
dxdt =

1

2

∫
Ω

[
|u1

0−u2
0|2+|θ1

0−θ2
0|2
]
dx+

+

∫
Q0,τ

[
(F 1 − F 2, ũ) + (f 1 − f 2)θ

]
dxdt. (4.178)

Оскiльки q(x, t) ≥ q0 ≥ 2 , то, використавши (2.156) для цього q = q(x, t) та
для β = β(x, t) = q(x, t) , пiсля елементарних перетворень, з (4.178) отрима-
ємо оцiнку

1

2

∫
Ω

[
|ũ(x, τ)|2 + θ(x, τ)|2

]
dx+

∫
Q0,τ

[
a0

n∑
i=1

|ũxi|2 + C53|ũ+ b1 − b2|q(x,t) +

+ a
n∑
i=1

|θxi|2
]
dxdt ≤ 1

2

∫
Ω

[
|u1

0 − u2
0|2 + |θ1

0 − θ2
0|2
]
dx+

+ I1(τ) + I2(τ) + I3(τ) + I4(τ) + I5(τ), (4.179)

де стала C53 > 0 залежить лише вiд g0, q0, q
0 ;

I1(τ) =

∫
Q0,τ

[
|F 1 − F 2| · |ũ|+ |f 1 − f 2| · |θ|

]
dxdt,

I2(τ) =

∫
Q0,τ

n∑
i,j=1

||Aij|| · |b1
xi
− b2

xi
| · |ũxj | dxdt,

I3(τ) =

∫
Q0,τ

||G||·
∣∣∣|ũ1 +b1|q(x,t)−2(ũ1 +b1)−|ũ2 +b2|q(x,t)−2(ũ2 +b2)

∣∣∣·|b1−b2| dxdt,
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I4(τ) =

∫
Q0,τ

|B| · |ũ+ b1 − b2| · |θ| dxdt, I5(τ) =

∫
Q0,τ

|B| · |ũ| · |θ| dxdt.

Зi стандартностi нерiвностi Юнга легко отримаємо оцiнки

I1(τ) ≤ 1

2

∫
Q0,τ

[
|F 1 − F 2|2 + |f 1 − f 2|2

]
dxdt+

1

2

∫
Q0,τ

[
|ũ|2 + |θ|2

]
dxdt, (4.180)

I4(τ) ≤ C54

∫
Q0,τ

[
|ũ|2 + |b1 − b2|2 + |θ|2

]
dxdt, (4.181)

I5(τ) ≤ C55

∫
Q0,τ

[
|ũ|2 + |θ|2

]
dxdt. (4.182)

Аналогiчно як оцiнки (2.200), (2.209) матимемо, що

I2(τ) ≤ C56(ε3)

∫
Q0,τ

n∑
i=1

|b1
xi
− b2

xi
|2 dxdt+ ε3

∫
Q0,τ

n∑
i=1

|ũxi|2 dxdt, (4.183)

I3(τ) ≤ ε5

∫
Q0,τ

(
|ũ1|+ |ũ2|+ |b1|+ |b2|

)q(x,t)
dxdt+

+(ε4+ε6)

∫
Q0,τ

|ũ+b1−b2|q(x,t) dxdt+C57(ε4, ε5, ε6)

∫
Q0,τ

|b1−b2|q(x,t) dxdt, (4.184)

де ε3, . . . , ε6 > 0 – довiльнi сталi.
Застосувавши нерiвностi (4.180)-(4.184) до правої частини (4.179), пiсля пев-

них перетворень, отримаємо таке:
1

2

∫
Ω

[
|ũ(x, τ)|2 + θ(x, τ)|2

]
dx+

+

∫
Q0,τ

[
(a0− ε3)

n∑
i=1

|ũxi|2 + (C53− ε4− ε6)|ũ+ b1− b2|q(x,t) + a

n∑
i=1

|θxi|2
]
dxdt ≤

≤ ε5

∫
Q0,τ

(
|ũ1|+ |ũ2|+ |b1|+ |b2|

)q(x,t)
dxdt+

1

2

∫
Ω

[
|u1

0 − u2
0|2 + |θ1

0 − θ2
0|2
]
dx+

+
1

2

∫
Q0,τ

[
|F 1 − F 2|2 + |f 1 − f 2|2

]
dxdt+ C56(ε3)

∫
Q0,τ

n∑
i=1

|b1
xi
− b2

xi
|2 dxdt+

+ C57(ε4, ε5, ε6)

∫
Q0,τ

|b1 − b2|q(x,t) dxdt+ C58

∫
Q0,τ

|b1 − b2|2 dxdt+
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+ C59

∫
Q0,τ

[
|ũ|2 + |θ|2

]
dxdt. (4.185)

Нехай

J(τ) =

∫
Q0,τ

(
|ũ1|+ |ũ2|+ |b1|+ |b2|

)q(x,t)
dxdt. (4.186)

Вибравши ε3, ε4, ε6 > 0 досить малими та використавши оцiнку (2.212), з
(4.185) пiсля деяких перетворень одержимо нерiвнiсть∫

Ω

[
|ũ(x, τ)|2 + θ(x, τ)|2

]
dxdt+

∫
Q0,τ

[ n∑
i=1

|ũxi|2 + |ũ|q(x,t) +
n∑
i=1

|θxi|2
]
dxdt ≤

≤ C60

{
ε5J(τ) + C61(ε5)M1(τ) +

∫
Q0,τ

[
|ũ|2 + |θ|2

]
dxdt

}
, (4.187)

де

M1(τ) =

∫
Ω

[
|u1

0 − u2
0|2 + |θ1

0 − θ2
0|2
]
dx+

∫
Q0,τ

[
|F 1 − F 2|2 + |f 1 − f 2|2

]
dxdt+

+

∫
Q0,τ

[ n∑
i=1

|b1
xi
− b2

xi
|2 + |b1 − b2|q(x,t) + |b1 − b2|2

]
dxdt; (4.188)

ε5 > 0 – довiльне число; стала C61(ε5) > 0 залежить вiд ε5 та не залежить
вiд τ, J(τ),M1(τ), ũ, θ ; стала C60 > 0 не залежить вiд ε5, τ, J(τ),M1(τ), ũ, θ .
Нехай

y(τ) :=

∫
Ω

[
|ũ(x, τ)|2 + θ(x, τ)|2

]
dx, τ ∈ (0, T ].

Тодi з (4.187) випливає, що

y(τ) ≤ C60

(
ε5J(τ) + C61(ε5)M1(τ) +

τ∫
0

y(t) dt
)
, τ ∈ (0, T ].

Використавши узагальнену лему Гронуола-Белмана (твердження 2.8), бачи-
мо, що

y(τ) ≤
(
C60 · ε5J(τ) + C60 · C61(ε5)M1(τ)

)
eC60τ .

Оскiльки J(τ) ≤ J(T ) , M1(τ) ≤ M1(T ) , eC60τ ≤ eC60T , то з цiєї нерiвностi,
пiсля деяких перепозначень, випливає, що

y(τ) ≤ ε7J(T ) + C62(ε7)M1(T ), τ ∈ [0, T ], (4.189)
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де ε7 > 0 – довiльне число, стала C62(ε7) залежить вiд ε7 але не залежить
вiд τ, y(τ), J(T ),M1(T ) .
Нехай B1(R) – куля радiуса R > 0 в просторi U(Q0,T ) з центром в точцi

нуль цього простору. Тодi iснує R1 > 0 таке, що b1, b2 ∈ B1(R1) . Нехай B2(R)

та B3(R) – кулi радiуса R > 0 в просторах H та L2(0, T ;H) , вiдповiдно, з
центрами у вiдповiдних нульових точках цих просторiв. Тодi iснують числа
R2 > 0 та R3 > 0 такi, що u1

0, u
2
0 ∈ B2(R2) та F 1, F 2 ∈ B3(R3) . З оцiнки

типу (4.143) випливає iснування такого числа R4 > 0 , що ũ1, ũ2 ∈ B1(R4) .
Нехай B4(R) – куля радiуса R > 0 в просторi U1(Q0,T ) з центром в точцi

нуль цього простору. Нехай B5(R) та B6(R) – кулi радiуса R > 0 в просторах
L2(Ω) та L2(Q0,T ) , вiдповiдно, з центрами у вiдповiдних нульових точках цих
просторiв. Тодi iснують числа R5 > 0 та R6 > 0 такi, що θ1

0, θ
2
0 ∈ B5(R5)

та f 1, f 2 ∈ B6(R6) . З оцiнки типу (4.143) випливає iснування такого числа
R7 > 0 , що θ1, θ2 ∈ B4(R7) .
Нехай R8 = max{R1, ..., R7} . Зафiксуємо довiльне ε > 0 . Розглянемо пра-

ву частину нерiвностi (4.189). З наведених вище мiркувань випливає оцiнка
J(T ) ≤ C63(R8) . Тодi вiзьмемо в (4.189) ε7 = ε

2C63(R8) . Матимемо, що

y(τ) ≤ ε

2
+ C64(R8)M1(T ). (4.190)

Вибравши u1
0 близьким до u2

0 , F 1 – до F 2 , b1 – до b2 , θ1
0 – до θ2

0 , f 1 –
до f 2 , (у вiдповiдних просторах), можна зробити M1(T ) > 0 досить малим
i досягнути оцiнки

C64(R8) ·M1(T ) <
ε

2
.

Пiдставивши її в (4.190), одержимо, що y(τ) < ε . Враховуючи вигляд y(τ) ,
звiдси випливає, що

||ũ;L∞(0, T ;H)||+ ||θ;L∞(0, T ;L2(Ω))|| ≤ ε, (4.191)

Використавши (4.191) в правiй частинi (4.187) та провiвши мiркування, ана-
логiчнi як при отриманнi (4.191), з (4.187) отримаємо, що

||ũ;U(Q0,T )|| ≤ C65(ε), ||θ;U1(Q0,T )|| ≤ C66(ε), (4.192)

де C65(ε)→ +0 та C66(ε)→ +0 при ε→ +0 . Теорему 4.5 доведено. �

Теорема 4.6. Нехай виконуються умови теореми 4.4. Тодi детермiнована
задача (4.105)-(4.112) не може мати бiльше одного розв’язку.
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Доведення. Нехай {ũ1, π1, θ1}, {ũ2, π2, θ2}∈SP (u0, F, b, θ0, f), ũ = ũ1 − ũ2 ,
θ = θ1 − θ2 . Аналогiчно як в доведеннi теореми 4.5 отримаємо оцiнку типу
(4.179) з u1

0 = u2
0 , F1 = F2 , b1 = b2 , θ1

0 = θ2
0 , f1 = f2 . Тому ũ = 0 , θ = 0 i

аналогiчно як в теоремi 2.2 показуємо, що π1 = π2 . �

4.2.2. Задача з випадковим параметром. Нехай

Γ1 : L2(Ω)× L2(Q0,T )→ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ U1(Q0,T ),

Γ2 : H × L2(0, T ;H)× U(Q0,T )→ L∞(0, T ;H) ∩ U(Q0,T )

– такi вiдображення, що

Γ1{θ0, f} = θ, Γ2{u0, F, b} = ũ, (4.193)

де {ũ, π, θ} – розв’язок задачi (4.105)-(4.112). З теорем 4.4-4.6 випливає, що
функцiї Γ1 та Γ2 визначенi коректно i є неперервними.
Введемо функцiї випадкового аргументу

φ1 : S→ L2(Ω)× L2(Q0,T ),

φ2 : S→ H × L2(0, T ;H)× U(Q0,T )

за правилами

φ1(ω) := {θ0(·, ω), f(·, ·, ω)}, ω ∈ S, (4.194)

φ2(ω) := {u0(·, ω), F (·, ·, ω), b(·, ·, ω)}, ω ∈ S. (4.195)

Використаємо позначення (4.193)-(4.195) для означення таких функцiй
Ψ1 : S→ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ U1(Q0,T ) та Ψ : S→ L∞(0, T ;H) ∩ U(Q0,T ) , що

Ψ1(ω) := Γ1 ◦ φ1(ω) = Γ1(φ1(ω)), ω ∈ S, (4.196)

Ψ2(ω) := Γ2 ◦ φ2(ω) = Γ2(φ2(ω)), ω ∈ S. (4.197)

Отже, для кожного ω ∈ S значення Ψ1(ω) дорiвнює θ(·, ·, ω) , а значен-
ня Ψ2(ω) дорiвнює ũ(·, ·, ω) , де {ũ, π, θ} – розв’язок детермiнованої задачi
(4.105)-(4.112) з випадковим параметром ω .
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Теорема 4.7. Якщо F ∈ L2(S;L2(0, T ;H)) , u0 ∈ L2(S;H) ,
b ∈ L2(S;L2(0, T ;Z1)) ∩ Lq(x,t)(Π0,T ) , f ∈ L2(S;L2(Q0,T )) , θ0 ∈ L2(S;L2(Ω)) ,
то задача (4.86)-(4.93) має єдиний розв’язок {ũ, π, θ} . Крiм того,

ũ ∈ L2

(
S;L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;Z1)

)
, (4.198)

ũ ∈ Lq(x,t)(Π0,T ), (4.199)

θ ∈ L2

(
S;L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ U1(Q0,T )

)
. (4.200)

Доведення. Крок 1. Для кожного фiксованого ω ∈ S задача (4.86)-(4.93)
має розв’язок в сенсi означення 4.2 як розв’язок детермiнованої задачi (4.105)-
(4.112) з випадковим параметром ω ∈ S .
Оскiльки функцiя φ1 з (4.194) є вимiрною, а Γ1 є неперервною, то функцiя

Ψ1 з (4.196) є вимiрною. Отже, θ буде L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ U1(Q0,T ) -значною
випадковою величиною.
Оскiльки функцiя φ2 з (4.195) є вимiрною, а Γ2 є неперервною, то фун-

кцiя Ψ2 з (4.197) є вимiрною. Отже, ũ буде L∞(0, T ;H) ∩ U(Q0,T ) -значною
випадковою величиною.
Крiм того, ũ та θ задовольняють такий аналог оцiнок (4.141) та (4.143) з

доведення теореми 4.4:∫
Ω

[
|ũ(x, τ, ω)|2 + |θ(x, τ, ω)|2

]
dx ≤ C67F(τ, ω), (4.201)

∫
Q0,τ

[ n∑
i=1

|ũxi(x, t, ω)|2 + |ũ(x, t, ω)|2 + |ũ(x, t, ω)|q(x,t) +

+
n∑
i=1

|θxi(x, t, ω)|2 + |θ(x, t, ω)|2
]
dxdt ≤ C67F(τ, ω), (4.202)

де стала C67 > 0 не залежить вiд ω, u0, F, b, θ0, f ,

F(τ, ω) =

∫
Ω

[
|u0(x, ω)|2 + |θ0(x, ω)|2

]
dx+

∫
Q0,τ

[
|F (x, t, ω)|2 + |f(x, t, ω)|2 +

+
n∑
i=1

|bxi(x, t, ω)|2 + |b(x, t, ω)|2 + |b(x, t, ω)|q(x,t)
]
dxdt, (4.203)

τ ∈ (0, T ] , ω ∈ S .
Вiзьмемо в (4.201) суттєвий супремум за τ , а в (4.202) вiзьмемо τ = T .

Оскiльки функцiя F(T, ·) належить до L1(S) , то, зiнтегрувавши отриманi
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рiвностi за змiнною ω ∈ S , отримаємо iснування iнтегралiв, що гарантують
виконання вкладень (4.198)-(4.200).

Крок 2. Доведення єдиностi проводимо аналогiчно як в теоремi 4.6. Ана-
логiчно, як в доведеннi теореми 4.5 отримаємо таку оцiнку типу (4.179) з
параметром ω ∈ S :

1

2

∫
Ω

[
|ũ(x, τ, ω)|2 + |θ(x, τ, ω)|2

]
dx+

∫
Q0,τ

[
a0

n∑
i=1

|ũxi(x, t, ω)|2 +

+ C53|ũ(x, t, ω)|q(x,t) + a
n∑
i=1

|θxi(x, t, ω)|2
]
dxdt ≤

≤
∫
Q0,τ

(
|B|+ |B|

)
· |ũ| · |θ| dxdt ≤

(
|B|+ |B|

) ∫
Q0,τ

[
|ũ|2 + |θ|2

]
dxdt, (4.204)

τ ∈ (0, T ] , ω ∈ S , де C53 > 0 , ũ = ũ1 − ũ2 , θ = θ1 − θ2 , {ũ1, π1, θ1} та
{ũ2, π2, θ2} – розв’язки задачi (4.86)-(4.93). Зiнтегрувавши за ω ∈ S та вико-
риставши узагальнену лему Гронуола-Белмана (твердження 2.8), отримаємо
звiдси, що ũ1 = ũ2 та θ1 = θ2 . Затим стандартно показуємо, що π1 = π2 .
Теорему 4.7 доведено. �

4.2.3. Доведення теореми 4.3. Якщо виконується умова (W1), то функцiя b

має вигляд (4.84), де b0 ∈ Cdiv . Тодi iснує стала C68 > 0 така, що для всiх
x ∈ Ω виконуються оцiнки

|b0(x)| ≤ C68, |(b0)xi(x)| ≤ C68, i = 1, n. (4.205)

Тому

|b(x, t, ω)| ≤ C68|W (t, ω)|, (4.206)

|bxi(x, t, ω)| ≤ C68|W (t, ω)|, i = 1, n. (4.207)

З оцiнок (4.206)-(4.207), аналогiчно як при доведеннi леми 2.6 показуємо, що∫
Π0,T

[ n∑
i=1

|bxi(x, t, ω)|2+|b(x, t, ω)|2+|b(x, t, ω)|q(x,t)
]
dxdt P (dω) ≤ C69. (4.208)

Тому функцiя b з умови (W1) задовольняє умови теореми 4.7.
Оскiльки в теоремi 4.7 ми довели iснування єдиного узагальненого розв’яз-

ку задачi (4.105)-(4.112), то згiдно формули (4.85) та означення 4.3 маємо
виконання тверджень теореми 4.3. �
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Висновки до пiдроздiлу 4.2. У цьому пiдроздiлi розглянуто нелiнiйну систему
Бусiнеска-Стокса зi змiнним показником нелiнiйностi та випадковим збуре-
нням. Доведено iснування та єдинiсть узагальненого розв’язку вiдповiдної
мiшаної задачi.
Результати пiдроздiлу опублiковано у висвiтлено у [9].

Висновки до роздiлу 4. У четвертому роздiлi дисертацiї дослiджувались
нелiнiйнi системи Бусiнеска-Стокса зi змiнними показниками нелiнiйностi.
Спершу розглянуто детермiновану систему, а в пiдроздiлi 4.2 – вiдповiдну
систему з випадковим збуренням. В узагальнених просторах Лебега i Собо-
лєва знайдено єдинi розв’язки мiшаних задач для розглянутих систем.
Результати роздiлу висвiтлено у [6] та [9].
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйну роботу присвячено нелiнiйним параболiчним системам Сто-
кса зi змiнними показниками нелiнiйностi, якi описують детермiнованi та сто-
хастичнi проеси i моделюють динамiку векторних полiв у багатовимiрних
просторах iз умовами нестисливостi.
Вивчаються системи Стокса, якi мiстять:

– вектор-функцiю швидкостi та скалярну функцiю тиску;
– нелiнiйнi диференцiальнi та iнтегро-диференцiальнi оператори;
– змiннi показники нелiнiйностi, якi залежать вiд просторової та часової
змiнних;

– випадковi збурення типу бiлого шуму.

У дисертацiї отримано такi новi результати:

– встановлено умови iснування та єдинiсть узагальнених розв’язкiв де-
термiнованих мiшаних задач для нелiнiйних iнтегро-диференцiальних
параболiчних систем Стокса зi сталими показниками нелiнiйностi;

– доведено iснування та єдинiсть узагальнених розв’язкiв з узагальнених
просторiв Лебега i Соболєва стохастичних мiшаних задач для нелiнiй-
них диференцiальних параболiчних систем Стокса зi змiнними пока-
зниками нелiнiйностi;

– показано iснування єдиного узагальненого розв’язку детермiнованих
мiшаних задач для нелiнiйних iнтегро-диференцiальних параболiчних
систем Осколкова-Стокса зi змiнними показниками нелiнiйностi та ма-
лим параметром, дослiджено поведiнку цього розв’язку при прямуваннi
параметра до нуля;

– встановлено умови iснування та єдинiсть узагальнених розв’язкiв де-
термiнованих мiшаних задач для нелiнiйних iнтегро-диференцiальних
параболiчних систем Бусiнеска-Стокса зi змiнними показниками нелi-
нiйностi,

– доведено теорему про однозначну розв’язнiсть стохастичних мiшаних
задач для нелiнiйних диференцiальних параболiчних систем Бусiнеска-
Стокса зi змiнними показниками нелiнiйностi.

Результати роботи можна використати при моделюваннi гiдродинамiчних
процесiв в матерiалах складної структури.
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